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RAPPORT 

SUR LE MANUSCRIT SOUMIS A L’EXAMEN DE L’ACADÉMIE *. 


La Géométrie descriptive, dans l’acception qu’on a donnée à ce mot de- 
puis l’établissement de l’École polytechnique, enseigne à représenter sur 
une surface plane les objets qui ont trois dimensions, et à résoudre par le 
seul secours de la règle et du compas, en partant des données d’un dessin 
géomctral , des questions qui, de prime abord, sembleraient exiger des 
moyens beaucoup plus compliqués. 

L’expérience avait conduit de bonne heure aux procédés d’après lesquels 
les architectes , les tailleurs de pierre et les charpentiers construisent leurs 
épures; mais ces méthodes n’ont été réunies en corps de doctrine et débar- 
rassées de tout empirisme que de nos jours. C’est à M. Monge qu’on en est 
redevable. Les Leçons de Géométrie descriptive de ce savant illustre, ren- 
ferment une exposition des principes de la science, qui sera toujours citée 
comme un modèle parfait de clarté. On regrette, toutefois, que cet Ouvrage 
ne soit pas plus étendu ; car les artistes qui n’ont pas fait une étude spé- 
ciale des Mathématiques ne peuvent se rendre les méthodes de projection 
familières , qu’en variant les données des questions et en s’exerçant sur un 
grand nombre d’exemples. Déjà, en i8ia, M. Hachette avait rempli en 
partie cette lacune par un supplément faisant suite aux Leçons de M. Monge, 
et auquel l’Académie accorda son approbation. 


* Ce manuscrit est celui de la première édition. Le ch. IV du lis. IV n’en faisait pas 
partie. L’atlas, dont le nombre des planches a été porté à 60, et dans cette seconde édi- 
tion à 67, n’en présentait que 5 g. 
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C’est en suivant les traces dos deux savans que nom tenons de nommer, 
ses anciens professeurs à f École polytechnique, que M. Vallée a rédigé le 
Traité complet dont l’Académie nous a chargés de lui rendre compte. 

Cet Ouvrage, composé de plus de cinq cents pages in-4 0 ., est divisé. . . 

(voyez la fin de l’Introduction). 

L’Ouvrage de M. Vallée est trop étendu pour que vos Commissaires aient 
pu s'imposer l’obligation de le lire en entier. Us se sont contentés d’exa- 
miner avec attention les parties les plus difficiles, et se plaisent à reconnaître 
quelles sont rédigées avec beaucoup de méthode et de clarté. 

Les 5g planches qui accompagnent le texte sont parfaitement dessinées. 
Chaque épure offre, dans las -{dus petits détails, toutes les constructions 
qu’il faut exécuter pour arriver à la solution du problème , et néanmoins on 
n’y remarque aucune confusion. En un mot, il nous a paru que le nouveau 
Traité de M. Vallée, est digne, sous tous les rapports , de l’approbation de 
l’Académie. Il est à désirer que cet habile Ingénieur puisse trouver dans 
les encouragemens du Gouvernement, les moyens de livrer son Ouvrage à 
l’impression, et qu’il achève ceux dont il s’est déjà occupé, et qui doivent 
contenir les applications de la Géométrie descriptive à l’art du charpentier 
et à celui du tailleur de pierre. 

Signe' Prony, Foutue* , A Mmo-rmfjtor^ear. 

L’Académie approuve le Rapport et en adopte les conclusions. 

Certifié conforme à l’original , 

t 

Le Secrétaire perpétuel , Chevalier des Ordres royaux 
de Saint-Michel et de la Légion-tPHonneur, 

Signé Delambr*. 

j I 

’ . » I . .1 . * - .. 
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INTRODUCTION 


Nos idées ne sont pas toutes de nature à pouvoir être commu- 
niquées par le moyen d’une langue écrite ou parlée. Celles qui 
tiennent aux formes et aux positions des corps sont particulière- 
ment dans ce cas; aussi a-t-on souvent besoin, pour les trans- 
mettre, d’aider le discours de représentations qui s’adressent à 
la vue. 

La Géométrie élémentaire, quoiqu’elle ne considère que des 
grandeurs fort simples, fournit perpétuellement des exemples oii 
ce besoin de représentations se fait sentir. Il est vrài que les 
figures quelle emploie ne sont pas absolument indispensables, car 
leur composition étant toujours expliquée par le texte, on peut, 
à la rigueur, les concevoir dans l’espace sans l’aide d’un dessin; 
mais comme elles montrent tout d’un coup des grandeurs que le 
discours ne décrit que successivement , elles sont toujours extrê- 
mement utiles. 

Ces ligures, malgré les idées de rigueur que l’on attribue géné- 
ralement à tout ce qui dépend de la science de l’étendue, sont 
pour la plupart tracées arbitrairement, et sans autre règle que 
ce qu’on appelle le goût. On ne sait exécuter rigoureusement , par 
les principes de la Géométrie élémentaire, que les figures qui 
représentent des grandeurs situées dans un même plan : les autres 
ne sont que des espèces de vues , faites d’après des conventions 
tacites dépourvues quelquefois de toute exactitude. Ainsi, par 
exemple, la ligure du cylindre circonscrit à la sphère, qu’Ar- 
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chimède fit graver sur son tombeau , et qu’on retrouve dans tous 
les élémens de Géométrie, est une figure inexacte; parce qu’elle 
contient un grand cercle, qui est censé représenter la sphère, et 
qui selon des principes rigoureux ne peut remplir cet objet. 

Néanmoins les figures exactes et les figures inexactes sont de 
la même utilité dans les démonstrations, parce qu’elles sontaussi 
propres, les unes que les autres, à fixer dans l’esprit l’idée des 
grandeurs quelles indiquent. Elles présentent seulement une 
différence bien remarquable, c’est qu’on opère avec la règle et Le 
compas par le moyen des premières, et qu’on ne peut point opérer 
par le moyen des dernières. Nous allons rendre cette vérité sen- 
sible, au moyen de deux problèmes. 

i " Problème. Trois points étant donnés sur un plan , trouver 
le centre du cercle auquel ils appartiennent. 

2 e Problème. Quatre points étant donnés dans F espace, 
trouver le centre de l»*phère àjaquelle ils appartiennent. 

On sait qu’on résoudra le premier problème en élevant, sur le 
milieu des trois droites qui joignent deux à deux les points donnés, 
des perpendiculaires à ces droites , et que le centre demandé sera 
le point d’interseçtioo. de ces perpendiculaires. Pour le second, 
on sait que chaque plan perpendiculaire au milieu d’une des 
droites qui joignent deux des points donnés contient le centre 
demandé, et que ce centre est conséquemment l’intersection de 
quatre plans déterminés. 

On connaît donc le moyen d’obtenir les solutions de ces deux 
problèmes, et il. semblerait, d’après cela, que la Géométrie 
élémentaire enseignât les constructions nécessaires pour les 
résoudre tous Les deux : c’est pourtant ce qui n’est pas. On résout 
complètement le premier, parce que Les données qui lui appar- 
tiennent, et les constructions qu’il exige, sont toutes dans un 
même plan , en sorte que la figure contient toujours le cercle 
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demandé. Il en est tout autrement pour le second: le raisonnement 
définit bien la position du centre de la sphère cherchée; nnefigure 
de ‘Géométrie élémentaire peut bien la représenter, ainsi que 
tous les plans qui se coupent suivant son centre et qui le détermi- 
nent; mais ce n’est pas une figure exacte sur laquelle on puisse 
opérer et prendre la véritable grandeur de la sphère, ce n'est qu’une 
espèce de vue , qui aide l’esprit à concevoir le mécanisme de la 
solution , et qui n’est d’ailleurs d’aucune utilité. 

Or, il y a une infinité de problèmes, très utiles pour les arts, 
qui sont dans le même cas que le dernier de ceux que nous 
venons d’examiner : il est donc nécessaire d’avoir un moyen de 
construire leurs solutions; et pour cela il faut savoir opérer sur 
des grandeurs situées dans l’espace, aussi rigoureusement qu’on 
opère sur des grandeurs situées dans un même plan. 

Opérer sur des grandeurs connues , ou représenter des gran- 
deurs définies , c’est d’ailleurs la même chose ; car les opérations 
rigoureuses qui conduisent à un résultat sont une définition de 
ce résultat. Ainsi, ayant résolu la question de représenter un 
système de grandeurs données, ou ce qui revient au même, de 
représenter un corps dont toutes les parties soient rigoureusement 
définies de forme et de position , on saura faire sur des grandeurs 
quelconques toutes les opérations possibles. 

Pour parvenir à la résoudre , nous allons examiner la nature du 
dessin d’imitation , et nous verrons sortir de notre examen *t«i 
moyen de représentation qui réunira la commodité des opéra- 
tions à la rigueur des résultats. 

Imaginons dans l'espace un corps , par exemple un polyèdre , 
vu paT un spectateur placé dans une position fixe. Tous les points 
du polyèdre, visibles pour le spectateur, enverront à son oui des 
rayons lumineuxdont l'ensemble produira la perception ducorps : 
et si l’on considère séparément une face de ce polyèdre , il est clair 
qu’elle sera la base d’unepyramide dont l’oeil sera le sommet, -et 

b.. 
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qui sera remplie par les rayons lumineux. Cela posé, concevons 
qu’on place le plan d’un tableau en arrière du polyèdre, et qu’on 
prolonge jusqu’à ce plan les faces de la pyramide dont nous venons 
de parler; elles détermineront sur le tableau un polygone d’in- 
tersection qui sera l’image de la face en question , et l’on obtiendra 
celle du polyèdre tout entier, en exécutant la même opération 
pour chaque face apparente. De plus , il suffira d’ajouterau dessin 
obtenu l’artifice des couleurs, pour qu’il produise toute l’illusion 
possible. 

Or, un tel dessin est ce qu’on appelle une vue linéaire , ou une 
perspective linéaire (*) de l’objet représenté; et la position de 
l’œil du spectateur est ce qu’on nomme le point de vue de cette 
perspective. 

Les dessinateurs habiles parviennent, il est vrai, sans tout cet 
appareil de constructions, à former des images assez fidèles des 
objets qu’ils ont sous les yeux; mais il est évident que leurs 
dessins repreaentetkt^Uttutaaijmieux les formes de cesobjets , qu’ils 
approchent davantage de la perfection mathématique que l’on 
vient d’indiquer. 

Revenons à la face polygonale que nous avons considérée. Si 
elle est parallèle au plan du tableau, l’image et l’objet seront deux 
polygones semblables qui ne différeront quepar leurs dimensions; 
et si jelle est oblique, l'image ne sera pas même semblable au 
modèle : il sera altéré en tous sens , et de telle sorte que deux 
côtés, qui dans l’espace seraient égaux et parallèles, auront leurs 
images inégales et non parallèles. 

En s’arrêtant à l’hypothèse d’une face parallèle au plan du 
tableau, on voit que la différence entre l’image et le modèle 


(*) On se contente quelquefois de la dénomination de vue ou de perspec- 
tive , mais ici nous devons employer l'épithète de linéaire , afin qu’on en- 
teude bien que l’image ne présente que des lignes. 
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diminue, à mesure que le point de vue s’éloigne; c’est-à-dire, à 
mesure que les rayons visuels, menés de l’œil à chaque point de 
l’objet, deviennent moins divergens. Qu’arrivera-t-il si le point 
de vue , que l’on doit supposer placé sur une perpendiculaire cor- 
respondante au centre du tableau , s’éloigne assez pour que ces 
rayons puissent être considérés comme parallèles entre eux? II est 
évident, i°. que toute ligne parallèle au plan du tableau sera 
représentée dans sa véritable grandeur , et qu’il ne manquera plus 
à la description complète de cette ligne , que sa distance à ce plan ; 
2 °. que toute ligne perpendiculaire sera représentée par un point, 
et que, pour qu’elle soit entièrement connue, il ne manquera que 
les distances de ses extrémités au plan du tableau; 3°. enfin, que 
toute ligne oblique sera représentée par une autre ligne, et que 
l’on aura la longueur delà ligne représentée , quand on connaîtra 
les distances des extrémités de cette ligne au tableau; car ces 
distances détermineront avec la ligne qui servira d’image, un 
trapèze dont les angles adjacens à celte image seront droits, et 
dont le quatrième côté sera la ligne représentée. En un mot, 
toutes les arêtes du polyèdre, et toutes ses diagonales quelconques , 
seront représentées de manière qu’il ne manquera plus, pour les 
connaître entièrement , que d’avoir les distances du tableau aux 
différens sommets du polyèdre. 

Or, il est visible que ces distances seront données immédiate- 
ment par une seconde représentation de l’objet, faite sur un plan 
perpendiculaire au premier tableau ; et que chaque tableau sera 
représenté sur l’autre par leur commune intersection. 

Si le premier tableau est horizontal , par exemple , le second 
sera vertical , tous les rayons visuels correspondans au premier 
seront verticaux, et ceux qui correspondront au dernier seront 
horizontaux; toutes les lignes horizontales seront représentées sur 
le premier dans leurs grandeurs réelles, et toutes les lignes ver- 
ticales aussi dans leurs grandeurs réelles sur le second; toutes les 



XIV 


INTRODUCTION. 


lignes obliques seront faciles à construire par le moyen de tra- 
pèzes qui seront déterminés, et qui donneront les angles de ces 
lignes et des tableaux : enfin , sachant trouver la véritable gran-, 
dcur d’une ligne oblique représentée sur les deux tableaux, on 
saura trouver les grandeurs des côtés d’un triangle quelconque 
dont on aurait les représentations sur les mêmes tableaux ; et 
comme ses angles s’ensuivront, il est clair qu’on pourra con- 
struire dans leurs véritables dimensions toutes les grandeurs dé- 
pendantes de l’objet représenté. 

Ainsi l'on pourra déduire de la représentation d’un plan quel- 
conque et de deux droites quelconques, les angles des droites et 
du plan , l’angle des droites entre elles, leur plus courte distance , 
les plans menés par lesdroites perpendiculairement au plan repré- 
senté, l’intersection de ces plans, etc. , etc. 

Tel est le mode rigoureux de représentation adopté par les 
artistes , et dont cette première idée ne peut que faire entrevoir les 
avantages. 

Les figures que ce mode exige, et qui sont déterminées, comme 
nous l’avons dit, parles pieds des perpendiculaires abaissées d’un 
système quelconque de points sur un plan, s’appellent des pro- 
jections orthogonales. 

Quelquefois ces figures s’obtiennent par le moyen des inter- 
sections de droites parallèles entre elles , mais obliques par rapport 
aux plans des figures, alors elles prennent le nom de projections 
oilif/ues (*). 

Dans tous les cas, on donne à ces pians le nom de plans de 


(*) 41 y « une troisième aorte de .projections qu’on nomme projections 
centrales , parce que les ligues qui les déterminent .partent toutes d’un 
même point qu’on nomme centre. Ces projections s’appellent proprement 
d«s perspectives : le livre II de la Science du Dessin enseigne tout ce qui 
s’y rapporte. 
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projection , et l'on connaît sons celai de Méthode dm projections, 
les differentes manières d’opérer sur les grandeurs géométriques 
par le moyen des projections obliques et orthogonales. 

Les objets dont on s’occupe dans la pratique ayant presque 
toujours une situation déterminée relativement à l'horizon et à la 
verticale, il est naturel de les rapporter à des plans de projection 
horizontaux et verticaux; aussi l'usage de ces plans est-il. très 
fréquent. Ou nomme projections horizontales , les projections 
faites sur des plans horizontaux; et celles qui sont faites sur des 
plans verticaux s’appellent des projections verticales. 

Dans les arts, on donne aux projections horizontales le nom 
de plans , et aux projections verticales celui d’ élévations . 

Lorsqu’il arrive que le plan de projection tranche l’objet repré- 
senté, comme lorsqu’on veut en Architecture faire voir des 
intérieurs , on donne à la projection correspondante le nom de 
coupe , qui sedonne aussi à la section laite par le plan coupant. Si 
le plan de projection est vertical, la projection s’appelle coupe 
verticale; et si ce plan est horizontal, on donne à la projection le 
nom de coupe horizontale. Cependant si l’on considère ces pro- 
jections, plutôt comme des projections que comme des coupes, 
on ne leur donne pas d’autres noms que ceux d 'élévations et de 
plans. 

Les plans, les coupes, les élévations, et les projections quel- 
conques , s’appellent des dessins géoniétraujc . 

L’uu des principaux avantages de ces dessins, c’est qu’ils sout 
souvent intelligibles, pour les personnes mêmes qui ne savent pas 
de Géométrie , et cela tient àce qu’ils font image. 11 est vrai, ainsi 
que nous l’avons dit .tout-à- l’heure, que pour considérer une 
projection comme une perspective, il faut supposer que lepomtde 
vue soit à l’infini, ce qui empêche qu’elle puisse faire un effetbien 
satisfaisant quand on la voit de près; cependant c’est à la propriété 
des dessins géométraux de donner, par la simple inspection , l’idée 
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des corps qu’ils représentent , qu’on doit attribuer la grande utilité 
dont ils sont pour les arts. 

Ceux du tailleur de pierre et du charpentier sont absolument 
fondés sur la théorie des projections. Ils ont néanmoins été per- 
fectionnés bien avant cette théorie; aussi doit-on avouer que les 
artistes , par les seuls efforts de leur esprit , et sans autre secours 
que celui d’une Géométrie très bornée, avaient résolu presque 
tous les problèmes iinportans que comporte la méthode des pro- 
jections , avant que cette méthode ne fût considérée comme une 
science particulière, dont l’Art du tailleur de pierre et l’Art du 
charpentier ne sont réellement que des applications. 

C’est l’illustre Monge qui ayant enseigné la Coupe des pierres, 
la Charpenterie , l’Art de déterminer les ombres descorps, la Per- 
spective, etc., a réuni les principes de ces applications, les a 
généralisés, et en a formé un corps de science auquel il a donné 
le uom de Géométrie descriptive. 

On peut la définir mmi i C art la sciene* g uj enseigne les 
moyens de représenter avec exactitude les grandeurs géomé- 
triques , et a faire graphiquement sur ces grandeurs toutes les 
opérations possibles. 

« C’est, comme l’a dit M. Monge, une langue nécessaire à 
» l’homme de génie qui conçoit un projet, à ceux qui doivent en 
« diriger l’exécution , et aux artistes qui doivent eux-mêmes en 
« exécuter les différentes parties. » 

Elle a d’abord été enseignée à l’École normale , ensuite à l’École 
polytechnique. Le savant auquel nous la devons, l’exposa de cette 
manière simple , naturelle et féconde , qui caractérisait son génie , 
et elle se répandit en Europe avec rapidité. 

Les leçons de M. Monge, publiées d’abord dans le Recueil des 
séances de l’École normale, et successivement réimprimées par 
les soins de M. Hachette avec un supplément, et par M. Brisson 
avec des additions importantes, ne donnaient pas malheureuse- 
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ment un Traité complet de Géométrie descriptive. J’ai osé entre- 
prendre ce Traité, et soutenu par le sentiment de son utilité et 
par les conseils de plusieurs de mes compagnons d’étude, la 
longueur du travail et la pénible exécution des ligures ne m’ont 
point rebuté. Je serai heureux si mes efforts sont utiles à l’instruc- 
tion des jeunes gens. 

Je me suis particulièrement proposé de mettre la science à la 
portée des personnes qui se destinent à la pratique des arts dans 
lesquels on emploie la règle et le compas. C’est une tâche dont 
M. Monge a montré toute l’utilité. Depuis qu’il a écrit, l’École 
polytechnique a propagé l’étude des sciences exactes ; les heu- 
reux résultats qu’il appelait se sont en grande partie réalisés ; 
nos arts se sont perfectionnés rapidement ; mais les connaissances 
théoriques ne sont pas encore , à beaucoup près , suffisamment 
popularisées. 

Un de nos savans les plus distingués, M. Ch. Dupin , dont le 
nom reviendra souvent dans cet Ouvrage, indique, comme une 
cause remarquable des succès manufacturiers de l’Angleterre, 
les soins qu’on donne à l’instruction des ouvriers anglais (*). 
Effectivement les découvertes pratiques ne peuvent guère être 
faites que par les hommesqui manient les instrumens d’exécution. 

Ces hommes, en France, sont habiles et intelligens; il faut 
donc, comme l’a dit M. Monge , diriger leur instruction vers ln 
connaissance des objets qui exigent de t exactitude. 

C’est par là que nous parviendrons à donner à nos produits , 
pour un modique prix, des qualités qui les fassent rechercher j 
et c’est le seul moyen d’établir entre nos manufactures, et celles 
de l’Angleterre, une concurrence que l’industrie française réclame 
comme un de ses premiers besoins. 


(*) Introduction d’un nouveau cours de Géométrie et de Mécanique, 
par Ch. Dupin. Paris, i8a4- 
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D’après cela, j’ai tlù persister dans le plan de donner la Géo- 
métrie descriptive sans emprunter le secours de l’Algèbre (*). 

Pour atteindre ce but je devais exposer synthétiquement la 
théorie des sections coniques. Mon travail sur cet objet était déjà 
fort avancé , lorsque le Traité des propriétés projectives de 
M. Poncelet a paru : il m’a été d’une utilité que j’indiquerai dans 
la suite. 

Je démontre dans la Note première, à la lin de l’ouvrage, pour 
les personnes qui n’ont pas étudié l’application de l’Algèbre à la 
Géométrie, les propriétés tout-à-fait élémentaires de l’ellipse, de 
l’hyperbole et delà parabole; et dans un chapitre des intersections 
de surfaces, je complète la théorie de ces lignes et fais voir leur 
identité avec les sections planes du cône à base circulaire. 

Je pense qu’au moyen de ces additions , et de quelques autres 
améliorations qu’il serait surperflu d'énumérer, le lecteur qui ne 
connaîtra que la Géométrie élémentaire pourra facilement arriver 
à la connaissance de tontas les p ropriétés importantes de l’é- 
tendue. 

J’ai eu soin de mettre en petit caractère toutes les parties diffi- 
ciles qu’il n’est pas nécessaire d’étudier pour aller plus avant. Les 
perso n nés qu i se proposeront d’enseigner la Géométrie descriptive , 
et celles qui, se trouvant arrêtées par quelques difficultés, au- 
ront besoin d’approfoudir la matière, devront seules recourir à 
ces parties, dans lesquelles j’ai tâché d’éclaircir tout ce que la 
science présente d’embarrassant. 

Quant aux lecteurs qui se destinent aux arts, ils ne sauraient 
arriver trop vite aux applications, et ils devront éviter les détails 
didactiques qui ne seraient pas indispensables à l’intelligence des 


(*) Les Traités de la Coupe des pierres et de la Charpente , dont je m’oc- 
cupe, et le Traité de la Science du Dessin, publié en i8ai, sont conçus 
dans les mêmes vues. « 
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parties du texte imprimées en gros caractère ; ces détails leur pren- 
draient un temps qu’ils emploieront plus utilement à former leur 
goût par l’étude du Dessin , et à acquérir des idées justes en Phy- 
sique, en Chimie, en Mécanique , en Economie industrielle, etc. 

Les démonstrations étrangères à l’objet principal delà science, 
les éclaircissemens , les observations pratiques, etc. , sont rejetés 
dans les Notes qui terminent ce Traité. 

Il est divisé en livres et en chapitres, de la manière suivante : 

LIVRE I. PRÉLIMINAIRES. 

CHAP. I. Notions fondamentales. 

CH AP. II. Résolution dot principaux problème* que l’on peut proposer sur le point , la 
ligne droite et le plan, considérés par rapport aux plans de projection. 
Conventions sur la manière de mettre au trait les lignes des épures selon 
leur objet. 

CHAP. III. Problèmes relatifs aux points, aux lignes droites et aux plans. 

CHAP. IV. Des lignes courbes. 

LIVRE n. SURFACES COURBES. 

CHAP. I. Du mode de représentation des surfaces courbes. 

CHAP. II. Des surfaces cylindriques, coniques et de révolution. 

CHAP. III. Des surfaces gauches. 

CHAP. IV. Des surfaces enveloppes. 

LIVRE III. PLANS TANGENS. 

CHAP. I. De* plans tangens dont le point de contact est donné. 

CHAP. 11. Des plans tangens menés par un point donné au dehors d’une surface. 
CHAP. III. Des plans tangens menés parallèlement à une droite donnée. 

CHAP. IV. Des plans tangens menés par une droite donnée. 

CHAP. V. Des plans tangens à plusieurs surfaces. 

LIVRE IV. INTERSECTIONS DE SURFACES. 

CHAP. I. Des intersections de plans et de surfaces courbes. * 

CHAP. II. Des intersections de surfaces courbes. 

CHAP. III. Des tangentes aux intersections de surfaces. 

CHAP. IV. Des sections coniques. 
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LIVRE V. QUESTIONS DIVERSES. 

CHAP. I. Développement des surfaces. 

CHAH. II. Sur les sphères. 

CHAP. III. Problèmes de Trigonométrie sphérique. 

CHAP. IV. Construction d’un point donné de plusieurs manières dans l’espece. 

LIVRE VI. COMPLÉMENT. 

De la théorie des lignes courbes et des surfaces courbes. 

CHAP. I. Des surfaces gauches. 

CHAP. II. Des enveloppes et de leurs arêtes de rebroussement. 

CHAP. III. Des tangentes, des rayons de courbure, et des développées des lignes courbes. 
CHAP. IV. Des rayons de courbure et des lignes de courbure des surface* courbes. 




/ 
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Notions fondamentales. 


i. On appelle projection orthogonale d’un point sur un plan, le pied de 
la perpendiculaire abaissc'e du point sur le plan. Ainsi , en menant par un 
point A une droite AB perpendiculaire au plan MNO, le pied B de pi - »■ 
cette perpendiculaire sera la projection du point A sur le plan de pro- f,g ‘ *' 
jection M30. 

a. Nous appellerons la ligne AB qui sert à déterminer la projection B 
du point A , ligne ou droite pmjetante du point A. 

3. Si des points M, N, P, Q..., d’une ligne quelconque, ou abaisse Fig.», 
des perpendiculaires MM', NN', PP', QQ'-.., sur un plan de projec- 
tion XYZ , la suite des pieds M', N', F, Q'. . ., de ces perpendiculaires, 
formera sur le plan XYZ , une courbe particulière M'N'P'Q' . . . , qui sera 

ce qu’ou appelle la projection orthogonale de la ligne MNPQ. . . 

4 . Si la ligne donnée MNPQ. . . est une ligne droite, les perpendicu- fm- 3 
laires MM' , NN' , PP' , QQ' , etc. , abaissées de ses différens points sur le 
plan de projection XYZ seront dans un même plan , passant par MQ , et 
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perpendiculaire au plan X\Z. Donc, les pieds de ces perpendiculaires 
seront sur l’intersection M'Q' de deux plans, c’est-à-dire sur une ligne 
droite; donc la projection orthogonale M'Q' d’une droite, est elle-même 
une ligne droite. 

Une droite étant déterminée lorsqu’on connaît deux de ses points, il 
suflira d’obtenir les projections M' et Q' de deux points M et Q de la 
droite MQ, pour construire la projection M'Q' de cette droite. 

Et puisque le plan MQQ'M' est perpendiculaire au plan de projec- 
tion XYZ , on pourra considérer la projection M'Q' de MQ comme l’in- 
tersection du plan de projection avec un second plan MQQ'M', mené 
par MQ perpendiculairement à XYZ. 

5. Le plan MQQ'M' qui passe par une droite MQ, et qui est perpendi- 
culaire à nu plan de projection XYZ , est ce qu’on appelle le plan pro- 
jetant de cette droite. 

6 . Les surfaces qui sont formées par des droites MM', NN', PP',QQ'. . ., 
abaissées des points d’une courbe MNPQ... perpendiculairement à un 
plan de projection XY’Z, sont appelées surfaces projetantes , à cause de 
leur analogie avec les droites projetantes et avec les plans projetans (*). 

Il est clair que la projection M'N'P'Q'. . . d’une ligne courbe MNPQ. . ., 
n’est autre chose que du plan do p mj eriion XYZ avec la 

surface projetante MNPQ. . .Q'P'N'M', menée pcrpcndieulaircmen t au plan 
XYZ par la courbe MNPQ. . . 

7 . Ainsi que l'introduction a dûi le faire apercevoir , on peut , en géné- 
ral , opérer sur les grandeurs géométriques au moyen de deux plans rec- 
tangulaires de projection. Dans les arts, l'un de ces plans est horizontal, 
et l'autre vertical ; en sorte que les lignes pro jetantes qui correspondent à 
la projection horizontale, ont une situation verticale , et que les lignes pro- 

ojection verticale, sont des horizontales. 

; de considérer toujours l’un des plans de projec- 
t l’autre comme vertical. Cet usage est très avanta- 
; d’une supposition toute simple, il fixe les idées 
sur des dispositions principales dont tout le monde a le sentiment. 

Quels que soient donc deux plans rectangulaires de projection , nous 
nommerons l’un , et ce sera d'ofdinJire celui dont l’emploi sera Je plus 


jetantes relatives à 
De là est résulté 1 
tioncc 
geux, parce qu'au 



(*) On Terra par la suite (168) que les surfaces projetantes appartiennent à la famille 
des surfaces cylindriques. 
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remarquable, plan horizontal , et nous donnerons à l’autre le nom de 
plan vertical. Les lignes perpendiculaires au premier s’appelleront consé- 
quemment des lignes verticales, et celles qui lui seront parallèles seront 
des horizontales. 

8. La ligne d’intersection des deux plans de projection s'appellera ligne 
rie terre (*). 

g. Nous ue donnerons aux projectious l 'épithète d'orthogonales que lors- 
qu’il s’agira de les distinguer des projections obliques. 

Pour donner une idée claire de ces dernières, concevons qu'on ait 
construit sur un plan les projections orthogouales d’un point , d’une droite 
et d'une ligne courbe, et imaginons que l'on prolonge la ligne projetante 
du point, le plan projetant delà droite, et la surface projetante de la 
courbe, jusqu’à leurs intersections avec un plan incliné connu : ces inter- 
sections seront sur ce plan, les projections obliques du point , de la droite 
et de la courbe en question. 

On n’a recours aux projections obliques , et aux plans de projection obli- 
ques entre eux , que lorsqu’il en résulte quelque simplification d’opération 
tout-à-fait évidente. D'après cela , nous nous occuperons uniquement des 
projections orthogonales faites sur des plans rectangulaires (**). 

îo. Cela posé, passons à l’usage des plans de projection, et montrons 
d’abord comment on réunit le plan vertical au plan horizontal , par un ra- 
battement fait autour de la ligne de terre. 

Soient YUTS et PQRO deux plans rectangulaires quelconques de projec- pi 
lion, et supposons que l’on prenne le premier pour plan horizontal, et le ' 
dernier pour plan vertical. Pour pouvoir opérer sur le système de ces 
plans, on imagine que le plan vertical PQRO tourne autour de leur inter- 
section commune MN, et qu’il vient coïncider avec le plan horizontal. Il 
est clair, eu supposant que les figures MNTU, MN’OP, MN'SV, MNRQ, 
soient quatre rectangles égaux, qu’après le mouvement, la partie supé- 
rieure MNRQ du plan vertical se trouvera confondue avec le rectangle 
MN'SV, et la partie inférieure MNOP, du meme plan vertical, avec le rec- 
taugle MNTU. - |r 


(*) Ce nom vient de ce que , dans les applications où l’on prend le sol pour plan hori- 
tontal , l'intersection des deux plans de projection représente le terrain sur le plan vertical. 

(**) Lorsqu’on connaît l’emploi des projections orthogonales , on connaît aussi celui des 
projections obliques. On verra, n" 6i3 et 6> 4 , on exemple de l’emploi de ces dernières. 

I . 


s 
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Construisons sur un plan le rectangle vuts égal à VUTS, et menons la 

droite mn de manière que les parallélogrammes mntu , mnsv , soient égaux 
entre eux. On pourra remplacer par la figure vuts , le système des deux 
plans de projection VUTS, PQRO (supposé réduit au seul plan PQRO, 
par le rabattement du plan vertical sur le plan horizontal), pourvu que 
l'on conçoive perpétuellement, que l’un des deux plans de projection soit 
relevé perpendiculairement au plan vuts , au-dessus de la ligne de terre nui. 
Ainsi , quand on considérera le rectangle mntu comme un rectangle hori- 
zontal, on concevra le rectangle mnsv comme relevé perpendiculairement 
à la figure autour de la droite mn ; et quand on considérera le rectangle 
mnsv comme vertical , c’est le rectangle mntu au contraire qui sera à son 
tour conçu comme relevé sur mn perpendiculairement au plan de la figure. 

De plus, le plan unique vuts pourra remplir le même objet que les 
plans séparés VUTS, PQRO; car la ligue de terre mn réunira sur le plan 
vuts la projection horizontale et la projection verticale, tout aussi bien 
que si elles étaient dans des plans rectangulaires menés par cette ligne ; et 
l’avantage de n’avoir qu’un plan rendra toutes les opérations faciles. 

Montrons maintenant, comment on représentera sur ce plau, un point, 
une courbe et une droite. 

1 1 . Soit A un point quelconque situé entre les plans de projection 
MNTU , MNRQ, et concevons que l’on almi»gé du eu point les ligues 
projetantes A a, A A, qui déterminent la projection horizontale a du point 
A et sa projection verticale A. Il est clair que ces deux projections défi- 
niront la position du point A : en effet, la première exprimera qu’il est sur 
la verticale oA , la seconde sur l'horizontale AA ; d’où l’on voit qu’il sera 
nécessairement la commune intersection de «A et AA. 

Cela posé, rabattons le plan MNRQ en MNSV ; le point A viendra s’a- 
battre en a\ et les deux points a et a' définiront la position du point A ; 
car, connaissant la ligue de terre MN, il ne s'agira que de relever le plan 
MNSV en MNRQ, pour ramener le point a' en A, et trouver conséquem- 
ment la position du point A. 

Nous devons conclure de là , que lorsqu’on connaît la projection hori- 
zontale a d’un point A , et le rabattement a' de sa projection verti- 
cale A , rabattement que l’ou nomme aussi la projection verticale du point 
A, on connaît la position de ce point par rapport aux plans de projection. 

12. Et comme le plan des deux lignes projetantes A a, AA, est perpen- 
diculaire aux deux plans de projection , et par conséquent à leur intersec- 
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tion commune , il coupe nécessairement ces plans , suivant deux droites ah , 
bh , perpendiculaires en un même point h de la ligne de terre MN. Or, 
lorsqu’on rabat le plan MNRQ en MNSV , la ligne bh vient en a! h ; l'angle 
bhtil ne varie pas dans le mouvement; donc les angles a'h M, n/(M , sont 
droits ; donc la ligne aha! est une ligne droite : donc enfin , après la réu- 
nion des deux plans de projection en un seul plan , la droite ad qui joint 
les deux projections a et a' d’un môme point , est perpendiculaire à la ligne 
de terre MN. 

1 3 . Les lignes dh , bh, étant égales entre elles et égales à la hauteur 
A a du point A au-dessus du plan horizontal, on peut remarquer que les 
projections a et a' donnent d’une manière fort simple la position du point 
A auquel elles appartiennent. En effet, la projection horizontale a dé- 
termine la verticale a\ qui contient ce point; et la projection verticale 
d , par sa distance dh, à la ligne de terre, indique à quelle hauteur, au- 
dessus du plan horizontal, est situé le point A sur la verticale a\. 

14. D’après ce qui précède , si l’on mène sur le plan i mis une ligne quel- 
conque PP' , perpendiculaire à mn , et qu’on prenne sur cette ligne un 
point P que l’on concevra sur le plan horizontal, et un point P' que l’on 
concevra sur le point vertical , ces deux points représenteront un point de 
l’espace dont ils seront les projections , et qui sera situé dans la verticale 
passant par le point P , à une hauteur au-dessus du plan horizontal égale 
h p?'. 

1 5 . Un point étant, comme on le voit, rigoureusement représenté par 
scs deux projections, il est naturel , pour le désigner , de les nommer l’une 
et l’autre. Nous indiquerons en conséquence par (P_, P') le point dont P 
et P' sont les projections, et nous mettrons toujours entre parenthèses la 
projection horizontale P la première. 

Lorsqu’un point P sera situé dans l’un des plans de projection , il sera 
lui-mcme sa projection sur ce plan ; il aura sa deuxième projection p 
sur la ligue de terre , et nous l’appellerons simplement le point P. Cepen- 
dant, lorsque la clarté du discours l’exigera, nous le désignerons comme 
à l’ordinaire au moyen de ses deux projections. 

16. Sachant représenter un point, la manière de représenter une courlie 
ne donnera lieu à aucune difficulté ; car les deux projections de cette conrhe 
détermineront complètement sa forme et sa position. Pour le prouver, 
soit ABC la projection horizontale d’une courbe, et A'B'C' sa projection 
verticale rabattue sur le plan horizontal. Il est clair que si l’on mène per- 


Pl. r. 
Fi(r. 4 . 


Fi*. 5. 
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Fip 4 . 


Fig. U. 


pendiculairement à la ligne de terre une droite quelconque BB', elle 
déterminera en général sur les lignes ABC , A'B'C', deux points 
B et B' , qui seront les deux projections d’un point ( B , B' ) de la 
courbe en question. Or, on connaîtra la position de ce point dans l’es- 
pace , dès que la ligue BB' sera menée. Si donc ou fait varier la posi- 
tion de cette ligne , en la laissant toujours à angle droit sur nui , on 
connaîtra successivement les positions de tous les points de la courbe ; 
donc la forme et la position de cette courbe sont exactement décrites par 
les projections ABC, A'B'C'. 

17. Si l’on veut se figurer aisément la situation de cette même courbe, 
on imaginera par les différens points de la ligne ABC , des perpendicu- 
laires au plau horizontal ; ces perpendiculaires formeront une première 
surface projetante facile à concevoir : on imaginera pareillement une se- 
conde surface projetante menée par la ligne A'B'C' ; on concevra que le 
plan vertical soit relevé perpendiculairement au plan horizontal autour de 
la ligne de terre , et les deux surfaces projetantes devant se couper suivant 
la courbe dont il s’agit , on aura , par l’idée des formes de ces surfaces , celle 
de la situation de cette courbe.] 

18. Pour désigner une ligne courbe, nous écrirons ses projections , en 
commençant par lu projection horizontale, entre les branches d’une païen- 
thèse : ainsi celle dont nous venons «lu uous.Qpçupçr Rappellera la courbe 
(ABC, A'B'C ). 

Lorsqu’une courbe sera dans l’un des plans de projection , elle sera 
elle-même sa projection sur ce plan, elle aura pour seconde projection la 
ligne de terre, et nous nous contenterons ordinairement pour la désigner 
de la nommer elle-même. 

19. Supposons maintenant qu’il s'agisse. de représenter une droite quel- 
conque CD, située comme on voudra par rapport aux plans de projection. 
On mènera pour cela par cette droite deux plans CDdc , CD/é, respecti- 
vement perpendiculaires aux plans MATU , MNRQ; ils détermineront sur 
ces plans les deux projections ccl, ef, et lorsqu’on rabattra le plan vertical 
sur le plan horizontal, la dernière ef, viendra s'abattre en c'iï . Or les 
deux projections cd, c'd , détermineront la droite CD; car si l’on élève 
par la première un plan projetant vertical cCDd , et qu'ayant ramené la 
seconde en ef, on mène par cette droite ef le plan projetant eCD/j l’in- 
tersection de ces deux plans sera la droite CD. 

Il suit de là, que si l’on trace sur un plan xjrzw , une droite nui ; que 
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l’on prenne cette droite pour intersection d’un second plan perpendicu- pi. 
laire au premier; que l’on trace deux droites PQ, P / Q', sur le plan xjrzw-, Fi s- fi - 
que l’on suppose la première sur le plan même de la ligure, et que l’on . 
imagine que la seconde soit sur le rabatlemeet du plan perpendiculaire , 
les lignes PQ, FQ', représenteront une droite dont la position sera connue 
par rapport au plan xjrzw. 

Si l’on veut avoir un point de cette ligne , on mènera une droite quel- 
conque PF perpendiculaire à la ligne de terre; elle coupera les projec- 
tions PQ , P'Q' , en deux points P et F , qui détermineront un point (P, P'), 
situé dans la verticale menée par le point P , à une hauteur />P' au-dessus 
du plan horizontal , et ce point sera sur la droite en question. 

20. En déterminant ainsi plusieurs points de cette droite, on se ferait 

l’idée de sa position ; mais il est évident que le moyen le plus simple et le 
plus naturel qu’il convienne d’employer pour se la figurer dans l’espace , 
c’est de concevoir les deux plans projetans dont elle est l’intersection et 
qui correspondent à ses projections. " 

21. Nous emploierons, pour désigner une lignenroite , la même nota- 
tion que nous employons pour désigner les points et les lignes courbes. 

Ainsi PQ et FQ' étant les projections de cette droite , nous l’appellerons la 
droite (PQ, P'Q')- Nous aurons soin d’écrire toujours la projection hori- 
zontale PQ la première entre parenthèses. 

Lorsqu’une droite sera située dans l’un des plans de projection, elle aura 
la ligne de terre pour seconde projection , et nous l’indiquerons tout sim- 
plement en la nommant elle-même. 

22. Connaissant la manière de représenter un point et celle de représen- 
ter une droite , il s’ensuit plusieurs moyens de définir la position d’un plan ; 
car on peut se le donner par le système de trois points, par une droite 
et un point , ou par le système de deux droites. Mais aucun de ces 
moyens, considérés dans cet état de généralité, ne convient pour re- 
présenter un plan. Le système de trois points est compliqué et ne donne 
pas immédiatement l’idée du plan que ces points déterminent. Le système 
d’une droite et d’un point a les mêmes ineonvéniens. Quant au système 
de deux droites , il est en général encore plus compliqué que les précédens, 
puisque la représentation de ces droites exige ordinairement l’emploi de 
quatre projections ; mais , en le simplifiant , il devient le plus commode 
et le plus naturel qu’on puisse imaginer. 

En effet, on peut prendre pour les deux droites qui déterminent un 
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plan , celles AB , BC , suivant lesquelles il coupe les deux plans de projec- 
tion. Alors ces deux droites suffisent à leur propre représentation, et en 
concevant le plan vertical relevé au-dessus de mn , elles donnent immé- 
diatement l’idée du plan auquel elles appartiennent. 

25 . Les intersections AB, BC, d'un plan avec les plans de projection, 
sont appelées ses traces. 

a 4 - En général, toute intersection d’une ligne ou d’une surface avec les 
plans de projection , prend le nom de trace. Les traces qui sont situées sur 
le plan horizontal s’appellent des traces horizontales ; et celles qui sont si- 
tuées sur le plan vertical , s’appellent des traces verticales. 

11 est évident que toutes les traces horizontales possibles se projettent 
sur le plan vertical suivant la ligne de terre. De même , toutes lés traces 
verticales ont la ligne de terre pour projection horizontale. 

a 5 . D’après cela , une droite AB étant l’intersection d’un plan donné 
avec le plan horizontal de projection , cette droite est ce qu’on appelle 
la trace horizontale du plan donné ; elle est elle-même sa projection 
horizontale , et elle Retour projection verticale la ligne de terre mn. De 
même , l'intersection BC du plan donné et du plan vertical est ce qu’on 
nomme la trace verticale du plan donné. Cette trace est elle-même sa 
projection verticale , et la ligne de terre mn est sa projection horizontale. 

a6. Comme on l’a déjà dit, les Jeux tr «* >e Afty BG , d'un plan quel- 
conque , le déterminent complètement ; et il est clair qu’elles se coupent 
en nn même point B de la ligne de terre. 

37. Quaud nous voudrons désigner un plan , nous le nommerons , au 
moyen de ses traces écrites entre parenthèses, la trace horizontale la pre- 
mière. Ainsi , le plan dont on vient de s’occuper , s’appellera le plan 
(AB, BC). 

Lorsqu’un plan sera perpendiculaire à l’un des plans de projection, sa 
trace sur ce plan suffira pour le déterminer, et nous la nommerons souvent 
seule quand il faudra le désigner. D’après cela , le plan projetant vertical 
de la droite (FQ, P'Q') , s’appellera simplement le plan PQ; et le plan 
projetant perpendiculaire au plan vertical, et appartenant à la même 
droite, s’appellera le plan P'Q'. 

38. Concluons donc de ce qui précède, qu’au moyen d’une surface 
plane sur laquelle on trace une droite, que l’on conçoit être la charnière 
d’un plan perpendiculaire à cette surface et rabattu sur elle , on représente 
rigoureusement, et d’une manière très simple , un point , une droite [pourvu 
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qu’elle ne soit pas perpendiculaire à la ligne de terre (54)]» une courbe et 
un plan quelconques (*). 

29 . En général , les projections horizontales se font sur la partie anté- 
rieure MNTU ou mntu du plan horizontal , et les projections vertical) s 
sur la partie supérieure MNRQ du plan vertical , laquelle est rabattue sur 
le plan horizontal en MNSV ou mnsv. 

Mais cela suppose que les grandeurs que l’on représente soient dans 
l’angle UMQRNT des deux plans de projection , et c’est ce qui n’est pas 
toujours possible : car les données d’une question , les grandeurs qui la 
résolvent et celles qui concourent à sa résolution , par leur nature ou par 
le choix des plans de projection , peuvent pénétrer dans les quatre angles 
de ces plans. Alors on est obligé d’employer avec les parties antérieure et 
supérieure de ces mêmes glatis, la partie postérieure MISS Y du plan hori- 
zontal et la partie inférieure MiNOP du plan vertical. 

5o. Cela exige qu’on ait toujours dans la pensée l’idée bien nette des 
positions des quatre parties MA TU , MNRQ, MNSV, MiNOP, des deux 
plans de projection , par rapport à la feuille de dessin dont on se sert. Or, 
la partie MNTU, que nous nommons la partie antérieure du plan hori- 
zontal , est toujours en mntu, en-deçà de la ligne de terre, vers le dessi- 
nateur. La partie supérieure MNRQ du plan vertical , est toujours en mnsv 
au-delà de la ligue de terre. La partie postérieure MNSV du plan horizon- 
tal coïncide en mnsv avec la partie supérieure du plan vertical; toutefois 
on l’imagine au-dessous de cette dernière, parce qu’en se rabattant autour 
de MN, la ligure MNRQ s’applique nécessairement sur le dessus de MNSV. 
Enliu , la partie inférieure MNOP du plan vertical coïncide en mntu avec 
la partie antérieure du plan horizontal ; mais on la conçoit au-dessous de 
cette dernière, parce qu’elle a du venir s’appliquer en dessous de MNTU, 
par son mouvement autour de MN. 

Il peut sembler indifférent que deux plansquise confondent soienteensés 
avoir leurs parties au-dessus ou au-dessous les unes des autres ; mais à 
mesure que nous avancerons , on verra que la manière de les imaginer 
réunis qui vient d’être indiquée, conduit à des distinctions de parties vues 
et de parties cachées, qui sont d’une grande utilité pour l’intelligence des 
projections (5o — 56). Au reste, cette manière de concevoir la réunion des 


(*) Il y aurait exception si le plan i représenter passait par la ligne de terre, et si la 
courbe à représenter était dans nn plan perpendiculaire à cette ligne. » 


ri. 1 . 
tir- 4 
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plans de projection, comme si ces plans étaient des lames solides infi- 
niment minces, qui se fussent appliquées l’une sur l’autre par la rota- 
tion de l’une sur une charnière qui leur serait commune, est tout-n-fait 
naturelle. 

Si. Jusqu'ici nous avons figuré les plans de projectiou borués à des 
pi. contours VUTS, PQRO, vu/s , ,r;-siv,etc. ; nous devons prévenir que c’est 
4. uniquement pour pouvoir les nommer et les dessiner. 1/idcc qu’on doit 
' r ' ’ attacher à ces plans, c’est qu’ils sont indéfinis. 

Iif. c On doit imaginer de même que les projections PQ, P'Q', d’une droite, 
et les traces AB , BC , d’un plan, de quelque manière quelles soient placées 
sur les plans de projection, soient indéfiniment prolongées par leurs deux 
extrémités. En général, toutes les grandeurs que l’on considère dans la 
Géométrie descriptive sont conçues indéfinies, et c’est un caractère qui 
distingue les conceptions de cette science, de celles de la Géométrie élé- 
mentaire, dans laquelle on n’examine ordinairement que les propriétés de 
parties finies de l’étendue. 

5a. Ge serait ici le lieu de parler de la représentation des surfaces courbes; 
niais nous sommes encore trop pen familiarisés avec le mécanisme des pro- 
jections pour entamer cet objet : il sera traité livre II. 

Avant de passer à la résolution de quelques problèmes importans , qui 
vont foire la matière du second chapitre des p ré l iwwMÔrga, occupons-nous 
delà représentation d’une droite et d’un plan dans leurs positions les plus 
remarquables. 

33. S’il s’agit d’une droite, elle pourra être perpendiculaire au plan 
'horizontal , perpendiculaire au plan vertical , parallèle à ce plan , parallèle 
au plan horizontal , perpendiculaire à la ligne de terre, ou parallèle à celle 
ligne. 

Si elle est perpendiculaire au plan horizontal , elle se projettera sur ce 
r:. ». plan suivant un point A , et sur le plan vertical suivant une droite A'A", 
1 '*• '• perpendiculaire à la ligne de terre MN. Si elle est perpendiculaire au plan 
vertical, sa projection verticale sera un point P', et sa projection hori- 
zontale une droite PP', pei*pendicalaire à MN. On nommera la première 
(A, A'A"), et la seconde (PP', P"). 

Si elle est parallèle à l’un des plans de projection , elle se projettera sur 
r. B •> l’autre suivant une parallèle à la ligne de terre : ainsi, la droite (AB, A'B'), 
telle que la projection horizontale AB soit parallèle à MN , est parallèle au 
plan vertical. 
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La droite (CD , CD 7 ), telle que la projection verticale C'D' soit parallèle 1,1 >■ 
à MN , est uue droite parallèle au plan horizontal. 

Nous ferons observer que l’angle de la droite (AB, A'B') ou (cD, C'D') , Fis- » 
avec le plan de projection auquel elle n’est pas parallèle, se mesure, par " 
l’angle de la ligne de terre avec la projection correspondante A'B' ou CD. 

Ainsi , la première de ces droites ferait un angle de 45 degrés avec le plan 
horizontal, et la seconde avec le plan vertical, si les angles de A'B' et MN, 

CD et MN étaient de 45 degrés. - 

34 . Quant à la droite perpendiculaire en un point R de la ligne de K's- !• 
terre, il est clair quelle aura ses projections PR, RQ, perpendiculaires 

à MN, et dans le prolongement l’une de l’autre; car les plans projetans 
PR, RQ, la contiendront nécessairement: mais comme ces plans se con- 
fondent leur intersection est indéterminée, ainsi que la droite dont il s’agit. 

Et cela doit être, puisque rien jusqu’ici ne distingue cette droite de toute 
autre, qui serait perpendiculaire au même point R de MN. 

Si donc on veut représenter une droite perpendiculaire en R à la ligue 
de terre, il faudra recourir à un autre système de plans de projection ; et , 
parmi une infinité d’autres qne l’on pourrait choisir , il sera tout naturel 
de conserver le plan horizontal, et de remplacer le plan vertical MN par 
le plan vertical PR. Lorsqu’on rabattra ce dernier plan en PRMT , la 
droite en question viendra prendre une position RT, telle que l’angle PRT 
soit égal à celui quelle forme avec le plan horizontal , et cette droite , 

(PR, RT) , sera entièrement déterminée. 

On remarquera en passant, que le système de plans de projection qui 
se croisent & angle droit suivant MN est également iusuflisant pour la 
représentation de toute autre droite , située dans le plan PQ perpendicu- 
laire à MN; et qu’on supplée de même tout simplement à cet inconvé- 
nient par le moyen d’un sécoud plan vertical, tel que PR. 

35. Enfin, si une droite (AB, A'B'), est à la fois parallèle aux deux p, g . s. 
plans de projection , elle se projettera sur chacun d’eux suivant des pa- 
rallèles AB , A'B' , à la ligne de terre. 

36. Considérons maintenant un plan : il pourra être perpendiculaire 
ou parallèle à l’un des plans de projection , perpendiculaire à la fois à ces 
deux plans , c’est-à-dire perpendiculaire à la ligne de terre , ou parallèle à 
cette ligne. 

S’il est perpendiculaire au plan horizontal , il coupera le plan vertical 
suivant une perpendiculaire à la ligne de terre; ainsi, sa trace verticale 
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BC sera perpendiculaire à MN. Il est clair que sa trace horizontale AB fera 
avec la ligne de terre un angle ABN, qui sera celui du plan (AB , BC) avec 
le plan vertical. • 

De même, un plan (AB, BC), perpendiculaire au plan vertical, aura 
sa trace AB perpendiculaire à MN, et fera avec le plan horizontal un 
angle NBC. 

Si le plan est parallèle à l'un des plans de projection , il ne le coupera 
pas, et il aura pour trace sur l’autre plan de projection une droite paral- 
lèle à la ligne de terre. Ainsi , AB et MN étant des droites parallèles situées 
dans le plan horizontal, le plan AB sera un plan perpendiculaire au plan 
horizontal, et parallèle au plan vertical MN. 

De meme, PQ étant une parallèle à MN , tracée sur le plan vertical, le 
plan PQ sera un plan perpendiculaire au plan vertical et parallèle au plan 
horizontal. 

S’il s’agit d’un plan à la fois perpendiculaire aux deux plans de projec- 
tion, c'est-à-dire perpendiculaire à la ligne de terre, sa trace horizontale 
et sa trace verticale se confondront en une même ligne PQ perpendicu- 
laire à MN. 

Enfin, un plan parallèle à la ligne de terre aura ses traces AB, A’B', 
parallèles à MN. 




CHAPITRE II. 

Résolution des principaux problèmes que l'on peut proposer 
sur le point, la ligne droite et le plan, considérés par rapport 
aux plans de projection . Conventions sur la manière de mettre 
au trait les lignes des épures, selon leur objet. 

57. Sachant représenter un point, une droite, et un plan quelconques, les 
premières questions qui se présentent à l’esprit , sont celles qui ont pour 
objet la construction des points, des lignes, et des angles, que les grandeurs 
décrites déterminent avec les plans de projection qui servent à les décrire. 
D’après cela, nous allons procéder à l’examen et à la résolution de ces 
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questions , en nous occupant d'abord du point , ensuite de la ligne droite', 
et enfin du plan. 

Soit MM la ligne de terre de deux plans rectangulaires de projection. La 
partie antérieure du plan horizontal sera en-deçà de MN, et la partie supé- 
rieure du plan vertical sera au-delà. Les parties postérieure du plan hori- 
zontal, et inférieure du plan vertical, seront d'ailleurs placées comme on 
l’a précédemment indiqué (3o). 

38. Cela posé, considérons un point (P, P') rapporté à q^s deux plans 
par les projections P et P". Ce point sera situé dans la verticale qui passe 
par la projection horizontale P, à une hauteur au-dessus du plan horizontal 
égale à pY 1 (i4)» ou, ce qui revient au même, il sera dans l’horizontale qui 
passe par le point P', en-deçà du plan vertical de la longueur pY. C’est-à-dire 
que ce point sera dans le plan (Pp, pY ') , en avant du plan vertical de la 
longueur pP, et au-dessus du plan horizontal de la longueur pP'. 

Si le point donné avait sa projection horizontale en Q, sur la partie an- 
térieure du plan horizontal, et sa projection verticale en Q', sur la partie 
inférieure du plan vertical , il serait en avant du pian vertical de la lon- 
gueur qQ, et au-dessous du plan horizontal de la longueur qQ 1 . 

S’il avait sa projection horizontale en R, sur la partie postérieure du plan 
horizontal , et sa projection verticale en R' , il serait en arrière du plan verti- 
cal de la longueur HR, et au-dessus du plan horizontal de la grandeur rR'. 

Enfin, si le point donné avait sa projection horizontale en S, sur la 
partie postérieure du plan horizontal , et sa projection verticale en S', sur 
la partie inférieure du plan vertical , il serait en arrière du plan vertical de 
la longueur fS , et au-dessous du plan horizontal de la hauteur s8'. 

Quelle que soit donc la disposition des deux projections d’un point (P, P'), 
sur une ligne PP' perpendiculaire à la ligne de terre, il suffira qu’on sache 
que le point P est la projection horizontale, et le point P' la projection 
Verticale , pour qu’on connaisse la situation de ce point dans l’un des quatre 
angles des deux plans de projection. Dans tous les cas, la distance de ce 
point au plan horizontal est la perpendiculaire pY', abaissée de la projec- 
tion verticale P* sur la ligne de terre MN’ ; et sa distance au plan vertical 
est la perpendiculaire pY, abaissée de sa projection horizontale P sur la 
même ligne MN. 

3g. Or , il n’y a pas d’autre question remarquable à proposer entre un 
point (P, P') et les plans de projection, que celles que l’on vient de ré- 
soudre , et qui consistent à trouver ses distances à ces plans et sa position 


Pi 3. 
Fig- 


Digitized by Google 



•* 


LIVRE I. PRÉLIMINAIRES. 


entre eux. Considérons donc maintenant une ligne droite située comme on 
voudra par rapport aux plans de projection. Il y aura trois questions prin- 
cipales à résoudre sur cette droite : i°. trouver les points où elle perce les 
deux plans de projection, c’est-à-dire ses traces horizontale et verticale; 
a“. trouver ses angles avec ces plans ; 3°. enlin, trouver Ui distance, me- 
surée sur elle-même , d’une de ses traces à l autre. 

Fi*, ■>. 4°- Pour résoudre la première, prenons une droite quelconque (PQ,FQ'), 

et cherchons d’abord sa trace horizontale. 

D’après ce qu’on a vu précédemment (24), les traces horizontales se 
projettent verticalement sur la ligne de terre; donc le point où la droite 
(PQ, P'Q') perce le plan horizontal , a sa projection verticale sur MA. Mais 
cette projection est aussi sur P'Q'; donc elle est à l’intersection A' de la 
projection verticale de la droite donnée et de MA. On sait aussi que les deux 
projections d’un point sont sur une même droite perpendiculaire à La ligne 
de terre ( 12 ); donc si l’on élève par le point A' la droite A'A , à angle 
droit sur MA, elle contiendra la projection horizontale de la trace hori- 
zontale cherchée, c'est-à-dire cétte trace elle-même. Et comme cette pro- 
jection doit se trouver sur AB, elle sera uécessai rement eu A , et la trace 
cherchée sera le point (A, A'), ou pour le nommer plus simplement, le 
point A. 

Ce point divise la droite donnée en detrrp^rtie» 1 l’une, dont les points 
se projettent verticalement sur A'Q' au-dessus de la ligne de terre , est évi- 
demment située au-dessus du plan horizontal; et l'autre, dont les points 
se projettent verticalement sur A’D, au-dessous de MA , est évidemment 
au-dessous du plan horizontal. 

Pour avoir l’intersection de la droite donnée et du plan vertical , on pro- 
longera jusqu'à la ligue de terre la projection horizontale PQ de cette droite; 
par le point B où PQ et MN se rencontreront, on élèvera une droite BB' 
perpendiculaire à MN ; elle coupera en B' la projection P'Q', et le point 
(B, B') de (PQ, P'Q'), sera le point cherché : car sa projection horizontale 
B étant sur la ligne de terre, il sera nécessairement dans le plan vertical. 

Si , au lieu de la droite que l’on vient de prendre pour exemple , on 
Fig. 3 . se donnait la droite (AB» A'B') ; il est évident quelle percerait le plan ho- 
rizontal en (m, ni') , c'est-à-dire sur la partie postérieure de ce plan , et le 
plan vertical en (A, A').- 

4i. Nous ferons observer en passant que les constructions que l’on 
vient d'indiquer pour avoir la trace verticale d'une droite, sont absolument 
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analogues à celles qu’il faut faire pour avoir sa trace horizontale. Cela doit 
être ainsi, car les deux plans de projection étant établis de la même ma- 
nière sur le dessin, et la droite donnée étant projetée aussi de la même 
manière sur chacun de ces plans , il ri y a pas de raison pour que les opé- 
rations à foire pour avoir la trace horizontale, diffèrent de celles qu’il fout 
foire pour avoir la trace verticale. 

Cette similitude de constructions est remarquable , et il est évident 
qu’elle doit se trouver toutes les fois que les données d’une question sont 
exprimées de la même manière sur les deux plans de projection. Le pro- 
blème qui suit va en donner un second exemple. 

4a. On demande les angles d'une droite donnée (AB, A'B'), m>ec les 
plans de projection. Occupons-nous d'abord de l'angle de cette droite avec 
le plan horizontal. On remarquera que cet angle est celui de la droite elle- 
même avec sa projection AB; d’où il suit que si l’on fait tourner autour 
de AB le plan projetant de la droite donnée , lequel est perpendiculaire au 
plan horizontal , pour l’abattre sur ce dernier plan , le rabattement de la 
droite (AB, A'B') fera l’angle cherché avec la ligne AB. D’après cela, il 
ne s’agit plus que d’obtenir ce rabattement. Or, comme c’est une ligne 
droite, il suffira d’avoir deux points de cette droite pour pouvoir le con- 
struire. Cherchons donc le rabattement des deux points quelconques (B, B') 
et (D, D') de (AB, A'B'). Il est clair que dans le mouvement que prendra 
le plan projetant pour se rabattre, le point (B, B') décrira un cercle 
vertical dont le centre sera en B, dont le plan iB sera perpendiculaire à la 
charnière AB , et dont le rayon sera la hauteur b 1 B' du point générateur 
(B, B') au-dessus du plan horizontal ; donc ce point viendra s’abattre en b 
sur la ligne £B , à une distance de AB égale à i'B'. On construira pareil- 
lement le rabattement de (D, D'); pour cela , on portera d'YY de D en d 
sur la droite D d, perpendiculaire à AD, et le point d sera ce rabattement. 
Menant donc par les points b et d une droite indéfinie, l’angle bmïi , qu’elle 
formera avec la droite AB , sera l’angle cherché. 

On obtiendra, par des opérations analogues, faites sur la projection 
A'B', l’angle de la même droite (AB, A'B') avec le plan vertical. 

43. S’il s’agit d’avoir la longueur de la portion de (AB, A'B 1 ) qui est 
comprise entre les plans de projection , il faudra d’abord chercher les 
points où cette droite et ces plans se rencontrent , et l’on n’aura plus à 
construire que la longueur de la droite qui joindra ces points. Or, cette 
question peut être généralisée et posée ainsi : Trouver la longueur d’une 
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portion de droite comprise entre deux points connus. Supposons que cette 
portion de droite soit celle qui se termine aux deux points quelconques 
(B, B') et (D, D') de (AB, A'B'), il est clair qu’en construisant par le pro- 
cédé du numéro précédent le rabattement bd, la partie de ce rabattement 
comprise entre les points b et d sera la longueur cherchée. 

44. Mais on peut arriver à la solution de cette question par des moyens 
plus directs. Eu effet, la longueur demandée (BD, B'D') est l’hypoténuse 
d’un triangle rectangle dont un côté est horizontal et l’autre vertical ; or, 
le premier côté est égal à la projection BD de la portion de droite en ques- 
tion, et le second est la différence oB' des verticales b' B' et d! D' qui cor- 
respondent aux extrémités de (BD , B'D') : donc si l’on mène l’horizontale 
oD , et qu’on porte BD de o en n, puis qu’on joigne B' et n, B'n sera la 
longueur demandée. 

45 . Nous ferons remarquer que l’angle R' no du triangle rectangle B 'no, 
est l’angle de la droite (BD, B'D') avec le plan horizontal; d’où l’on voit 
que, soit que l'on opère par le moyen du rabattement bd ou par le moyen 
du triangle rcctaugle B 'no, on obtient toujours à la fois la longueur d’une 
portion de la droite que l’on considère, et l’angle de cette droite avec le 
plan horizontal. 

Si l’on avait opère sur 1 a portion de droite (A m, Mm!), on aurait trouvé 
pour l’hypoténuse d'un triangle analogue à VftO,' une ligne égale à la gran- 
deur nm de la partie de (AB, A'B') comprise entre les plans de projection; 
car les extrémités (A, A') et (m, m') de (A ni, S! ni), sont évidemment les 
traces de la droite (AB, A'B'). 

Ce qui précède montre que les questions que l’on peut proposer entre le 
point et la ligne droite , considérés par rapport aux plans de projection , se 
résolvent avec beaucoup de facilité. On va voir que les solutions de celles 
qui sont relatives au plan , se construisent aussi très facilement. 

46. Parmi ces questions t la plus remarquable est celle-ci : Un plan étant 
ilonne ' , trouver ses angles avec les plans de projection. Soit (AB, BC) le 
plan donné , et proposons-nous d’obtenir l’angle qu’il forme avec le plan 
vertical. Ces deux plans se coupent suivaut la ligne BC, et nous savons que 
si l’on mène par un point quelconque C de cette ligne , uu plan auxiliaire 
qui lui soit perpendiculaire , il coupera les deux plans dont elle est l’inter- 
section , suivant deux droites qui feront entre elles l’angle cherché. Exécu- 
tons ces constructions. Le plan auxiliaire étant perpendiculaire à la ligne 
BC, il aura pour trace verticale la droite DC perpendiculaire a cette ligne. •> 
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De plus , ce plan sera perpendiculaire au plan vertical , donc sa trace hori- Pi. 3 . 
zontale sera la droite DA perpendiculaire à DR. Or, le plan (AD, DC) r ' ! ' - * 
contient l’angle cherché , et cet angle est celui de la droite DC avec la 
droite qui joindrait les demi points (A, D), (F, C); car c’est évidemment 
suivant cette dernière droite que le plan (AD , DC) coupe le plan donné. 
Rabattons donc le plan auxiliaire (AD, DC) sur le plan horizontal, en le 
faisant tourner autour de sa trace AD; il est évident que la droite DC ne 
sortira pas du plan vertical , puisque la charnière AD est perpendiculaire;! 
ce plan; donc elle aura son rabattement sur DR; donc si l’on porte DC 
de D en E, et que fon mène AE, le triangle ADE sera le rabattement 
de celui dont les sommets sont A, D et C, et l’angle DEA sera l’angle 
cherché. 

On construira par les mêmes moyens l’angle du plan donné avec le plan 
horizontal. 

47 . On peut encore se proposer cette question entre un plan’(AR, RC) et 
les plans de projection : c’est de construire l’angle que font entre elles les 
traces AB, BC, de ce plan. Il est visible qu’il suffira, pour la résoudre, de 
rabattre le plan (AB, BC) sur l’un des plans de projection , en le faisant 
tourner autour de sa trace sur ce plan , et que l’angle de cette trace avec 
le rabattement de l’autre trace, sera l’angle cherché. Nous laisserons aux 
commençans le soin de faire les constructions. 

48 . Les solutions de ces premiers problèmes étant bien entendues, les 
questions qui peuvent être proposées entre les points, les droites et les 
plans , ne présenteront aucune difficulté. Le paragraphe suivant est consacré 
à celles de ces questions qui sont les plus intéressantes; mais avant de nous 
en occuper, il convient d’exposer sur le tracé des lignes dans les dessins , 
des conventions générales qui seront constamment observées par la suite. 

49- Dans la Géométrie descriptive, toutes les ligures où l’on emploie 
deux on un plus grand nombre de plans de projection , s’appellent des 
Épures. 

5o. Les lignes qui les forment sont ordinairement très nombreuses, et il 
est souvent difficile de reconnaître ce qu’elles indiquent , quoique les di- 
verses manières de les mettre au trait (voyez fîg. 5, pi. 3) soient affectées 
chacune à un objet particulier. 

Pour arriver aux conventions à faire sur la mise au trait des lignes , nous 
nous rappellerons qu’une projection n’est autre chose qu’une image, une 
vue, ou plus rigoureusement, une perspective (voyez l’Introduction), dont 
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le point de vue est à l'infini, sur une perpendiculaire au plan de projection. 
11 suit de là, premièrement , qu’il y a un point de vue particulier pour 
chaque projection , considérée comme une image ou une perspective des 
grandeurs qu’elle représente ; secondement , que le point de vue de la pro- 
jection horizontale est à l’infini au-dessus du plan horizontal, et que les 
rayons visuels qui correspondent à ce point sont verticaux ; troisièmement , 
que le point de vue de la projection verticale est à l'infini eu avant du plan 
vertical , et que les rayons visuels corrcspondans sont horizontaux et per- 
pendiculaires au plan vertical (*). 

5i. Cela posé , lorsqu’un système de grandeurs est représenté au moyen 
de deux projcctious , ces grandeurs ont sur chaque projection des parties 
vues et des parties cachées. S’il s’agit , par exemple , d’un plan et d’une 
droite, la droite percera le plan en un point, et quelque projection que 
l'on considère, ce point la divisera en deux parties, l’une cachée par le 
plan, et l’autre vue. De plus, ce plan et cette droite auront des parties 
situées au-dessous du plan horizontal et derrière le plan vertical , et 
comme on suppose les plans de projection solides et opaques, ces parties 
seront aussi cachées. 

5a. Or, pour qu'une projection fasse image, il faut que les parties vues 
des grand cure qu’elle est destinée à représenter , soient indiquées par les 
lignes les plus apparentes, et les parties cachées, au contraire, par les 
lignes qui s’aperçoivent le moins. On doit donc consacrer les lignes pleines, 
pi. î. comme AB, aux premières, et les lignes ponctuées , comme CD, aux 
fiç. 5. dernières. 

Ma is la détermination des parties vues et cachées des diverses lignes d’une 
épure est quelquefois une chose difficile. D’abord , chaque projection 
ayant son point de vue particulier, ce qtxî est vu sur l’une, souvent ne 
l’est pas sur l’autre; en sorte qu’il faut, pour déterminer ces parties, deux 
opérations séparées , l’une relative au plan horizontal , et l’autre relative 
au plan vertical. Ensuite , ces opérations exigent qu’on se rende parfaite- 
ment compte de la situation particulière des grandeurs , par rapport aux 

(*) On pourrait également «lire que lé point «le vue de la projection horizontale est h 
l'infini au-cU&sous du plan horizontal , et le point de vue de la projection verticale à l'infini 
derrière le plan vertical; mais comme on place les grandeurs qu'on représente, autant qu'il 
est possible , au-dessus du plan horizontal , et en avant du plan vertical ( 29 ), il est naturel 
de supposer les points de vue des deux projections, respectivement au-dessus et eu ayant 
des deux plaus de projection. 
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plans de projection, et les unes par rapport aux autres, ce qui demande 
toujours beaucoup de sagacité et d'attention. 

D’après cela, pour éviter des difficultés, et pour que le trop grand 
nombre de lignes pleines ne rende pas les épures confuses , il convient de 
borner l'emploi des lignes pleines et pouctuées à la représentation des gran- 
deurs importantes. 

55. Quant aux graudeurs qui servent aux constructions , il est bon de 
les représenter avec des lignes point idées , comme EF, parce que ces lignes 
sont peu apparentes et quelles n’apportent conséquemment que peu de 
confusion sur les dessins, et parce qu’elles sont faciles à faire, ce qui est 
d'autant plus avantageux quelles sont souvent très nombreuses. 

54* De ce que les graudeurs importantes ont des parties vues et cachées, 
il s'ensuit qu'on admet quelles existent; et comme les grandeurs qui ser- 
vent aux constructions se représentent sans distinguer les parties vues des 
parties cacbées , nous ferons la supposition très naturelle quelles n’existent 
pas physiquement dans l’espace , ou au moins quelles n’y ont que l'existence 
momentanée que le discours suppose. 

55. Quelquefois la supposition qu'une grandeur importante existe , et la 
nécessité qui s’ensuivrait de déterminer ses parties vues et cachées, conduirait 
h des recherches pénibles, qui uous écarteraient trop de notre sujet : dans 
ce cas , nous considérerons cette grandeur comme si elle n’était nécessaire 
que pour les constructions; mais au lieu de la représenter avec des lignes 
pointillécs, nous la représenterons avec des lignes composées de points et 
d’élémcns linéaires, comme GII, G’U', G”I I". Ces lignes recevront le nom 
de lignes mixtes. 

Nous les emploierons aussi pour indiquer les grandeurs qui présenteront 
quelque singularité remarquable, ou qui seront d'une importance moyenne, 
et qu’il faudra distinguer des constructions ordinaires. 

56. D’après cela , voici les conventions qui servirout pour la mise au 
trait des épures. 


1 " Convestiot. Les données, les résultats et les grandeurs importantes 
sont supposés exister dans T espace, et leurs parties vues et cachées seront 
en général indiquées ,’ les prcmicivs en lignes pleines , et les dernières en 
lignes ponctuées. 


a' Couvertion. Les autres grandeurs ne sont pas supposées exister dans 
l’espace , et on les indiquera ordinairement par des lignes pointillées. 

3.. 


PI. 3 . 
Fi*. 5. 
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3* Convention. Toutes les fois que , par une îles raisons exposées n • 55 , 
on s'écartera, pour une grandeur, des deux règles précédentes, on supposera 
que cette grandeur n’existe pas dans C espace , et on la représentera au 
moyen de lignes mixtes (*). 

Nous aurons soin d’exposer par la suite, après chaque problème, sous 
le titre d’ Exécution de l’épure , les particularités auxquelles pourra donner 
lieu le tracé des lignes et la déterminatiou de leurs parties vues et cachées. 

5 q. Pour qu’on se familiarise promptement avec les conventions précé- 
dentes, appliquons-les aux figures des planches 1 et 3 . Quanta la planche 2, 
il serait superflu de nous y arrêter. 

n. i. Les plans de projection étant sur les figures i , 2 , 3 , 5 et 6 de la planche i 
*’*■ 1 • des grandeurs de première importance, on a marqué leurs contours en 
lignes pleines , parce que ces contours sont vus. 

Fiji. f. Dans la figure 4 » même planche, les lignes PQ, QR, RO, OP, VU, UT, 
TS , SV, qui forment les contours des deux plans de projection PQRO , 
YUTS, ont été marquées en lignes pleines ou ponctuées , selon qu’elles se 
sont trouvées vues ou cachées. Les lignes CD, cd, c'd 1 , ef, dont il est prin- 
cipalement question dans le texte, étant vues, on les a indiquées en lignes 
pleines, et l’on a tracé, au moyen d'élémens linéaires, toutes les antres 
lignes de la même figure , parce qu’elles ont peu d’importance. 
i,g ;; 58 . Dans la figure 6, le plan (AB, UC) est percé par la droite (PQ,P'Q‘) 

eu un point (P, P') que nous saurons bientôt déterminer (68 et 69) : la 
partie (PR, P'R') de cette droite, considérée en projection horizontale, 
est sous le plan ( AU , BC), et elle est derrière ce plan, quand on la con- 
sidère en projection verticale ; cette partie n’est donc vue ni en projec- 
tion horizontale, ni en projection verticale, et c’est pourquoi les lignes 
PR , P'R', sont ponctuées. 

Les traces AE, CD, du plan (AB, BC), présentent aussi des parties 
ponctuées BD, BE, par la raison que ces parties ne sont pas vues. En 
effet , il est évident que la ligne BE est sur la partie postérieure du plan 
horizontal, c’est-à-dire sous le rabattement de la partie supérieure du plan 
vertical ( 5 o), et que la ligne BD est sur la partie inférieure de ce dernier 
plan , c’est-à-dire soits la partie antérieure du plan horizontal ; donc les 
lignes BD, BE, ne sont pas vues. 


(*) 0;s convention» supposent que l’on représente les surfaces avec des lignes; c’est ce 
qu’on fait effectivement, ainsi qu’on le verra livre II, chapitre I. 
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Suivant les conventions établies, la partie B m de la ligne de terre étant Pi. i. 
cachée par le plan (AB, BC), elle devrait être ponctuée; mais comme on c ' 
suppose perpétuellement, en considérant les plans de projection , qu’ils sont 
rectangulaires entre eux ( 10 ), la ligne de terre doit toujours être pleine, 
parce qu'elle représente sur chaque plan de projection l’autre plan de pro- 
jection. 

La droite (AB, A'B') (pl. 3, fig. a) n’étant vue que dans la partie com- pl 3 . 
prise entre les deux points (A, A') et (B, B'), puisque les autres parties de *' i B- ' 
cette droite sont situées au-dessous du plan horizontal, ou derrière le plan 
vertical , on a ponctué les parties de ses projections qui correspondent aux 
parties cachées, et l’on a mis en lignes pleines celles qui correspondent aux 
parties vues. 

De même, la droite (AB, A'B'), qui passe en (A, A') derrière le plan Fis. J- 
vertical, a sa partie (Am, A 'm') tracée en petits points. Dans la même 
ligure, bm est un résultat dont la partie vue sur le plan horizontal est 
pleine , et dont la partie cachée par le rabattement du plan vertical est 
ponctuée. 

Enfin, dans la figure 4> planche 3, l’angle demandé AED étant formé fi s . ;. 
par la ligne de terre et par une droite AE située sous le plan donné, on 
a ponctué cette ligne vers le point E ; et si elle n’est pas ponctuée dans 
toute sa longueur, c’est qu’on l’a considérée comme une ligne de con- 
struction dans la partie qui aboutit en A. 


CHAPITRE III. 

Problèmes relatifs aux points, aux (imites et aux plans. 

59 . PliOBl^ÈM e 1 ". Mener parmi point donné une parallèle à une 
droite donnée. 

Nous allons d’abord démontrer que si deux droites parallèles sont pro- 
jetées sur un même plan, leurs projections sur Ce plan seront parallèles. 

Pour cela, concevons sur chacune de ces droites uh point choisi arbi- 
trairement, et imaginons qu’on abaisse par les points conçus des perpendicu- 
laires aux plans de projection : les perpendiculaires à un même plan seront 
parallèles entre elles. Or, les plans projelans des droites en questiou passe- 
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ront chacun par une decesdroitesetparln perpendiculaire correspondante ; 
donc l’un de ces plans sera parallèle à l’autre, comme contenant deux 
droites respectivement parallèles à deux autres droites contenues dans ce 
dernier ; donc ils couperont le plan de projection suivant des droites pa- 
rallèles : mais ces droites seront les projections des droites données; 
donc, etc. 

Pi- 4- Soit donc (AB, A'B') la droite donnée, et (C, C') le point donne. La 
* *• projection horizontale de la droite demandée passera nécessairement par le 

point C , et sa projection verticale par le point C' ; et puisque ces deux 
projections doivent être respectivement parallèles aux droites AB , A'B' , il 
ne s'agira que de mener parle point C, CD parallèle à AB; par le point 
C', C'D' parallèle à A'B', et la droite (CD, C'D') que l’on obtiendra, sera 
la droite demandée. 

Fig . i- 6o. Problème a. Mener jxir un point connu (C, C'), un plan paml~ 
lèle au plan donné (EF , FG). 

Il est évident que le plan cherché aura scs traces parallèles à celles du 
plan donné. Or , il suit de là que si l’on mène par le point (C, C') des 
parallèles aux traces EF, FG, ces parallèles seront dans le plan demandé , 
et quelles perceront les plans de projection suivant des points des traces 
de ce plan. Menons donc par le p»àai-(G.. GQ une parallèle à la trace EF : 
cette trace est elle-même sa projection horizontale, et elle. a pour projec- 
tion verticale la ligue de terre (a5); donc, si l’on mène par le point C la 
. droite Cil parallèle à EF, et parle point C', C'II' parallèle à Fil , la droite 
(Cil , C H') sera parallèle à EF , et par conséquent contenue dans le plan 
demandé. Mais cette droite perce le plan vertical au point H'; donc si 
l’on mène par ce point la droite H'1 parallèle à GF ; puis par le point I, 
la droite IK parallèle à EF; le plan (Kl, IH'), ainsi obtenu, sera le plan 
cherché. 

Si l’on mène par le point (C, C') une droite parallèle à FG, cette droite 
étant dans le plan (Kl, IH'), percera nécessairement le plan horizontal en 
un point de Kl ; en sorte que la construction de ce point donnera le moyen 
de vérifier le résultat obtenu par les opérations précédentes. 

6i . Exécution de l'épure. Les parties FE, FG , des traces du plan donné , 
étant situées sur les portions antérieure et supérieure des plans de projec- 
tion, elles sont vues et doivent par conséquent être indiquées en lignes 
pleines (56). Lus prolongemcns de ces traces , au-delà du point F , sont 


\ 
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ponctues, parce qu’ils sont situas sur les parties postérieure et inférieure W- (■ 
des mêmes plans. Quant au plan demandé, il est entièrement caché, sur F '* *" 
chacun des plans de projection, par la surface du plan donné : les traces 
MK, LH', doivent en conséquence être ponctuées. 

6a. Problème 3. Mener un plan par tivis points donnés (A, A ), *>»■ * 
(B, B') et (C, C'). 

Par les deux points (A, A'), (B, B'), menons une droite (AB, A'B'), elle 
sera dans le plan demandé : or, elle percera le plan vertical en (1), D') et 
le plan horizontal eu (E, E 1 ); donc le premier point (D, D') appartient à la 
trace verticale du plan cherché, et le second (E, E')àsa trace horizontale. 
Menons de même par les points (A, A') et (C, C') une nouvelle droite 
(AC, A'C'), elle sera aussi dans le plan cherché; donc le plan F' où elle 
percera le plan vertical, et le point G où elle percera le plan horizontal, 
appartiendront aux traces de ce plan. Donc enfin, si l'on mène les droites 
D'F', GE, qui passent par les points obtenus (D, D') et (F, F'), (G, G') et 
(E, E'), elles détermineront le plan demandé (GE, D'F'). 

11 est clair que si l'on mène par les points (B, B') et (C, C'), une troi- 
sième droite (BC, B'C), elle sera , comme les deux premières, située dans le 
plan demandé, et percera par conséquent les plans de projection siiifant 
des points 1 et J des traces obtenues GE, D'F'. On pourra déterminer ces 
points, et ce sera un moyen de vérifier l'exactitude des constructions faites; 
mais comme les traces GE, D'F', doivent déjà sc rencontrer en un même 
point II de la ligne de terre , cette dernière propriété sera dans la pratique 
une suffisante vérification. 

63. Problème 4- Mener par un point quelconque une droite per- 
pendiculaire à un plan donné , et déterminer le point (C intersection de la 
droite et du plan. 

Pour distinguer facilement, dans le discours, le plan donné, des deux 
plans de projection, nous remarquerons que ce plan est en général incliné 
par rapport à ces derniers, et nous le nommerons le plan incliné. 

64- Cela posé, concevons que la droite demandée soit menée dans l’es- 
pace : le plan projetant de cétte droite correspondant au plan horizontal, 
sera évidemment perpendiculaire au plan incliné; donc il sera perpendicu- 
laire au plan horizontal et au plan incliné ; donc il sera pe rpendiculaire à 
leur intersection : donc cette intersection, ou, ce qui revient au même, la 
trace horizontale du plan incliné, sera perpendiculaire au plan projetant. 
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Mais une droite perpendiculaire à un plan est perpendiculaire à toutes les 
droites qui se croisent par son pied dans ce plan; or, la trace horizontale 
du plan projetant est une droite située dans ce plan, et passant par le pied 
de la trace horizontale du plan incliné; donc ces deux traces sont perpen- 
diculaires entre elles. Et comme la trace du plan projetant est la projec- 
tion horizontale de la droite demandée, il s’ensuit que celte projection est 
perpendiculaire h la trace horizontale du plan incliné. 

On démontrerait de même que la projection verticale de la droite de- 
mandée est perpendiculaire à la trace verticale du même plan; ainsi , nous 
pouvons tirer de ces raisonnemens la conclusion suivante : Lorsqu’une 
’ droite est perpendiculaire à un plan , les deux projections de- la droite sont 
respectivement perperuliculaires aux traces du plan. 

65. Réciproquement, Lorsqu’une droite a ses deux projections respecti- 
vement perpendiculaires aux deux traces d’un plan , elle est perpcndicu- 
faire à ce plan. 

En effet, chaque plan projetant de la droite en question étant perpen- 
diculaire à l'une des traces du plan incliné, il est perpendiculaire à ce plan 
lui-même. Or cette droite est l’intersection de ses deux plans projetans ; 
donc elle est l’intersection de deux plans perpendiculaires au plan incliné : 
donc elle est perpendiculaire à ce plan. 

66 . On peut énoncer ainsi ces deux propositions réciproques : Lorsqu'il 
y a perpendicularité entre une droite et un plan , les projections horizon- 
tales et verticales de la droite , et les traces horizontales et verticales du 
plan, sont respectivement rectangulaires entre elles. 

pi. 5 67 . D’après cela , soit (BC , CD) le plan auquel on demande d’abaisser une 

Fig. t. perpendiculaire par un point quelconque (A , A') : il ne S’agira que de mener 
par les points A et A', les droites AH , A'H', respectivement perpendicu- 
laires aux traces BC, CD, et la droite (AH, A'H') sera la perpendiculaire 
demandée. 

68 . Construisons maintenant le point d’intersection de cette perpendicu- 
laire et du plan (BC , CD) : on sait , par ce qu’on a vu n* 58 , que la mise 
au trait des lignes de lepure ne présentera aucune difficulté, lorsqu’il sera 
connu. Pour le trouver , nous mènerons par AH le plan projetant (EA, EE'), 
dont la (race verticale EE' est perpendiculaire à la ligne de terre. Ce plan 
contiendra la droite (AH , A'H') ; donc il contiendra le point cherché : mais 
ce point est aussi sur le plan donné; donc il est sur l’intersection commune 
de ces deux plans. Or, les traces de ces plans se coupent suivant les deux 
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points F et E' ; donc ils ont pour intersection la droite (FE, FT'). Et pi. 5. 
comme le point cherché est sur cette droite et sur (A 1 I, A'Il'), il est néces- Fl ? '■ 
saircment projeté sur le plan vertical à l’intersection H' de leurs projec- 
tions. Menons donc li'll perpendiculaire à GC , et nous obtiendrons le point 
demandé (H, II'). 

En faisant , sur la projection Ali', des constructions analogues à celles 
que nous venons de faire sur AH, on vérifiera l’exactitude de la solution 
obtenue. 

60. U est évident que si la droite (AH, A'H'), nctait pas perpendiculaire 
au plan donné, l’intersection commune (H, II') ne s’en obtiendrait pas 
* moins par les constructions que nous venons d’indiquer. 

70. Problème 5 . Par un point donné (A, K) rabaisser une perpendi- Fip ». 
culaire sur une droite donnée (BC, B'C'). 

Concevons par le point donné un plan perpendiculaire à la droite 
donnée, elle le percera en un point, et si l’on fait passer une ligne droite 
par ce point et par le point donné, cette droite sera la perpendiculaire 
demandée. 

Pour mener par le point (A, A') un plan perpendiculaire à (BC, B'C'), 
nous remarquerons que la trace verticale de ce plan, quelle quelle soit, 
est une droite perpendiculaire à B'C' (66), et ayant pour projection hori- 
zontale la ligne de terre; donc, si par le point (A, A'), nous menons une 
droite (AD, A'D'), dont la projection horizontale soit parallèle à la ligne 
de terre, et la projection verticale perpendiculaire à B'C', cette droite sera 
dans le plan cherché , comme étant parallèle à une droite contenue dans 
ce plan : donc elle percera le plan horizontal en un point Ü appartenant à 
la trace de ce plan. Menons doue par le point D la droite DE perpendicu- 
laire à BC, puis par le point E, la droite EF perpendiculaire à B'C'; le plan 
(DE , EF) sera le plan de construction cherché. 

Or, en appliquant à la figure les procédés exposés plus haut (68), on 
trouvera que la droite donnée (BC, B'C') perce le plan (DE, EF) suivant le 
point (G, G'); donc en menant par les points (A, A') et (G, G') la droite 
(AG, A'G'), cette droite sera la perpendiculaire demandée. 

71» Exécution de l’épure. Les parties BC, B'C', AH, A'H', des projec- 
tions de la droite donnée et de la droite demandée, correspondent à des 
portions de ces droites , qui, à partir des traces (C, C'), (H, H'), sont au- 
dessus du plan horizontal et en avant du plan vertical ; donc les projections 

4 
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BC, B'C', AH, A'H', doivent être indiquées eu lignes pleiues jusqu’aux 
points C , H, 11' (5G). Au-delà des traces (C, C') , (H, H'), les droites 
(UC, B'C'), (AH, A'H'), sont évidemment cachées , et Iran projections 
doivent en conséquence être ponctuées. Les autres lignes de l’épure sont des 
lignes de construction, aussi les a-t-on tracées au moyen d éléruens linéaires 
détachés les uns des autres. 

Comme le plan (DE, EF) est d’une assez grande importance, on aurait 
pu l’indiquer au moyen de lignes mixtes (55). 

72 . pROBLÈut: 6 . Étant données deux (imites (AB , A'!?), (BC, B'C'), 
qui se rencontrent en un point (B, B'), trouver T angle qu'elles font entr » 
elles. 

Mous concevrons millau pur les deux droites données; noos détermi- 
nerons les points A et C où elles percent le plan horizontal ; nous mènerons 
par ces points une ligne droite AC, et cette ligne sera la trace du plan des 
deux droites. Mous imaginerons ensuite que ce plan s’abatte sur le plan ho- 
rizontal , en tournant sur la trace AC; nous construirons les rabatte me ns 
des droites données , et l’angle de ces rabattemens sera l’angle cherché. 

Or, dans le mouvement, les points du système décriront des arcs de 
cercles dont ks plans seront perpendiculaires à la droite AC , et dont les 
centres seront les divers poiuts <fo cette droite. Comme elle est horizon- 
tale , ees plaus seront verticaux. Donc si l’on mène par le point B du plan 
horizontal , la droite GD perpendiculaire à k charnière AC , B sera le centre 
de l’arc décrit par k point (B, B'), et cet arc sera compris entièrement dans 
le plan vertical GD ; donc le rabattement du point (B , B') sera quelque part 
sur GD. Mak le rayon de cet arc est l’hypoténuse du triangle rectangle dont 
ks côtés «djacens à l’angle droit sont l'horizontale HD , et la verticale 6B' 
qui se projette horizontalement en B; donc si l’on porte BD de b en <i, et 
qu’on mène l'hypoténuse dD', cette hypoténuse sera k rayon en question : 
donc en portant dSi de D en G, on aura k rabattement G du point (B, B'). 

Remarquons maintenant que ks points A et C des droites données mot 
eux-mêmes hum rabattements; car ils sont dattsia charnière AC, et n’ont pu 
par conséquent prendre aucun mouvement. Donc ks deux points A et G 
sont ks rahaitemens de deux points de (AB, A'J5'). Pareillement G et C 
sont les rabsttemcas de deux pointa de (BC, B'C') ; donc AG et (JC sont les 
rabattement des droites données : doue enfin AGC est lengk demandé. 

7 5. Lorsque ditax droites données ne se rencontrent pas, il n’y a pas 
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d’espace angulaire compris entre clics ; mais comme on apprécié la diffé- Pi " 
rence de leurs directions , par l'angle sous lequel se coupent deux parai- 1 ' r 3 
lèles à ces droites menées par un meme point, 011 est convenu de considérer 
cet angle comme celui quo forment les droites données. 

D’après cela , et d’après la solution précédente , il sera facile de trouver 
l'angle de deux droites quelconques, .soit quelles se rencontrent ou bien 
qu’elles ne se rencontrent pas. 

74. Exécution de [épure. Les parties vues et cachées des droites données 
sont faciles à déterminer , et sont indiquées, les premières en lignes pleines, 
et les dernières en lignes ponctuées. Quant aux côtés de l’angle cherché, ils 
sont en lignes pleines vers le point G , où ils sont considérés comme résul- 
tats du problème proposé , et ils sont indiqués vers les points A et C par 
des élémens rectilignes détachés ; parce qu’on les considère vers ces points 
comme des lignes de construction ( 56 ). 

75. P ROlil.kil E 7. I n plan (AU, BC) cl une divitç (DE, D’E') étant Fi? i- 
donnés , on demande l'angle qié ils font entre eux. 

L’angle d’une droite et d’un plan n’étant aq^-c chose que celui de cette 
droite avec sa projection sur ce plan , il est évident qu’il a pour complément 
l’angle de cette droite avec une perpendiculaire abaissée sur le ‘plan par 1111 
des points de la droite. 

Preuons donc un point (D, D') sur la droite donnée, et par ce 
point, menons une droite (DF, D'F') perpendiculaire au plan (AB, BC) : 
cette droite fera avec la droite donnée un angle EGF facile à déterminer (72); 
et si l’on abaisse par un point F, pris sur l’un des côtés de cet angle , une 
droite FH perpendiculaire à l’autre côté, cette perpendiculaire fera avec le 
côté FG un angle GF 1 I , complément de FG 1 I , égal à l’angle cherché. 

76. Exécution de l’épure. Le sommet de l’angle obtenu GFJI étant sous 
le plan donné (AB, BC), les parties des lignes de construction 11 F, GF, 
qui sont situées vers le point F, et qui comprennent le, résultat du problème, • 
ne sont pas vues , et doivent par conséquent être ponctuées ( 56 ). Quant 
aux projections de la droite donnée, elles ne sont pleines que jusqu’au 
point (1 , 1') , ou cette droite passe tout-à-la-fois sous et derrière le plan donné. 

77. Problème 8. Deux plans (AB, BC'), (AD, DC'), étant donnés, ri a 

trouver l’angle qu’ils font entre eux. Fl * 1 

Pour résoudre ce problème, nous chercherons d’abord l’intersection 
commune de ces plans ; nous mènerons ensuite, par un point de cette inter- 

4.. 


Digitized by Google 


PI. 6. 
H?. t. 


28 LIVRE r. PRÉLIMINAIRES. 

section , un plan qui la coupe perpendiculairement , ce plan déterminera 
sur les plans donnés deux droites d’intersection, et l’angle de ces droites 
sera l’angle cherché. 

Les traces horizontales AB, AD, des plans donnés, se coupent en A; 
leurs traces verticales se coupent en C'; les points A et C' se projettent sur 
la ligne de terre en A' et C : donc la droite (AC , A’C) est l’intersection des 
deux plans donnes. 

Menons , par un point quelconque (E, E') de celte intersection, an plan 
ijui lui soit perpendiculaire. Il aura pour trace verticale une droite inconnue 
perpendiculaire à A'C' (6G); laquelle droite se projettera horizontalement 
suivant la ligne de terre. Donc, si l’on mène par le point (E, E') la ligne 
(EF, E'F'), dont la projection horizontale est parallèle à BA', et la projection 
verticale perpendiculaire à A'C', cette ligne sera parallèle à la trace verticale 
inconnue, et sera par conséquent dans le plan cherché : or, elle percera 
le plan horizontal en F ; donc le point F appartient à la trace horizon- 
tale de ce plan. Mais celle trace est perpendiculaire à AC (GG); donc, 
si l’on mène par le point F une droite FG à angle droit sur AC, cette 
droite sera la trace horizAtale du plan mené par (E, E') perpendicu- 
lairement à. (AC, A'C'). Quanta sa trace verticale, il serait superflu de la 
construire. 

Ce plan coupera les traces AB, M) , auifMit l*«t points K et H , et les 
plans donnes suivant deux droites, que les points (E, E') et K , (E, E') et II, 
détermineront complètement. Or, il ne s’agira que d’avoir les angles de ces 
droites. Four cela, on rabattra sur le plan horizontal (72) le plan dont- la 
trace est FG ; les points K et II resteront immobiles ; le point (E, E') décrira 
autour du point G un arc dont le rayon IE' sera facile à construire, et ce 
point viendra s’abattre en L. Les droites en question se rabattront par con- 
séquent en KL et HL , et KLM sera l’angle demandé. 

78. Exécution de V épure. Il est aisé devoir que le plan (AB, BC') cache 
les parties DA , ÜC', des traces du plan (DA , DC') ; que la portion (AC, A'C') 
de l’intersection des plans donnés, comprise entre les points (A , A'),(C, C'), 
où (AC , A’C') perce les plans de projection , est vue ; qu’à partir de l’inter- 
section (AC, A'C'), et du côté opposé au point B, le plan (AD, DC')sc trouve 
au-dessus et en avant du plan (AB, BC'), en sorte que les portions AP, C'M, 
des traces du dernier ne sont pas vues, et qu’au contraire les parties AN, 
C'O , de celles du premier sont vues. Enfin , il est aisé de voir que les lignes 
KL, LH, qui comprennent l’angle demandé, sont cachées par les plans 
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donnés; ainsi l’application des conventions du n° 56 ne doit présenter ici pi ,, 
aucune difficulté. • i>s- ». 

Là ligne KG étant de toutes les lignes de construction la ligne la plus im- 
portante , il serait assez convenable de l'indiquer en lignes mixtes ( 55 ). 

79. Problème 9. Deux droites étant données , on demande lapins 
couilc ligne <pd puisse les joinilre. 

Si ces lignes se rencontraient, la ligne demandée n’existerait pas; si elles 
étaient parallèles, celte ligne serait une droite quelconque située dans leur 
plan , et perpendiculaire à chacune d’elles : d'où l'on voit que la question 
11e doit être traitée que dans le cas où les droites données ne sont pas com- 
prises dans un même plan. 

De quelque manière quelles soient alors situées dans l’espace, on peut 
toujours mener par l'une un plan parallèle à l’autre; car si l’on mène 
par un point de la première nue droite parallèle à la seconde , le plan 
que la première droite et celte parallèle détermineront sera le plan en 
question. 

Or, si l’on conçoit que la seconde droite soit projetée sur ce plan , sa 
projection et la première droite se rencontreront en un point , et si l’on 
élève par ce point une perpendiculaire au plan auxiliaire, elle coupera à 
angle droit la seconde droite , elle coupera aussi à angle droit la première, 
elle sera par conséquent à la fois perpendiculaire à ces deux droites , et il 
s’ensuit qu’elle mesurera entre elles leur plus courte distance. En effet, elle 
sera la plus courte ligne qu’on puisse mener d’un point quelconque de la 
seconde droite à un point quelconque du plan auxiliaire, et conséquemment 
à un point quelconque de la première droite. 

80. Soient donc (AB, A'B'), (CD, CD') , deux droites qui ne se rencontrent 
pas et qui ne sont pas parallèles; il ne s’agira, pour avoir la plus courte 
ligne qui puisse les joindre, ou , ce qui revient au même , leur plus courte 
distance, que d’exécuter les constructions précédentes. 

On prendra donc sur la première (AB, A'B') un point quelconque, par 
exemple , le point (A , A') où elle perce le plan vertical ; par ce point on 
mènera la droite (AE, A'E') parallèle à la seconde droite (CD, CD') : 
cette parallèle et la droite (AB, A'B') perceront les plans de projection en 
des points (B, B'), (E, E') et (A, A'), qui détermineront les traces du plan 
auxiliaire (BE, FA'). On abaissera par un point quelconque (C, C') de la 
seconde droite (CD, C'D'), une perpendiculaire (CG, C'G')surlcplanan\i- 
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« liaire (BF, FA'); elle le percera en un point (G, G'), et en menant par ce 

’ point une parallèle à la droite (CD, C'D') , on aura la projection (GH, G'H') 
de cette droite sur le plan auxiliaire, Cette projection coupera la première 
droite (AB, A'B') en un point (II, H'); on élevera , par ce point, une per- 
pendiculaire au plan (BF, FA'), ou , ce qui est la même chose, une paral- 
lèle ( 1 ID, HT)*) à la droite (CG, C'G'), et cette parallèle, perpendiculaire à 
la fois sur les deux droites données, sera la ligne sur laquelle se mesure 
leur plus courte distance. Il est clair que cette perpendiculaire coupe la 
droite (CD, C'D") en (D, D') : elle a son pied sur (AB, A'B') en (H, H'); 
ainsi , la portion de droite (HD, ÎI'D') est la ligne demandée. 


CHAPITRE IV. 

Des lignes courbes. 

fli. Qcoiqüe nous ayons fait connaître, dès le chapitre i", la manière de 
représenter les ligues courbes, nous ne noms sommes pas occupés, cha- 
pitre n et chapitre tu, des problèmes à résoudre sur ces lignes, parce qu’il 
était bon d’exposer auparavant leurs propriétés générales. C’est ce que nous 
allons faire dans ce chapitre. Nous reviendrons d’abord à la représentation 
des courbes, puis nous les considérerons sous le rapport de leurs directions 
en chacun de leurs points, sous celui de leurs courbures variables d’un 
point à un autre, et sous celui d’une génération (analogue à celle du cercle) 
dont elles sont susceptibles. Cette marche nous conduira successivement aux 
tangentes , aux plans et aux cercles qu’on nomme plans oscillateurs et cercles 
oscillateurs , et aux lignes connues soas les noms de développantes et de dé- 
veloppées. Nous exposerons ensuite la théorie d’nne courbe fort usuelle, que 
l’on appelle hélice, cl nous terminerons par la résolution des problèmes que 
l’on peut proposer sur les lignes courbes , considérées en elles-mêmes et par 
rapport aux grandeurs que nous savons représenter. Dans le complément 
(liv. VI, chnp. in), nous nous occuperons des propriétés qui ne sont pas 
assea élémentaires pour être actuellement exposées. 

8a. Nous «vous vu précédemment (16), que les projections d’une ligne 
courbe définissaient la forme de cette ligne et sa position. D’après cela , si 
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l'un tracs arbitrairement sur lu plan horizontal une ligne ABC, et sur lu 
plan vertical une ligne A'B'C', il correspondra à la première de ces lignes 
une surface projetante verticale (6) ; à la seconde nne surface projetante 
horizontale , et l’intersection de ces surfaces sera une ligne parfaitement 
déterminée de forme et de position. 

Si les deux projections ABC, A'B'C', sont deux lignes droites, les sur- 
faces projetantes correspondantes à ces lignes seront des plans; la ligne 
(ABC, A'B'C') sera l'intersection de ces plans, et cette ligne sera par con- 
séquent une droite. 

83. Si l’une des deux projections ABC, A'B'G y , est mie ligne droite, la 
première par exemple, et que l’autre soit nne ligne courbe, la surface 
projetante verticale correspondante à la ligne ABC sera plane, et la ligne 
{ABC, A'B'C') se trouvera entièrement comprise dans un plan. Ce sera ce 
qu’on appelle par celte raison une courbe plane. 

Enfin, si les projeelioas ABC, A'B'C, ne sont droites ni l’une ni l’antre, 
et cela quelque système de plans de projection que l’on choisisse (*) , les 
points de la ligne (ABC, A'B'C'), ne pourront être à la fois contenus dans 
aucun plan : cette courbe participera par conséquent, de quelque manière 
que deux projections la représentent , de la courbure de deux surfaces pro- 
jetantes; et ce sera ce qu’on appelle une courbe à double courbure (jjb'). 

Le cercle étant engendré par l’extrémité d’un fil d’une longueur 
constante et en mouvement sur un plan autour d’un point immuable, le 
(il générateur a constamment tontes ses parties situées dans ce plan ; ainsi 
le cercle est une courbe plane. 

Si l’on veut avoir un exemple d’une cOnrbe à double courbure, on 
n'aura qua tracer sur le plan horizontal un arc de cercle ABC, et sur le plan 
vertical un autre are de cercle A'B'C'; ces deux arcs détermineront nne 
vourbc(ABC, ABC'), qui sera , en général, une courbe à double cour- 
bure (**). 


(*) Ou conçoit que la courbe (ABC, A'B'C') pourrait être p’ane, quoique les projet - 
Lioos ABC, A'B'C', fuseent «las courbas; et dans oe cas, il «st clair que ai on la rapportait « 
de nouveau plais rectangulaires, donnés par rapport an pnmiers , il serait possible qu'm 
construisant ses projetions sur ces nouveaux plans, l’une d’elles «s trouvât une ligne droite. 

(**) Si les arcs ABC, A'B'C', avaient même rayon , «t que leurs centres fussent sur u on 
même droite perpendiculaire à la ligue de terre, la courbe (ABC, A'B'C'), qui leur cor- 
respondrait, serait une Courbe plane du genre de cellts que l’on appelle ellipses ( «oser la 
Rote a). : " • 


«•7 

Fip. i. 


LIVRE I. PRÉLIMINAIRE?. 


Ôi 

8.5. Lorsqu'on veut opérer sur une courbe plane , on peut , pour l'ordi- 
naire, se passer de plans de projection , parce qu'on la construit dans sou 
plan, et qu’on opère sur ce plan ; mais , pour opérer sur une courbe à double 
courbure, ou même sur une courbe plane considérée avec d’autres gran- 
deurs qui ne soient pas dans son plan, il faut absolument le secours des 
plans de projection. D'après cela , dans la plupart des questions que nous 
aurons à résoudre, nous nous donnerons une ligne courbe, plane ou à 
double courbure, par scs deux projections; seulement nous aurons le soin, 
lorsqu'il s’agira d'une courbe plane, de simplifier les données autant qu’il 
se pourra, en prenant une ligne droite pour l’une de ses projections, 
ri ; 86. Le premier usage que nous ferons des lignes ABCD, A'B'C'D', qui 

, lp 1 déterminent une courbe (ABCD, A'B'C'D'), ce sera de construire les points 
communs à la courbe et aux plans de projection : c’est-à-dire les traces de 
cette courbe. 

Or, on sait que les traces horizontales se projettent verticalement sur la 
ligne de terre (a/ t ); donc si des points A' et D', où la projection verticale 
A'B'C'D' rencontre la droite MN , ou élève des perpendiculaires A'A, D'D, 
à cette droite, ces perpendiculaires couperont la projection horizontale 
ABCD suivant les points A et D, ou (A, A') ct(D, D'), qui seront les traces 
horizontales cherchées. 

Pour avoir les traces verticales de la même courbe, ou se rappellera 
qu'elles doivent avoir leurs projections horizontales sur MA’; on en con- 
clura que ces traces se projettent horizontalement en B et C; on élevera 
perpendiculairement à la ligne de terre les droites BB', CC'; elles coupe- 
ront la ligne A'B'C’D' en des points B' et C', ou (B, B') et (C, C'), et ces 
points seront les traces verticales cherchées. 

87. Ces traces, que l'on construit ainsi dans tous les cas possibles, ser- 
vent à déterminer les parties de la courbe (ABCD, A'B'C'D'), cachées par 
les plans de projection. Eu effet , cette courbe traversant le plan horizontal 
en (A, A') et (D, D'), elle a ses arcs (\x, A'jt'), (Dr, DV), cachés à par- 
tir de ces points sur les deux projections, savoir : sur la projection hori- 
zontale, parce qu’ils sont au-dessous du plan horizontal , et sur la projec- 
tion verticale, parce qu’ils se projettent verticalement sur la partie infé- 
rieure du plan vertical , laquelle est cachée sur le dessin par la partie an- 
térieure du plan horizontal (3o). Et la même courbe , perçant le plan ver- 
tical eu (B, B') et (C, C'), elle a son arc (B/nC, B'/«'C') derrière le plan 
vertical; il n’est par conséquent pas vu sur la projection verticale, et il 


Qijizedhy Google 



CHAP. IV. r>ES LIGNES COUIIBES. 55 

n’est pas vu non plus sur la projection horizontale ; car il se projette hori- pi. 
zontalement sur la partie postérieure du plan horizontal , laquelle est cachée 
sur le dessin par la partie supérieure du plan vertical. 

Il est clair que les traces en question aident beaucoup à se bien figurer 
dans l’espace, la position de la courbe (ABCD, A'B'C'D'), par rapport aux 
plans de projection. Par cette raison, et parce quelles séparent les arcs que 
cachent ces plans , de ceux qu’ils laissent voir, nous aurons soin en géné- 
ral de les marquer sur les épures par des lignes de constructiou AA', BB', 

cc.Diy. 

88. Connaissant les traces d’une courbe , il y a une question qui se pré- 
sente à l’esprit sur-le-champ, lorsqu’on les examine en cherchant à se 
rendre compte de la forme et de la position de cette courbe ; c’est de dé- 
terminer les angles, plus ou moins grands, sous lesquels elle peice en ces 
points les deux plans de projection. Cette question conduit directement à 
la théorie des tangentes. 

8g. DES TANGENTES. Imaginons une ligne courbe quelconque dans 
l’espace, et concevons qu’on prenne sur son cours un élément infiniment 
petit. Il est clair que la petitesse de cet élément empêchera qu’il ne par- 
ticipe de la courbure de cette ligne; donc on peut supposer que la ligne 
courbe en question soit composée de petites lignes droites, pourvu que ces 
droites soient infiniment petites, et que leur nombre soit en conséquence 
infini. Mais chacun de ces élémens rectilignes infiniment petits appartient 
à une ligne droite indéfinie qui, en-deçà et au-delà de l’élément, s’écarte 
du cours de la courbe , et qui ne se confond entièrement avec elle que 
suivant ce même élément. Or , cette ligne droite est ce qu’on appelle une 
tangente, et l’élément commun à la droite et à la courbe, est ce qu’on 
appelle leur point de contact ou leur élément de contact. 

90. L’élément infiniment petit d’une ligne courbe quelconque a pour 
projections deux élémens rectilignes, aussi infiniment petits , qui font par- 
tie des projections de cette courbe; donc si l’on prolonge indéfiniment ces 
deux élémens , on obtiendra deux droites tangentes aux projections de la 
courbe, et qui ne seront autre chose qne les deux projections de la droite 
tangente dans l’espace à la courbe en question. Cest-à-dire , par exemple, 
que la tangente en (B, B') à la courbe (ABC, A'B'C'), a pour projections r» 
les droites MB, M’B', respectivement tangentes aux projections ABC, A'B C', 
en B et en B'. 
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gi. Si l’on veut appliquer cette théorie au cercle engendré par l’extré- 
mité d’un RI , on remarquera que le point générateur décrit la même 
ligne, soit qu’il se meuve dans un sens ou dans le sens opposé ; on en con- 
clura qu’à chaque instant du mouvement , le fil ne penche pas plus sur 
une extrémité de l’élément engendré que sur l’autre extrémité, et que 
chaque élément est par conséquent à augle droit sur le rayon correspon- 
dant : d’où l’on voit que la tangente en un point d’un cercle est perpen- 
diculaire au rayon qui passe par ce point. 

ga. Quant au problème dont nous sommes partis ( 88 ), et qui consiste à 
trouver l’angle sous lequel une courbe quelconque (ABCD , A'B'C'D') , perce 
un plan de projection , par exemple , le plan horizontal, il est clair que 
cet angle est celui que fait avec ce même plan l’élément infiniment petit 
qui correspond, sur la courbe, à la trace (A, A') ou (D, D'). Ainsi , pour 
résoudre ce problème, il ne s’agira que de mener par les points (A, A') et 
(D, D'), des tangentes à la courbe (ABCD, A'B'C'D'), et de construire , par 
le procédé du n° 42, les angles de ces tangentes avec le plan horizontal. 

g 3 . L’usage des tangentes étant très fréquent dans toutes les applications 
des Mathématiques , on a donné des noms particuliers aux grandeurs qui ont 
des rapports simples avec ces lignes. 

Ainsi, le plan mené par le point de contact d’une tangente, perpendi- 
culairement à cette tangente, est ce qu’on appelle un plan normal. Les 
plans normaux d’une même courbe se distinguent d’ailleurs entre eux par 
les tangentes auxquelles ils correspondent , ou par les points de contact de 
ces tangentes. 

Lorsqu’une courbe est plane , et qu’on mène par le point de contact 
d’une de ses tangentes, une droite perpendiculaire à cette tangente et 
comprise dans le plan de la courbe , cette droite est ce qu’on appelle une 
normale de la courbe. D’après cela , le rayon d’un cercle est la normale de 
la circonférence, au point où il aboutit sur cette circonférence. 

11 suit de ces définitions, que les normales et les plans normaux se dé- 
duisent des tangentes par des opérations graphiques que déjà nous savons 
faire. 

g 4 - Pour compléter la théorie des tangentes, des normales et des plans 
normaux , il s’agirait maintenant de résoudre cette question : Par un point 
donné sur une courbe connue , mener une tangente à cette courbe. On en 
trouvera la solution géuérale plus loin (766); mais comme cette solution 
est très compliquée , et par là très peu susceptible d’étre utile dans la pra- 
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tique, nous ne pourrons choisir, par la suite, les exemples de lignes 
courbes dont nous aurons besoin , que dans les familles pour lesquelles 
les tangentes s’obtiennent par des procédés synthétiques particuliers. Nous 
nous bornerons aux familles que ce chapitre et la Note i r * font connaître. 

9 5. DES PLANS ET DES CERCLES OSCULATEURS. La tangente à une 
courbe ayant en commun avec elle (89) un élément infiniment petit , elle est 
de toutes les lignes droites possibles celle qui , au poiul de coutact , approche 
le plus de se confondre avec la courbe ; car pour qu'une autre droite tou- 
chât cette courbe plus intimement, il faudrait quelle eût deux élémens 
consécutifs communs avec elle, ce qui est impossible, puisque deux dé- 
mens consécutifs d’une courbe ne sont pas dans la même direction. 

Mais ces deux élémens étant toujours dans un même plan , ou va voir 
sortir de cette propriété des considérations nouvelles d’une grande. utilité. 

Soient AB, BC, deux élémens consécutifs infiniment petits d'une courbe 
quelconque ; ils détermineront un plan qui passera par les deux tangentes 
consécutives MP, NQ, de cette courbe, et il la touchera aussi intimement 
qu’un plan puisse la toucher , attendu que pour qu’un plan se confondi t 
avec elle suivant un arc d’une plus grande longueur, il faudrait qu’.l 
passât par un troisième élément situé à la suite de AB et BC, ce qui, en 
général , est impossible , puisqu’un plan ne peut être assujetti a passer par 
plus de deux droites. 

Or, le plan que déterminent les deux tangentes consecutives MP, tMJ, 
menées à la courbe par deux élémens consécutifs AB, BC, est ce quon 
nomme le plan oscillateur en B. 

96. Si par BC, et par l’élément consécutif CD, on mène un nouveau 
plan , ce sera le plan osculateur en C , et ainsi de suite ; en sorte qu’à chaque 
point B , C , etc. , de la courbe , il correspond au plan osculateur particulier. 

Il est clair que si tous le* plans osculateurs se confondent en un seul, 
la courbe sera une courbe plane. Si, au contraire, ils diTerent générale- 
ment les uns des autres , ce sera une courbe à double courbure. 

97. Dans le plan osculateur ABC de deux élémens consécutifs AB, BC, 
d’une courbe quelconque , élevous, sur Jes milieux m et n de ces elemens, 
deux perpendiculaires mO, »0 , ou, ce qui est la même chose (9^)> eu _ x 
normales à cette courbe. Ces normales se couperont eu un point O ; et si, 
de ce point comme centre , avec la distance OB comme rayon , on décrit un 
cercle, fl passera pr lestr ois points A , B, C, et coïncidera avec la courbe 
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donnée suivant les deux élémens AB, BC : d'où il suit qu'il sera de tous les 
cercles possibles celui qui la touchera en B le plus intimement; car, pour 
qu’un autre cercle s’en rapprochât davantage , il faudrait qu’il eût plus de 
deux élémens , c’est-à-dire plus de trois points A, B, C, sur cette courbe, 
ce qui est impossible, puisque ces trois points suffisent pour le déterminer. 

On appelle par cette raison le cercle qui a son centre en 0, et dont le 
caractère est d’avoir deux élémens consécutifs AB , BC , communs avec la 
courbe, ou d'avoir deux tangent*^ consécutives MP, NQ , qui soient aussi 
tangentes à cette courbe , le cercle oscillateur de cette même courbe en B. 

98. La courbure en un point B d’une ligne ABCD . . . , provenant unique- 
ment de ce que les tangentes MP, NQ , ou les élémens AB , BC , qui abou- 
tissent en B, comprennent un« angle PBQ, il s’ensuit que plus cet. angle est 
grand, plus la courbure est grande, et réciproquement. On voit, d’après cela, 
qu'il est naturel de prendre l’angle PBQ pour mesure de la courbure. Nous 
le nommerons, par cette raison, Y angle de courbure (774). 

Mais PBQ = mOn-, donc la courbure est aussi mesurée par l’angle niOn 
de deux normales consécutives. 

Cela posé, on remarquera que mBra étant un petit arc du cercle qui a 
son centre en 0 , arc dont la longueur égale j AB j BC , on a , en dé- 
signant par R le rayoù OB , et par tt le rapport du diamètre à la circon- 
férence , 


ce qui donne 


arc mBn : awR :: angle mOn : 56o°; 

arc mBn X 3 60 " 


l’angle mOn ; 




ou 


, „ (A AB + i BC) 36o” 

angle mOn = - . 


H suit de là que si l’on fait varier l’angle PBQ , sans changer la longueur 
de BC , les positions n' et 0’, que prendront les points n et 0 , seront telles 
qu’on ait, en appelant R' le nouveau rayon, 


ce qui fournit la proportion 

angle mOn : angle mO'n' :: ^ 
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Et comme mOn et mO'n' représentent les courbures en B, pour les deux angles fi : 
de tangentes PBC , PBC', il viendra, en désignant par C et C' les courbures 
correspondantes à ces angles , 

C : C' :: R' : R. 

C’est-à-dire que les courbures sont entre elles , sur toutes les courbes pos- 
sibles, en raison inverse des rajons des cercles osculateurs. 

99. C’est donc au moyen de ces rayons qu’on devra mesurer les cour- 
bures , et c’est ce qui fait qu’on donne aux cercles osculateurs le nom de 
cercles de courbure ; et que , par suite , on nomme leurs rayons et leurs 
centres, rajons de courbure et centres de courbure (*). 

On remarquera que lorsqu’une courbe est plane, elle a tous ses plans 
osculateurs confondus en un seul , qui contient les centres de tous les 
cercles osculateurs , ou, ce qui revient au meme, tous les centres de cour- 
bure. Pour une courbe à double courbure, au contraire, les plans oscula- 
teurs étant tous différons (96) , les centres de courbure se trouvent distribués 
dans une suite de plans (773). • 

>00. DES DÉVELOPPÉES ET DES DÉVELOPPANTES (**). On sait 
que si une droite, considérée dans un plan, tourne autour d’un de scs 
points supposé fixe, tous les autres points de la droite décriront autour 
du point fixe des circonférences de cercles concentriques. On va voir par 
ce qui suit qu’il n’y a aucune courbe qu’on ne puisse concevoir engendrée 
d’une manière analogue. 

Soit ABCN une courbe quelconque tracée sur un plan ; si l’on conçoit Fi*, j. 
qu’une droite SR se meuve autour de cette courbe, sans glisser sur elle et sans 
cesser de lui être tangente , chaque point D de la droite SR décrira une 
courbe EDCOV, qui sera ce qu’on appelle une développante de ABCN ; et 
cette dernière courbe prendra , par rapport à la ligne décrite EDCOV, le 
nom de développée. 

1 o 1 . Chaque élément mm' de la développante EDCOV, sera perpendicu- 
laire à la direction correspondante SR de la droite mobile ; car cet élément 
aura la ‘même direction qu’aurait en D l’élément d’un arc de cercle décrit 
du point de contact B , comme centre , avec un rayon BD. Ainsi, la tan- 


(*) Cest d’après les idées d’un de mes «mis (M. de Msiiière, ancien professeur) que j’ai 
amélioré dans cette édition U théorie des courbures des lignes. 

(**) Cet article est tiré en grande partie de la Géométrie descriptive de >1. Monge. 
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gcnle DT de la développante , est perpendiculaire à la tangente correspon- 
dante DB de la développée, ou, ce qui revient au même, les normales à 
la développante sont tangentes à la développée. 

10 a. Si le point décrivant U est pris sur la droite RS , du côté BD qui s’ap- 
proebe de la développée, la courbe décrite DLKC s’approchera de ABCN ; et 
lorsque le point D sera devenu lui-mèmc le point de contact C de la droite 
mobile et de la développée , cette dernière courbe et la développante se 
rencontreront en C. Mais la développante ne franchira pas la développée , 
car dès que le point de contact de la droite mobile aura dépassé le point C, 
le point décrivant reviendra sur lui-même , en parcourant une ligne qui 
aura la tigurc COV. Et comme la courbe décrite est toujours perpendicu- 
laire à la direction de la droite mobile, les deux branches CDE , COV, de 
la développante, seront perpendiculaires à la droite PM, qui touche ABCN 
en C, et par conséquent tangentes entre elles et normales à la développée. 

Le point C, suivant lequel deux branches d’une même courbe se réunis- 
sent ainsi , est ce qu’on nomme un point de rebroussement. 

io5. Puisque tous les points de la droite mobile RS s’appuient successi- 
vement sur ABCN , sans que cette droite éprouve de mouvement dans le 
sens de sa longueur, il s’ensuit nécessairement , que la partie BD de la droite 
RS , comprise entre la développante et la développée , est égale en longueur 
à l’arc B1IGC. De même, les tangentes HL, GK, NO, YZ , etc. , sont égales 
aux arcs IIGC, GC, CN , CNY, etc., qui leur correspondent. % 

11 suit de là que si un (il flexible et inextensible est enroulé sur la déve- 
loppée ABHGC, et qu’on vienne à le développer, à partir de l'extrémité C, 
ce (il prendra successivement les positions ABllGK, A Bill., ABD , etc. ; et 
en supposant qu’il ne glisse pas sur la développée, le point C décrira la 
branche CDE de la développante, comme un point d'une droite tournant 
autour d'un centre lixe décrit une circonférence. 

Il est clair que l'extrémité C d’un autre (il , enveloppé sur l’arc CN YL , 
décrirait semblablement la branche COV. 

C’est cette propriété qui a fait donner aux lignes, telles que ABCN et 
YOCDE , les noms de développées et de développantes. 

j 04 . Étant donnée la développée ABCN, et sachant mener des tangentes 
à cette courbe, il sera facile de construire les branches CDE, COV, de la 
développante VOCDE. Pour cela, on mènera par des poiutsG, II, B, etc., 
peu éloignés les uns des autres, des tangentes GK , 11L, BD, etc. ; on por- 
tera ensuite la longueur curviligne CG de G en K, la longueur curviligne 
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CGH de II en L, la longueur curviligne CGIIJï de R en D , et ainsi de suite : 
on joindra les points obtenus K, L, D, etc., par la ligne CKLD. . . . (*), 
et cette ligne sera Fune des branches de la développante cherchée. L’autre 
branche COZV, se construira par le même moyen ; et comme le chois du 
point C est arbitraire, on pourra , avec la même développée ABCN , con- 
struire une infinité de développantes. 

io5. Étant donnée une courbe plane quelconque VOCDE , on peut aussi 
la considérer comme une développante , et construire sa développée ABCN . 
F.u effet , concevons qu’on mène par tons les points de la courbe \ OCDE 
des normales à cette courbe ; chaque normale sera coupée , par la normale 
précédente, eu un point, et par la normale suivante en un autre point ; 
ics deux points comprendront un élément infiniment petit de cette normale , 
et la suite des élémeus semblables de toutes les normales formera une 
courbe continue AI1CN , qui leur sera tangente à toutes , et qui sera le lieu 
de leurs intersections consécutives. Or, je dis que cette courbe sera la dé- 
veloppée de VOCDE. Pour le prouver , soient Zy, zy, deux normales con- 
sécutives de VOCDE , y le point où elles se coupent , Y le point on la 
première est coupée par la normale précédente, et Y' celui où la seconde 
est coupée par la normale suivante : les droites infiniment petites \y, y\ , 
appartiendront à la courbe ABCN . Cela posé , imaginons qu’un fil enveloppe 
sur cette courbe vienne à sc développer, il occupera , dans un certain instant 
de sou mouvement, la position XZy\ U ; 1 instant d après , il occupei a la 
position jrrjY'U : mais les côtés Z» , zy, du triangle mixtiligne infiniment 
étroit Z zy, dont les angles en Z et z sont droits , et dont l’angle en y est 
infiniment petit, sont égaux entre eux ; donc le point décrivant , qui dans le 
premier instant sc trouvait en Z , sera en z dans le second , c’est-à-dire, 
que ce point n’aura pas quitté la ligne VOCDE. Et comme il en sera de 
même pour tous les autres instans , il en résulte que le point Z engendrera 
la développante VOCDE; d’où il' suit que la courbe tangente à toutes les 
normales d’une autre courbe , est une développée de cette dernière. 

D’après cela il ne s’agira , pour obtenir la développée d’une ligne donnée 
VOCDE , que de mener un nombre suffisant de normales à cette ligne ; 


(*) Pour bien tracer la ligne CKLD, il font beaucoup de soin et beaucoup d’habitude; 
et il est nécessaire que les points K,L,D, etc. soient assez rapprochés les uns des autre» 
pour bien accuser la forme de cette ligue. L’art de bien mettre au trait une ligne courbe est 
indispensable à tous ceux qui veulent appliquer la Géométrie descriptiie (139). 
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et la courbe ABCN, décrite de manière à les toucher toutes, sera cette dé- 
veloppée (*). 

106. Le cercle <pZf, qui a son centre Y au point de contact de la nor- 
male Zj et de la développée , passe par les élémens infiniment petits WZ, 
Z z, de VOCDE; car le point Y est l’intersection des perpendiculaires éle- 
vées sur les milieux de WZ et de Z z, ou, autrement dit , il est l'intersec- 
tion des normales consécutives qui rencontrent les élémens WZ et Z z : donc 
ce cercle est le cercle osculateur en Z. 

Il suit de là que la développée de la ligne plane VOCDE est le lieu des 
centres de courbure de cette ligne (**). 

11 est clair d’ailleurs que le cercle osculateur <pZz se trouve, par rapport 
aux élémens de contact WZ, Zs, d'un côté <p au dehors de la développante, 
et de l’autre côtéf au dedans. 

107. Nous conclurons de ce qui précède que chaque courbe plane a dans 
son plan une développée et une infinité de développantes qu’on sait con- 
struire quand on sait mener des tangentes à la courbe donnée. De chaque 
développante obtenue, on peut déduire encore une infinité de dévelop- 
pantes, et ainsi de suite; en sorte qu’une seule courbe conduit à une fa- 
mille immense de développantes. 

Nous verrons dans le Complément (783) , en nous occupant des déve- 
loppées des courbes à double courbure , qu’une courbe quelconque a aussi 
une infinité de développées, qui forment une famille aussi nombreuse que 
celle de ses développantes. 

108. Mais il y a entre les développées et les développantes des diffé- 
rences à remarquer. Dans l’état actuel de la science , on ne sait pas déter- 
miner, sans le secours de l’analyse, les points de contact des normales 
d’une courbe avec la développée de cette courbe (***). 11 résulte de là, 1 °. que 
la développante qu’on peut en déduire est connue par la détermination 
graphique d’autant de ses points qu’on en veut , tandis qu’on n’obtient la 
développée que par les tangentes de cette dernière, ce qui en rend le tracé 
fort difficile; a°. qu’on ne peut pas construire synthétiquement les normales 


(*) U est assez difficile Je décrire exactement des lignes qui ne sont déterminées que par 
leurs tangentes; cependant cela est quelquefois indispensable dans la pratique. 

('*) 11 n’en serait pas ainsi dans le cas où la ligne donnée serait à double courbure (77a). 
("*) On verra , dans le Complément (771), un moyen d’obtenir les points de contact des 
tangentes ZY, ON , etc. ; mais c’est seulement pour le cas où la courbe ABCN est menée. 
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de la développée , et , conséquemment , qu'on ne peut pas déduire d’une w -■ 
développée, sa propre développée, et la développe de sa développée, etc. Flg ' 
rog. Lorsque la courl >c plane donnée est une circonférence de cercle , 
les deux branches CDE, COV, de la développante, sont symétriques par 
rapport à la droite QC , menée par le point C et par le* centre de cette cir- 
conférence; chaque branche fait autour de ce centre une infinité de cir- 
convolutions, dans lesquelles elle s'agrandit de plus en plus, et la déve- 
loppante prend le nom de spirale développante du cercle. C’est une courbe; 
dont nous ferons fréquemment usage , et qu’il sera toujours facile de con- 
struire par le procédé du n° 104. 

Passons maintenant à la théorie des hélices. 

11 o. DES HÉLICES. Soit ABCDE une courbe quelconque tracée sur le hg. 5 . 
plan horizontal. Prenons surcetle courbe une suite de points A, B, C, D. . . , 
et’imaginons par ces points des verticales (A , A'A"), (B, KB'), (C, IC'). . . ; 
puis concevons .qu’une certaine courbe coupe toutes ces verticales en des 
points (A, A*), (B, B'), (C, C'). . . , tels que les hauteurs de ces mêmes 
points au-dessus du plan horizontal soient dans un rapport constant avec 
les ares AB, AC, AD. . ., rectifiés : cette courbe sera ce qu’on appelle une 
hélice. 

Pour obtenir la projection verticale de cette hélice, voici les construc- 
tions qu’il faudra faire. On prendra sur un plan deux droites rectangulaires 
ad, dd' , ayant entre elles le rapport constant des hauteurs aux arcs; on 
mènera la droite ad ' , puis on rectifiera les arcs AB, AC, AD . . . , de a en b, 
dert en c, de n en d, etc.; on élevera ensuite les droites bb' , ce 1 , dd' . . ., 
perpendiculairement sur ad, et ces droites seront les hauteurs , au-dessus 
du plan horizontal, des points de l’hélice qui se projettent en A, B, C, etc. 

Donc , si l’on porte bb' de K en B', cd de I en C', dd' de K en D', et ainsi 

de suite, les points A', B', C', D' , qu’on obtiendra; détermineront la 

projection verticale cherchée A'B'C'D'. . . 

ni. Il résulte de ces constructions que si l’on découpe le triangle add! , 
et qu’on place la ligne dit sur (D, KD'), puis que l’on courbe le plan add! 
de manière que les longueurs ab, bc , cd . . . , s’appliquent sur leurs égales 
AB, BC, CD. . ., les points a, b', d . . ., viendront s’abattre en (A, A'), 

(B, B'), (C, C') — , et la ligne droite att , ainsi courbée, coïncidera avec 
l’hélice (ABC. . . , A'B'C'. . .), sans que la figure adif ait éprouvé ni déchi- 
rure ni duplicalure. 11 est évident que le seul changement que cette figure 
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aura subi, c'est qu’elle se sera divisée en trapèzes infiniment étroits b'bcd, 
c'cdtl . . dont les plans auront tourne sur les arêtes bb\ cd , det . . ., sui- 
vant lesquelles ces trapèzes se joignent, de façon que la ligne abede .. . 
prenne la courbure ABCDE.. . Or, il est clair que dans ce changement , 
l’angle constant b'ab, que les élémens de aef font aveé ad, n'aura nulle- 
ment varié; donc tous les élémens de la courbe (ABC. . ., A'B'C' . . .), font 
le même angle b' ah avec le plan horizontal. 

Cette propriété remarquable caractérise les hélices, et équivaut, comme 
on va voir, à leur définition (*). En effet, imaginons qu’ou divise une 
hélice (ABC..., A'B'C'...), en arcs infiniment petits , et que l’on forme 
sur chaque arc élémentaire un triangle rectangle dont un côte soit ver- 
tical et l’autre horizontal ; il est clair que tous ces triangles seront égaux 
entre eux , comme étant formés avec des hypothénuses égales , semblable- 
ment inclinées sur le plan horizontal. Or, il suit de là que si, à partir d’un 
point quelconque (A, A') de l’hélice, 011 prend deux arcs à volonté (AB, 
A'B'), (ABCD, A'B'CD'), les projections horizontales AB, ABCD, de ces 
arcs , seront formées par autant de côtés horizontaux des triangles en ques- 
tion, que les hauteurs KB', KD', des extrémités (B, B 1 ), (D, D'), de ces 
mêmes arcs au-dessus du point (A, A'), contiendront de côtés verticaux 
des memes triangles. Donc les hauteurs KB', KD' , seront proportionnelles 
aux arcs AB, ABCD : ce qui est justement la définition dont nous sommes 
partis ( 11 o). « 

1 1a. Puisque tous les élémens de l’hélice (ABC. . . , A'B'C'. . .), font le 
même angle b'ab avec le plan horizontal , il sera aisé d’obtenir la tangente 
en un point donné (D, D') de cette hélice. Pour opérer de la manière la 
plus simple , voici ce qu’il faudra faire. On mènera par le point D de la 
projection horizontale de l’hélice , la droite DT tangente à cette projection, 
et cette droite sera nécessairement la projection horizontale de la tangente 
cherchée (90); on prendra DT égale à l’arc DCBA rectifié; on construira la 
projection verticale T' du point T; enfin, on mènera T'D', et la droite 
(TD, T'D') sera tangente en (D, D') à l’hélice (ABC. . ., ’A'B'C'. . .). En 


(*) Il est clair que céltc propriété confient à la ligne droite aussi bien qu’aux hélices 
c’est que la ligne droite est l’hélice qui correspond au cas où la ligne ABCD est clic -même 
uneligne droite. Malgré cela, on ne considère pasordinairement unelligne droite comme 
appartenant à la famille des hélices, parce qu’on suppose toujours que la ligne ABCD... 
soit courbe. 
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effet, cette tangente doit être dans le plan projetant vertical qui a pour 
trace la tangente en D à la courbe ABC... , et elle doit faire, avec le 
plan horizontal, un angle égal h l'angle liai) : or, la première condi- 
tion est évidemment satisfaite; et quand à la seconde, il est facile de 
voir quelle l’est aussi , car on a cette proportion : l’arc ABCD , égal à TD , 
est à la hauteur KD' du point donné au-dessus du point (A, A'), comme 
*> ab est à bb' . 

Il est clair que si l’ou voulait développer sur DT , au lieu de l’arc DCBA, 
tout autre arc DCB commençant au point D, la tangente s’obtiendrait par 
* les mêmes constructions, moyennant qu’on substituât au plan horizontal 
qui passe par le point (A, A'), celui qui contient le point (B, B'), cor- 
respondant à l’extrémité B de l’arc DCB. 

ix3. Maintenant que nous savons mener des tangentes aux hélices, nous 
m allons démontrer que ces courbes sont des courbes à double courbure dans 
tous les cas où La ligne ABCD. . . n’est pas une ligne droite. Pour cela, 
cherchons le beu des points, tels que T, où les tangentes à l’hélice (ABC. . ., 
A'B'C'. . .) percent le plan horizontal. On sait, par ce qui a été dit plus 
haut, que le point T est sur la droite TD, tangente en D à ABCDE. . . , à 
une distance du point D égale à l’arc développé ABCD; d’où l’on voit que 
le lieu cherché est la développante AltTS de ABCDE. . . Mais si l’hélice 
était une courbe plane , scs tangentes seraient toutes dans un même plan ; 
donc elles perceraient le plan horizontal suivant une droite: or, elles le 
percent suivant une développante; donc l’hélice est une courbe à double 
courbure. 

1 14- On donne à la courbe ABCD. . . , au moyen de laquelle une hélice est 
construite, le nom de base de l’hélice. Et lorsque cette base est un cercle, 
comme dans le cas de la figure , on appelle la courbe (ABC ... , A'B'C') . . . , 
hélice à base circulaire , la ligne verticale (0, ATC), axe de t hélice , et la 
hauteur A’A'', comprise entre deux intersections consécutives de la courbe 
avec une verticale (A, A'A"), pas de l’hélice. 

il 5. Nous ferons observer en passant qu’une hélice à base circulaire 
est entièrement déterminée quand on en connaît la base et le pas; car on 
sait alors que la projection AB d’un arc de cet hélice étant une certaine 
fraction de la base, cet arc s’élèvera, de l’extrémité (A, A') à l’extrémité 
(B, B ), de la même fraction du pas. Ou déduit aussi de ces données l’in- 
clinaison de l’hélice , c’est-à-dire l’angle de sa tangente avec le plan hori- 
zontal : en effet, si l’on décrit un triangle rectangle, en portant la circcm- 
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férence de la base sur une horizontale , et le pas sur une verticale , 
l’hypotcnusc de ce triangle aura l'inclinaison cherchée. 

1 16. Ces considérations, en même temps quelles nous font connaître les 
hélices, nous font connaître encore une autre espèce de courbes : ce sont 
les projections verticales des hélices dont les liases sont des cercles. On dé- 
égne ces courbes sous le nom de sinusoïdes (*). 

Il est évident quelles s’étendent à l’infini suivant l’axe A'X, ét quelles 
le coupent en une infinité de points. A', E', A", etc. Comme on sait mener 
une tangente T D' en un point quelconque D' d’une de ces courbes (1 la), 
il est aisé de voir que la courbure d’une sinusoïde chauge de seus aux; points 
A', F.', A", etc., où elle coupe l’axe A'X. Ces points s'appellent, par cette 
raison , des points iT inflexion. Ils reçoivent , dans le cas particulier des si- 
nusoïdes , le nom de jmints de serpeutement. 

1 17. Nous savons donc maintenant, au moyén de ce qui précède, et au . 

moyen de la Note 1 r , construire des lignes d’une infinité d’espèces, savoir ; 
des cercles , des ellipses , des hyperboles , des paraboles; des spirales dé- 
veloppantes de cercles; des hélices à bases circulaires; des sinusoïdes ; des 
développantes de cercles, d’ellipses, d’hyperboles et de paraboles; des dé- 
veloppantes de ces développantes, et une infinité de développantes d’autres 
développantes; enfin, tontes les hélices qui auraient pour bases des courbes 
des espèces précédentes. _ 

De plus, nous savons mener des tangentes à toutes ces lignes, lorsque 
le point de contact de la tangente demandée nous est donné. Mais, comme 
il faut souvent mener des tangentes sans avoir leur point de contact, il est 
convenable que nous rangions parmi les questions que nous avons à ré- 
soudre sur les lignes courbes, plusieurs problèmes relatifs aux tangentes. 

118. PROBLÈMES SUR LES TANGENTES et sur les lignes courbes 
en général. On a besoin de déterminer les tangentes dans trois cas pritici- 


(*) Ce nom est tiré <lc leur équation , qu’il est facile d’ obtenir. Prenons A'X pour axe 
des abscisses, et A'Y pour axe des ordonnées. Abaissons B'P et H/) perpendiculairement* 
sur A'X et sur AO; By> sera ce qu’on nomme le sinus de l’arc AB, et nous aurons 
PB' = y>B = sin arc AB ; et comme le rapport de l’arc AB à la hauteur RB'; égale à A'P , 
est constant (1 10), on aura, en appelant m ce rapport, arc AB = n> X KB'. En désignant 
donc suivant l’usage A'P par x , et PR parjq il viendra : PB' = tin mx, ony — sin mx , 
qui est l’équation cherchée. Elle exprime, comine on voit, que l’ordonnée est le sinus 
d’un multiple de l’abscissc. 


Digitized by Google 


C1IAP. tV. DES LIGNES COURBES. 45 

paux , lorsque lç point de contact est connu ; lorsqu’on connaît un point 
de la tangente, et enfin lorsqu’on connaît sa direction, c’est-à-dire une 
droite qui lui soit parallèle. . 

Le premier cas a été traité n° 94 ; ainsi , nous n’avons à nous occuper 
que des deux derniers. Avant d’aller plus loin , voyons s’il est toujours 
possible de mener, par un point; ou parallèlement à une droite arbitraire- 
ment choisie , une tangente à une courbe donnée. 

1 19. Pour cela, concevons dans l’espace une ligne courbe quelconque , 
et imaginons menées, indéfiniment en tous sens , toutes les tangentes de 
cette courbe; il est évident que ces tangentes formeront une surface parti- 
culière , qui sera le lieu de tous les points des tangentes de la courbe en 
question. Donc, pour qu’on puisse mener par un point donné une tan- 
gente à cette courbe, il faudra nécessairement que ce point soit dans la 
surface des tangentes ; et s’il s'agit de mener une tangente à la courbe , pa- 
rallèlement à une droite donnée, il faudra que cette droite ait une parallèle 
située sur la même surface des tangentes. 

Si la courbe donnée était plane, par exemple, le lieu des tangentes se- 
rait le plan de la courbe , et pour qu’il y eût une tangente qui passât par 
un point donné hors de la courbe , ou qui fut parallèle à une droite donnée, 
il faudrait que le point donné fût dans le plan de la courbe, ou que la droite 
donnée fût parallèle à ce plan. 

1 ao- Il suit de là que s’il s’agit de mener par un point une tangente à 
une courbe, ce point ne pourra être donné que par une seule de ses pro- 
jections , et la seconde projection s’ensuivra ; car si on se le donnait par ses 
deux projections, la tangente demandée n’existerait pas, à moins que, par 
hasard , ce point ne se trouvât sur la surface des tangentes. 

De même, si la tangente demandée devait être parallèle a une droite 
donnée , et qu’il n’existât pas entre cette droite et la courbe de relations 
particulières , d’après lesquelles la droite dût avoir une parallèle sur la 
surface des tangentes, on 11e pourrait se donner que l’une des projections 
de la droite , et l’autre s’ensuivrait. 

Cela posé , passons à la résolution des problèmes que nous avons an- 
noncés au n" 1 17. 

1 a 1 .. Problème i . Mener une tangente à une ligne courbe ( ACB , 
A'C'B'), par un point de V espace dont la projection horizontale M soit connue. 

Puisqu’on sait mener des tangentes à la courbe (ACB , A'C'B ) (9/,), lorsque 


PI. 8. 
Fig. >■ 
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N » le point de contact de ces tangentes est donné , on en saura mener dans le 

Fl * '* même cas aux projections ACB , A'C'F, de cette courbe (go) , et l’on pourra 
en déduire leurs normales (g 3 ). Or, il résulte de là un moyen facile de 
mener la tangente demandée. 

Prenons sur ACB une suite de points a, a', a". . ., et menons par ces 
points les droites ab, a'b', a" b ". . ., normales à ACB. Par le point M abais- 
sons sur ces normales les perpendiculaires Mi, Mi', Mi". . ., et décrivons 
le lieu b b' b" b '". . . des points où se rencontrent chaque normale et la per- 
pendiculaire correspondante. Ce lieu contiendra nécessairement le point de 
contact C de la tangente cherchée ; car la normale suivant ce point , et la 
perpendiculaire abaissée du point M sur cette normale, ont pour intersec- 
tion commune ce même point de contact : donc il sera l’intersection de la 
projection ACB et de la courbe ii'i'i™. . . Donc enfin, si l’on mène par 
cette intersection et par le point M, la ligne droite MC, cette ligne sera la 
projection horizontale de la tangente demandée. 

Ayant trouvé la projection horizontale C du point de contact, sa projec- 
tion verticale C' s’ensuivra; et en menant la droite CM', tangente en C' à 
la courbe A'CB', on aura la tangente demandée (CM, CM'). 

Si l’on mène par le point M la droite MM* perpendiculaire à la ligne de * 
terre , elle coupera CM' en un point M', qui sera la projection verticale du 
. point donné. On voit par là que le point (M, M') était complètement dé- 
terminé par la seule projection M (120). 

Fig. a. 1 22. Problème 2. Étant donnée une courbe (ACB, A'CB'), et con- 
naissant la projection horizontale PQ d une ligne droite; on demande de 
mener à la courbe donnée une tangente dont la projection horizontale soit 
parallèle à PQ. 

Menons d’abord une ligne droite tangente à la projection horizontale ACB 
et parallèle à PQ. Pour cela , nous prendrons sur cette projection plusieurs 
points a, a ', a'...; par chacun d’eux nous mènerons les tangentes ab, 
db' , db ’. . . à la courbe ACB; nous porterons sur ces tangentes, à partir 
des points de contact a, a', a*. . et d’un même côté de ces poiuts , une 
longueur arbitraire ab = a'b' = d'b" = etc. Par les points obtenus 
b, b', b " . . ., nous mènerons les droites bd, b'd, b"d ". . ., parallèles à PQ, 
et nous prendrons sur ces droites, du côté où quelques-unes d’entre elles 
coupent la courbe ACB, les longueurs bd, b'd, b"d ' . . . , égales à ba. 

Enfin, par les points d, d , d ' . . ., extrémités de ces longueurs, nous mè- 
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nerons la courbe auxiliaire dd'd' . . . : cette courbe coupera évidemment la pi. 8. 
projection ACB; et je dis que le point d’intersection C, sera le point de 1,6 *' 
contact de la tangente cherchée CM. En effet , la courbe auxiliaire dit d". . . 
est le lieu d’une suite de points d, d , d'. . ., qui forment avec leurs cor- 
respondans a et b, d et b', a" et b"..., une suite de triangles isoscèles 
abd, db'd, d'b"d'. . or, celui de ces triangles qui répond à la tangente 
CM , a son angle en b nul ; donc , pour ce triangle , le point d de la courbe 
dd'd' . . . coïncide avec le point de contact a-, donc, etc. 

Connaissant le point C, on en déduira la tangente CM, et l'on obtiendra 
la tangente demandée (CM, CM') , en menant par la projection verticale C' 
du point de la courbe donnée projeté horizontalement en C, la tan- 
gente CM' (*). ■ • 

ia3. Problème 3. Une courbe , (ABC, A'B'C') étant donnée avec un 
plan (DE, EF), on demande leurs points d intersection. 

Pour résoudre ce problème, nous concevrons par la projection horizon- 
tale ABC de la courbe donnée , une suite de verticales; elles formeront 
une des deux surfaces projetantes de la courbe donnée , et cette surface 
contiendra tous les points de cette courbe : donc elle contiendra les points 
cherchés. Mais le plan (DE , EF) contient aussi ces points ; donc ils sont 
sur l’intersection de ce plan avec la surface en question : donc les points 
cherchés sont communs h cette intersection et à la courbe donnée. Or, il 
devient, d’après cela, aisé de les trouver. 

Cherchons d’abord la courbe d’intersection du plan (DE, EF) avec les 
verticales qui ont leurs pieds sur ABC. Il est clair que cette courbe aura la 
ligne ABC pour projection horizontale : construisons donc sa projection 
verticale. Pour cela , nous mènerons une suite de plans verticaux , comme 
(GK, KK'), dont les traces horizontales GK soient parallèles à DE; chacun 
d’eux coupera la surface qui est formée par les verticales dont les pieds sont 
sur ABC, suivant l’une (G, gG') de ces verticales, et le plan (DE, EF), 
suivant une horizontale (KG, K'G') facile à déterminer. Ces deux droites 
(G, gG'), (KG, K'G'), se rencontreront en un point (G, G'), qui sera l’in- 
tersection de la verticale (G, gG') avec le plan (DE, EF); donc, si l’on 
mène une courbe D'B'L', par les projections verticales de tous les points 


(*) Pour bien connaître la méthode qui vient île servir à la réaol ut ion des deux derniers 
problèmes , voycx la Note 3. 
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obteuus comme (G, G "), celle courbe sera la projection verticale de l'inter- 
section cherchée. 

Nous connaissons donc maintenant deux lignes (ABC, A'B'C'), (ABC, 
D'B'L'), qui contiennent les points demandés; et comme elles ont même 
projection horizontale ABC, ces points seront nécessairement ceux qui 
auront pour projections verticales, les points d'intersection des deux pro- 
jections A'B'C', D'B'L'. 

Dans le cas de la figure, ces projections ne se coupent qu’en un seul 
point B', qui correspond au point B de la projection horizontale; donc le 
plan (DE, EF) n’est percé par la courbe (ABC , A'B'C') que suivant le seul 
point (B , B'). 

124. Exécution de l'épure. La partie (ADB, A'B') de la courbe donnée 
est évidemment vuq sur les deux projections : ainsi les lignes ADB, A'B', 
doivent être pleines. La partie inférieure (BC , B'C') de la même courbe 
est sous le plan donné , si on la considère par rapport au plan horizontal , 
et derrière ce plan , si on la considère par rapport au plan vertical , les 
arcs BC et B'C' doivent en conséquence être ponctués ( 5 G). Quant à la 
courbe D'B'L' et aux autres lignes de l’épure, ce sont des lignes de con- 
struction. 

ia 5 . Scholic 1". Les constructions au moyen desquelles le problème 
précédent vient d’être résolu , auraient pusétre faites au moyen de la courbe 
ABC , comme elles l’ont été au moyen de la courbe A'B'C'. Alors la surface 
projetante employée, au lieu d’être formée par les verticales dont les pieds 
sont sur ABC , aurait été formée par des horizontales perpendiculaires au 
plan vertical suivant les points de A'B'C', et l’on aurait trouvé pour résultat 
le même point (B, B') obtenu par les premières constructions. On peut par 
conséquent user , dans la pratique , de deux moyens cquivalens qui se 
servent mutuellement de vérification. 

126. Scholic 2. Supposons que le plan donné soit l’un des plans de pro- 
jection, le plan horizontal, par exemple. La surface projetante qui, dans 
la solution générale , coupe le plan donné suivant (ABC , D'B'L'), coupera 
le plan horizontal suivant la ligne (ABC, EC), la ligne D'B'L' sera consé- 
quemment remplacée par EC', et les opérations qui donnaient le point B' 
donneront le point C. En élevant donc par ce dernier point la droite CC' 
à angle droit sur EC', on obtiendra la trace horizontale (C, C') de la courbe 
donnée. C’est ce qu’on savait déjà (86). 

127 . Scholie 3. Supposons que le plan donne soit perpendiculaire à l’un des plans de 
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projection , par exemple , au plan liorixnntal; et soit (AB , AC) le plan donné, et (MTS P , PI. 8. 
M'N'P') U courbe donnée. La surface projetante verticale de cette courbe coupera le 4 
plan (AB , AC) suivant les verticales (M , MM') , (P , PP) , dont les pied» sont en M et P ; 
ces verticales remplaceront la courbe auxiliaire ( ABC , D’B'L') de la Gg. 3 , et elles con - 
tiendront par conséquent les points cherché»; donc ces points se projetteront liorirontale- 
nient en M et P. Quant à leurs projections verticales M' et P , elles s’ensuivent des pro- 
jections horisontalcs, et d’ailleurs les lignes MM'etPP, qui remplacent la courlse D'B'l.' 
de la fig. 3 , coupent la ligne M'N'P suivant ces projections verticales. 

Si le plan donné était perpendiculaire au plan vertical , les constructions seraient tout-à- 
fait semblables. D’où l’on voit que les intersections d’une courbe donnée , et d’un plan 
pcrpeiùTîculniro à Pun des plans de projection , se déterminent avec une extrême facilité. 

08. Problème 4 * P r «e courbe et un point 'l iant donnés , on demande les plans twr 
m lux à celte courbe menés par U point donné. 

Pour résoudre ce problème, imaginons qu’on prenne une suite de points sur la courbe 
donnée; que l’on mène par ces points des tangentes à cette courbe; que l’on abaisse , 
par le point donné, des plans perpendiculaires à ces tangantes; que l’on déterrante le* 
points d’intersection de chaque tangente et du plan |Hrpendiculaire correspondant; et 
enfin que l’on mène une ligue courbe auxiliaire par ces points. Cette ligne étant le lieu 
des points de l’espace où chaque tangente est coupée perpendiculairement par un plan 
passant par le point donné, elle contiendra évidemment les points de la courbe donnée 
suivant lesquels les plans demandés sont normaux à cette Courbe ; donc ces points seront 
communs à la courbe auxiliaire et à la courbe donnée. Il est clair , d’après cela , qu’ils 
seront connus dits que la courbe auxiliaire sera décrite. Or, quand on connaîtra ces points, 
on mènera les tangentes correspondantes, ou abaissera ensuite par le point donné des plans 
perpendiculaires à ces tangentes, et ces plans seront les plans demandés. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire les constructions. 

139. Il y aurait encore un grand nombre de problèmes à résoudre sur 
les lignes considérées par rapport aux points, aux droites et aux plans; 
mais il, est temps dejjob* occuper des surfaces. Toutefois, nous ferons re- 
marquer, avant de quitter ce chapitre, que les quatre problèmes précédens 
n'exigent pas seulement que l’on trace les courbes qui servent à représen- 
ter les données; leurs solutions exigent encore que l’on sache mettre au 
Irait, avec beaucoup d’exactitude, une courbe auxiliaire déterminée par 
des points. Plus nous avancerons et plus nous reconnaîtrons que pour opé- 
rer sur les grandeurs géométriques, il est nécessaire de savoir bien dessiner 
les lignes courbes. D’après cela, les commencans doivent, par l’exercice, 
se former l’œil et la main à ce genre de dessin (915—917). 
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SURFACES COURBES. 


CHAPITRE PREMIER. 

Du mode de représentation des surfaces courbes. 

1 5o. Les projections des lignes droites et les projections des lignes courbes, 
fournissent, comme on l’a vu dans les Préliminaires, des représentations 
rigoureuses de ces grandeurs. Ces représentations sont telles , que si l’on 
mène une droite perpendiculaire à la ligne de terre, cette droite coupe les 
deux projections d'une ligne droite, ou les deux projections d’une ligne 
courbe, en deux points, qui sont les deux projections d’un même point de 
la droite ou de la courbe représentée, et qui représentent ce point(i6et 19). 

11 suit de là que, dans le mode de représentation des lignes droites et 
des lignes courbes, chaque point de ces ligues est réellement représenté. 

Il ne peut pas en être ainsi pour les surfaces; car il faudrait pour cela , 
non-seulement que les projections de chacun de leurs points fussent indi- 
quées sur les plans de projection , mais eucore que les deux projections 
d’un même point eussent des marques particulières qui indiquassent leur 
dépendance. Or, l’usage que nous avons déjà fait de la méthode des projec- 
tions montre suffisamment qu’un semblable mode de représentation serait 
impraticable, et qu’il n’aurait aucune fécondité. 

1 5 1 . Aussi avons-nous représenté le plan , qui est la plus simple des sur- 
faces , au moyen de scs intersections avec les plans de projection , et non 
pas au moyen des projections de ses points. Il s’agit donc de trouver, pour 
les surfaces en général , un mode de représentation analogue à celui qu’on 
emploie pour représenter le plan. C’est à quoi vont nous conduire les con- 
sidérations suivantes. 

i3a. Concevons une ligne dans l’espace, et imaginons quelle prenne un 
mouvement quelconque ; il est clair que le lieu de ce mouvement sera ce 
qu’on appelle une surface. Si la ligne en question est une droite, par exemple, 
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et que le mouvement imprimé soit tel que la droite mobile suive une droite 
fixe en restant constamment parallèle à sa position (*) primitive, la surlace 
produite sera un plan. Et si la ligne mobile est un cercle, et qu’il se meuve 
autour d'un de ses diamètres, la surface produite aura tous scs points à la 
même distance du centre (le ce cercle, et sera ce qu’on appelle une sphère. 

Lorsqu’une ligne en se mouvant décrit ainsi une surface, ou dit quelle 
engendré cette surface. On donne h la ligne mobile le nom de génératrice , 
et l’on désigne, sous celui de géncmtwn , chaque manière particulière d’en- 
gendrer une surface par le mouvement d'une ligne. 

«53. 11 est facile d’indiquer sur une surface connue plusieurs espèces de 
générations. Le plan , par exemple, peut être produit par une droite mobile 
sur deux autres droites menées par un même point, ou par une droite 
passant toujours par un point lixe et se mouvant sur une droite fixe, 
ou par une droite, mobile autour d'un point fixe, de manière qu’elle fasse 
constamment des angles égaux avec deux droites menées par ce point. 

i54- Dans chacune de ces générations, la ligne génératrice est constante 
de forme, puisque c’est toujours une ligne droite; mais il arrive quel- 
quefois qu’on engendre une surface par le nio^en d’une ligne variable de 
figure en même temps quelle varie de position. 

Imaginons dans l’espace un cercle vertical , et concevons qu'un cercle 
horizontal mobile ait successivement pour diamètre toutes les cordes hori- 
zontales du cercle vertical ; on voit que le cercle mobile variera de rajon, 
et par conséquent de figure, à mesure qu’il changera de hauteur, et qu’il 
décrira dans son mouvement une surface sphérique. 

1 35. Concevons maintenant une surface quelconque soumise à la loi de 
continuité (**), et coupons-la par un plan horizontal ; la section sera aussi 


(*) Noos prendrons souvent une position d’une ligne mobile on d’une surface mobile , 
pour cette ligne ou cette surface dans cette position : nous croyons que le discours en sera 
toul-i-ln-fois plus clair et plu» oouci*- 

(**) On dit qu’une surface on qu’nne ligne est soumise à la loi de continuité j lorsque 
tous les points de cette surface ou de cette ligne satisfont à une seule et même définition. 
Ainsi une sphère est une surface soumise à la loi de continuité , parce que tou» ses points 
satisfont à 1a condition adéquate d’étre à une distance donnée de son centre. Un are de 
cercle est , par la même raison , une tourbe soumise à la loi de continuité. Mais une ligne 
qui ferait formée de plusieurs ares , ne serait point soumise à oette loi , parte que tu con- 
dition à laquelle satisferaient les points d’un sue, ne serait pas identiquement k même 
que celle à laquelle satisferaient les points d’au autre arc. 
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une ligne soumise à la loi de continuité, et cette section qui, dans des 
cas particuliers , pourrait être absolument la même, quelle que fût la hau- 
teur du plan coupant, variera en général de grandeur, selon la hauteur 
de ce plan. Or, si l'on imagine quelle se meuve suivant des lois conve- 
nables pour qu’elle coïncide , à chaque hauteur , avec la surface donnée , 
il est clair que, dans son mouvement, elle engendrera cette surface. 

Pour donner l’idée d’une autre génération , imaginons que la surface 
quelconque donnée ait une position fixe dans l'espace, et concevons qu’un 
point soit déterminé invariablement par rapport à cette position. Si l’on 
suppose qu’une sphère variable de rayon ait pour centre ce point, chaque 
surface sphérique individuelle coupera la surface donnée suivant une cer- 
taine ligne ; la nature de cette ligne dépendra de celle de la surface donnée , 
et, lorsque l’on connaîtra le rayon de la sphère variable, la forme et la po- 
sition de la même ligne s'ensuivront. Si donc on fait varier le rayon do 
la sphère depuis zéro jusqu’à l'infini, cette ligne, d’après les variations 
de ce rayon , se mouvra en changeant à la fois de forme et de position , 
de manière à produire la surface donnée. 

1 36. 11 est clair qu’on peut imaginer pour chaque surface nn nombre 

infini de ces générations, dans lesquelles les génératrices seraient constantes 
de forme, eu variant du positiou, ou variables à la fois de forme et de 
position. — < — 

Et quelle que soit l’une de ces générations, il est évident qu’il suflira, 
pour la déterminer, de douner trois choses, savoir : la génératrice ; la loi 
de son mouvement; et , si elle n’est pas constante de forme, la loi de ses 
variations de forme. Éclaircissons ceci par un exemple. 

137. Soit A un point de l’espace par lequel on ait mené une droite ver- 
ticale D (*). Concevons qu’un cercle horizontal varie de manière que son 
centre soit toujours sur la droite D, et que son rayon, à chaque instant du 
mouvement, se trouve égal à la distance de ce centre au point A : on se 
figurera aisément la forme de la surface engendrée (**), et sa génération 


(*) fl nous arrivera souvent, comme ici, de nommer des grandeurs par do lettres 
<[uine se rapporteront à aucune ligure: dans ce cas on s’apercevra qu’il neiantpasrecourir 
aux planches, soit à ce que l’indication de la ligure ne sera pas à la marge, soit à ce que 
des lignes ou des surfaces, dont la désignation exige toujours plusieurs lettrcssur la gra- 
vure , seront nommées dans le texte au moyeu d’une seule lettre. 

(*•) Ce sera ce qu’on appelle un dru droit ( ao8). 
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se trouvera déterminée par trois conditions; i°. que la génératrice soit un 
arc horizontal ; a", que le centre de ce cercle se trouve toujours sur la ver- 
ticale D; 3°. que le rayon de ce meme cercle soit toujours égal à la distance 
de sou centre au point A. 

■ 38. Dans la plupart des surfaces que l'on emploie dans les arts, la gé- 
nératrice est constante de forme , et la loi de son mouvement est donnée 
par la condition qu’elle soit située d’une manière déterminée par rapporta 
des lignes, des surfaces, ou des plans connus , auxquels on donne les noms 
de lignes directrices , surfaces directrices, et plans directeurs. 

Le plus souvent la génératrice s'appuie sur des lignes directrices, comme 
lorsqu’on engendre un plan par une de ses traces en mouvement parallèle- 
ment à elle-même le long de l'autre trace, ou une sphère par le mouve- 
ment d’un cercle autour d’un de ses diamètres. 

Nous verrons des cas où la génératrice est une droite , et où elle doit 
toucher constamment plusieurs lignes, ou les rencontrer sous des angles 
donnés, ou toucher plusieurs surfaces, ou être toujours parallèle à un 
plan, etc. La suite fera connaître, parmi ces dilléreutcs manières d’engen- 
drer les surfaces , celles qui présentent quelque intérêt. 

i3q. Ce qui précède étant bien entendu, on sentira qu’une définition de surface ne 
|>eint d’ordinaire è l’esprit l'objet qu'elle définit , que lorsqu'elle énonce une génération de 
cette surface. 

Pour développer cette vérité, soient A et B deux points fixes connus, et soit M un 
point mobile éloigné du point A de la distance variable a, et du point B de la distance 
variable C. On peut dire que la surface qui est le lieu de» positions du point M , telles 
que a égale constamment C est un plan; et que celle qui est le lieu des positions du point 
M , telles que la droite a soit constamment perpendiculaire à la droite C est une spliére. 
Mais ce» définitions n’indiquent aucune génération , et ne donnent d’abord l’idée ni dn 
plan ni de la sphère. 

Cependant, elles appartiennent bien à ces deux" surfaces. En effet , concevons par les 
deux points A et B un plan quelconque : toutes les positions du point M qui seront si- 
tuées dans ce plan, et qui satisferont à la première définition, formeront une ligne droite 
perpendiculaire sur le milieu de AB ; et toutes celles qui satisferont à la seconde, forme- 
ront un cercle dont AB sera l’un des diamètres. D’après cela, les deux définitions précé- 
dentes équivalent à celles qui suivent: 

Le plan est le lieu d’une suite de droites perpendiculaires sur le milieu d’une droite AB. 
La sphère est le lieu d’une suite de cercles , avant une droite AB pour diamètre commun. 
Ou, ce qui revient au même, le plan est engendré par le mouvement d’une droite con- 
stamment perpendiculaire en un point d’une droite fixe, et la sphère est engendrée par 
un cercle en mouvement sur un de ses diamètres. Or, ces dernières définitions con- 
viennent au plan et i la sphère , et les peignent à l’esprit. 
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5 * 

Maintenant que l'on doit avoir des idées claires des générations des sur- 
faces et de l’utilité de ces générations, passons à l’exposition du moyen 

quelles procurent pour représenter les surfaces. 

140. Supposons d'abord que le mouvement d’une génératrice constante 
ou variable de forme , soit donné par la condition quelle s’appuie sur une 
directrice connue, en restant constamment placée sur cette directrice d'une 
manière déterminée , comme si , par exemple , ces lignes devaient se couper 
a angle droit, et que la tangente à la génératrice au point d’intersection 
dût être parallèle à un plan donné. 

On commencera par tracer les projections de la directrice : à chaque point 
de cette courbe il correspondra une position de la génératrice; on repré- 
sentera autant de ces positions que cela sera nécessaire , et l’on aura la re- 
présentation de la surface. 

Il est aisé de voir qu’on pourra déduire d’une telle représentation au- 
tant de points de la surface représentée qu'on en voudra, et que les pro- 
jections des diverses positions de la génératrice auront des formes particu- 
lières qui accuseront la forme de cette surface La suite nous montrera 
que ce mode de représentation se prête à toutes les opérations possibles, et 
que chaque projection jouit de l'utile propriété de faire image. 

141. Si la loi du mouvement de la génératrice n’est pas donnée au 
moyen d’une directrice qu’elle doive rencontrer; nvec le secours de cette 
loi, quelle quelle soit, on représentera la génératrice, dans autant de ses 
positions qu’on en voudra , soit qu'elle soit constante de forme en variant 
de position, soit qu'elle soit à la fois variable de forme et de position : 
d'où l'on voit que le mode de représentation dont nous nous occupons 
s’applique à tous les cas. 

Montrons actuellement l’usage qu’on peut faire de ce mode. Nous serons 
conduits à des conséquences importantes , et , par suite, à quelques moyens 
de le rendra plus propre à son objet et à l’exécution de projections bien 
intelligibles. 

14a. Une surface étant représentée par le moyen que l’on vient d’indi- 
quer, il sera toujours facile de construire son intersection avec un plan 
donné. En effet, ayant un nombre suffisant de positions de la génératrice, 
on cherchera les points d’intersection de chacune de ces positions avec le 
plan donné , et ces points appartiendront à l'intersection de ce même plan 
avec la surface en question. En menant donc une première ligne courbe par 
toutes les projections verticales des pointa d’intersection obtenus , une ae- 
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condc courbe par toutes leurs projections horizontales , on aura, avec tonte 
l’exactitude que l’on pourra désirer , les deux projections de la ligne d’in- 
tersection cherchée. 

i45. Si le plan coupant était perpendiculaire à l’un des deux plans de 
projection , les constructions deviendraient extrêmement simples. Suppo- 
sons-le perpendiculaire au plan vertical , par exemple , et nommons T sa 
trace verticale. Tous les points qu’il contiendra se projetteront verticale- 
ment sur cette trace ; donc elle sera la projection verticale de l’intersection 
cherchée. Désignons par A, B, C.,., les projections horizontales des di- 
verses positions de la génératrice , et par A', B', C' . . . , les projections ver- 
ticales correspondantes. Les courbes A.', B', C'. . . couperont la trace T en 
une suite de points a 1 , b 1 , c 1 . qui seront des projections verticales de 
points de cctto intersection. Si donc on rapporte les points a 1 , b ' ,.<? .. ., en 
projection horizontale en a, b, c . . ., sur les courbes respectives A, B, C. . . , 
et qu’on mène la ligne abc . cette ligne sera la seconde projection de la 
courbe cherchée (abc. . a'b'c ' . . 

144. D’après cela, deux surfaces quelconques étant représentées sur les 
plans de projection , ou pourra déterminer leur intersection commune. Pour 
cela, on mènera une série de plans auxiliaires quelconques, de plans ho- 
rizontaux, par exemple; chacun. d’eux coupera l’une des surfaces données 
suivant une première courbe, l’autre surface suivant une deuxième courbe ; 
on construira facilement ces courbes, et les points où elles se rencontreront 
appartiendront à l’intersection cherchée. Donc , si l’on décrit convenable- 
ment une première ligne qui contienne les projections horizontales de ces 
points , puis une seconde ligne qui contienne leurs projections verticales , 
ces deux lignes représenteront cette intersection. 

i 45. Si l’on» conçoit dans l’espace deux surfaces qui ae coupent, si l’on 
conçoit leur intersection commune, et si l’on cherche à sc figurer leurs 
situations respectives auprès de cette intersection , on sera conduit à se de- 
mander les différens angles sous lesquels elles se coupent. 

Or , de même qu’une ligne courbe quelconque peut être considérée 
comme un polygone dont les côtés sont infiniment petits (89) , on peut 
aussi considérer une surface courbe , comme un polyèdre composé d’une 
infinité de facettes infiniment petites, telles qne l’angle que font entre elles 
deux facettes consécutives , diffère infiniment peu de deux droits. Et si l’on 
imagine qu’une de ces facettes élémentaires soit prolongée indéfiniment 
dans tous les sens, il en résultera évidemment an plan qui touchera cette 
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surface suivant 1 élément qui aura été prolongé ; et ce plan sera ce qu’on 
appelle un plan tangent de la surface en question. 

On donne à l’élément qui est commun au plan et à la surface , le nom de 

point He contact ou à' clement de contact. 

146. Cela posé, il est clair qu’on aura l’angle que font entre elles deux 
surfaces en un point de leur intersection , en construisant celui que font 
entre eux les deux plans tangens à ces surfaces en ce point. Ce moyen d'ob- 
tenir un tel angle ( ne peut faire connaître encore que bien imparfaitement 
l’utilité des plans tangens; mais cette utilité sera suffisamment développée 
par la suite. Voyons maintenant comment se construisent ces plans. 

1 47 - Concevons par un point quelconque d'une surface, une infinité de 
courbes situées sur cette surface, et les tangentes à toutes ces courbes; le 
plan tangent au point dont il s’agit sera lelieu de toutes ces tangentes. En 
effet , par cela seul que ces courbes passent par le point de contact du plan 
tangent , elles traversent la facette commune à ce plan et à la surface; elles 
ont , conséquemment , uu élément rectiligne compris dans cette facette : 
mais la tangente à chaque courbe est cet élément rectiligne prolongé (8g) ; 
donc cette tangente est dans le plan tangent, puisque ce plan n’est autre 
chose que la facette prolongée (1 45). Donc, etc. 

148. Et comme deux droites suffisent pour déterminer uu plan, il ne 
s'agira , /mur avoir le plan tangent en un point cT une surface , que de mener 
par ce point deux tangentes à deux courbes connues sur la surface et 
passant par ce meme point. 

149. Il est clair que si les deux courbes avaient une même tangente , le 
plan tangent resterait indéterminé. 

Et si ce point de contact était sur une ligne multiple , c’est-à-dire suivant 
laquelle la surface se coupât elle-même, cette surface aurait en ce point 
plusieurs plans tangens, et deux tangentes à deux courbes menées par le 
point de contact, pourraient ne pas appartenir au même plan tangent; 
elles détermineraient alors un plan coupant et non tangent (71a note.) 

t5o. Toutefois, de ce qu’un plan coupe ttne surface, on-ne peut pas 
conclure qu’il ne soit pas tangent à cette surface ; la suite nous en donnera 
de nombreux exemples {voyez les problèmes des n°’ 3oo et 3o6). Sous ce 
rapport, une portion de surface est ce qu’on appelle convexe lorsqu’elle 
n’est pas coupée par ses plans tangens ; et on la nomme non-convexe quan d 
au contraire ces plans la coupent et la touchent tout-à-la-fois. 

La propriété qu'on vient de voir n" 147 est de la plus grande impor- 
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tance, parce qu elle conduit (148), dans presque tous les cas usuels , à la 
construction du plan tangent. 

i 5 i. Supposons , par exemple , qu’il s'agisse de mener par un point d’une 
sphère un plan tangent à cette sphère. On concevra quelle soit engendrée 
par un cercle mobile autour d’un de ses diamètres, et l’on remarquera que 
chacun des points de la génératrice décrit, dans le mouvement qui pro- 
duit la sphère , un cercle perpendiculaire à la charnière. D’après cela on 
conçoit qu'il sera facile de mener par le point de contact donné, i°. une 
position de la génératrice; a", le cercle, perpendiculaire à la charnière, 
correspondant au point de contact. On aura.donc deux lignes qui se croise- 
ront en ce point; on leur mènera des tangentes par ce même poiut , et le 
plan tangent cherché sera déterminé. 

i 5 a. Les plans tangens offrent un moyen graphique de mener des tan- 
gentes aux lignes d’intersection des surfaces; car un point de l’intersection 
de deux surfaces étant sur un clément rectiligne de cette intersection, et 
cet élément étant lui-même l’intersection des deux facettes correspondantes 
de ces surfaces , l’élément rectiligne prolongé est l'intersection des facettes 
prolongées; c’est-à-dire que la tangente en un [toint de l’intersection de 
deux surfaces est la ligne droite suivant laquelle se coupent les plans tan- 
gens à ces surfaces en ce point. 

1 53 . Parmi les intersections de surfaces , il y a une classe de lignes dont 
on fait un grand usage dans la Géométrie descriptive : ce sont leurs inter- 
sections avec les plans de projection. On donne le nom de traces à ces in- 
tersections. Ces traces n'étant autre chose que la suite des points où les 
diverses positions de la génératrice percent les plans de projection , elles 
s'obtiennent avec une grande facilité ( 1 26). Et comme, c’est à ces plans que 
l’on rapporte les positions de toutes les grandeurs , les traces , en général , 
aident puissamment à se bien ligurcr la situation d’une surface représentée. 

Cette fonction les rend très utiles , aussi les indique-t-on toujours sur 
une représentation soignée. Ou verra qu’il y a des cas simples où elles pour- 
raient suflire seules pour représenter une surface, et pour qu’on put faire 
sur celte surface toutes les opérations possibles (210 et G06). 

i 54 * Les contours qui enferment les projectious des points d’une surface 
jouissent , encore plus pleinement que les traces , de la propriété de surtire 
quelquefois seuls à la représentation de cette surface; ce sont des espèces de 
profils qui dessinent les formes représentées, et qui, jusqu’à un certain 
point, en donnent le sentiment (204). 
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Puisque ces contours enferment sur chaque plan de projection l'espace 
ou se projettent les points d’une surface, il est facile ai général de les dé- 
terminer; en effet , ayant représenté la génératrice dans un nombre suiiisaut 
de ses positions , les lignes telles que nn'ri'ri", qui toucheront et enferme- 
ront les projections mnp , m'n'p', iri'ri’p' correspondantes à ces positions , 
seront les contours cherchés. Mous verrous dans la suite (387) un autre 
moyen de les déterminer. 

Ces contours sont quelquefois des lignes droites , et , pour l'ordinaire , 
ils s’obtiennent alors fort aisément. 

1 55 . Lorsque la génératrice «J’tUK surface est composée de branches sé- 
parées, comme celles d’une hyperbole , par exemple, sa surface est souvent 
formée de parties distinctes, ou même isolées, qu’on nomme nappes 
( 228 note, et 897), et il eu résulte naturellement qu’il y a pour chaque 
nappe un contour particulier; mais ccttc circonstance, comme on l'ap- 
prendra par la suite , ne change rien à la manière de construire les con- 
tours. 

i 5 G. Nous conclurons de tout ce qui précède, qu’en général pour repié- 
senter une surface , il faut. 

Premièrement , construire les projections d’un nombre suffisant de posi- 
tions de sa génératrice. 

Secondement, construire les traces de cette surface, c’est-à-dire, la série 
des points où les diverses positions de la génératrice percent les plans de 
projection. 

Troisièmement, construire sur chaque plan de projection le contour qui 
enferme l’espace où se projettent les points de la surface, ou, ce qui revient 
au même, la ligne im'n'n'", qui enveloppe sur ce plan toutes les positions 
possibles mnp, m'n'p, in'n'p" . . . , de la génératrice (. 54 ). 

On ajoute ordinairement à l'effet de la représentation, en indiquant les 
ligues multiples (149), les arêtes de rebroussement (a$i), et généralement 
les poiuts et les lignes qui jouissent de propriétés remarquables sur les sur- 
faces , et que , par cette raisou , on appelle leurs points singuliers et leurs 
lignes singulières. 

Mais dans beaucoup de cas, on se borne à construire les contours des pro- 
jections , ou bien les contours , les traces , et les positions les plus impor- 
tantes de la génératrice. 

iSy . Ce qui doiiue au mode de représentation dont nous nous occupons 
un de ses principaux avantages, celui de rendre les projections propres à 
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faire image , c'est la manière de mettre au trait les lignes des épures. Elle 
découle des principes que nous avons exposés dans les Préliminaires (5o— 56), 
mais elle exige ici quelques dcveloppcmens qui vont nous conduire à des 
règles générales. 

Lorsqu’une surface fait partie des données ou des résultats d’une épure , 
ou lorsqu’elle en est l'objet le plus marquant, on doit la considérer comme 
existant réellement dans l'espace (56); or, d’après cela, les diverses parties 
de cette surface deviennent susceptibles de se cacher les unes les antres , et 
les lignes qui servent à la représenter, et qui doivent être pleines ou 
ponctuées selon qu 'elles sont vues on cachées , se trouvent , quant à leur 
mise au trait , tout— à— fait subordonnées à la manière dont la surface est 
vue , c’est-à-dire , à son effet sur l’œil, en sorte que cet effet est souvent 
rendu par l’exécution des lignes des épures. 

?58. Il suit de là que la détermination des parties vues et cachées d'une 
surface est un problème important de la Géométrie descriptive. Pour indi- 
quer le moyen de le résoudre , soit MNP un plan quelconque de projec- 
tion, SmnpqH une surface quelconque située au-dessus de ce plan, et 
m'n'p'i/ le contour de la projection de cette surface. 11 est clair qu’il y aura 
sur Srwn/w/R , une ligne mnpq , dont la projection sera le contour donné 
m'n'p'q' ; or , cette ligne partagera évidemment la surface en deux parties , 
l'une S mnpq , vue, parce quelle sera située à l’opposé du plan de projec- 
tion par rapport à mn/xj ; l'autre mnpqft , cachée, parce quelle sera du 
côté du plan de projection par rapport à la même ligne mnpq. 

Ce qui précède s’applique aussi bien à toute portion de surface qui serait 
située au-dessus du plan MNP, qu’à la surface SmnpqK ; ainsi nous en 
conclurons que lorsqu'une portion de surface est seule dans l’espace , ou , 
ce qui revient au même , lorsqu'elle ne peut être cachée par aucune autre 
portion de surface, elle se trouve divisée par la ligne mnpq, qui a pont- 
projection le contour m'n'p'q' de la projection de cette surface, en deux 
parties, I une vue, parce quelle est à l’opposé du plan de projection MNP ; 
l'autre cachée , parce qu’elle est située vers ce plan. 

i5g. On remarquera aussi, qu’en supposant toujours que la portion de 
surface dont il s’agit soit au-dessus du plan de projection, et soit seule 
dans 1 espace , ou qu’elle ne puisse être cachée par aucune autre portion 
de surface , le contour m'n'p'q' est entièrement vu. Nous ferons parla suite 
un fréquent usage de cette conséquence et de la précédente. 

160 . Maintenant, nous allons passer à l'examen et à la représentation 
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des diverses surfaces qui, par leurs propriétés particulières, par la simpli- 
cité de leurs générations , ou par l’usage qu’on en fait dans les arts, offrent 
de l’intérêt. 

Les trois chapitres ci-après vont être consacrés à cet objet. Les surfaces 
y seront classées par familles , genres , espèces et variétés. Nous range- 
rons dans une même famille toutes celles qui seront soumises au même 
mode de génération , et nous diviserons les familles en genres , en espèces 
et en. variétés , selon les diverses particularités qui pourront modifier ce 
mode. 

Dans les livres suivans, nous construirons les intersections de surfaces, 
les plans tangens, et les tangentes aux intersections de surfaces, d'après la 
théorie générale exposée plus haut. 11 était nécessaire quelle fût un peu 
connue pour passer à l’examen et à la représentation des surfaces qui vont 
nous occuper. 



CHAPITRE II. 

Des surfaces cylindriques , coniques, et de révolution. 

161 . Les trois corps ronds , dont on s’occupe dans les élémens de Géomé- 
trie, ont pour surfaces, ainsi qu’on va le voir, des espèces particulières 
de surfaces cylindriques, coniques, et de révolution ; ce qu’on a appris des 
trois corps ronds facilitera par conséquent l’intelligence de ce que nous 
allons dire. 

16a. DES SURFACES CYLINDRIQUES. On appelle surfaces cylin- 
driques , ou simplement cylindres , les surfaces qui sont engendrées par le 
mouvement d'une droite qui suit une courbe donnée, et qui, dans toutes 
ses positions , est parallèle à une même droite. 

La droite mobile est la génératrice , la courbe qu elle suit est la direc- 
trice, et les positions qu’occupe la génératrice sont ce quon appelle les 
élémens du cylindre. 

Le nom de surface cylindrique et celui de cylindre s emploient indiffé- 
remment; cependant , la dénomination de cylindre se donne plus particu- 
lièrement quand on suppose la surface limitée et qu’on la considère sous 


Digitized by Google 




CHAP. II. DES SUIIFACES CYLISDHIQCES... ^6l 

fe rapport de son étendue ou sous celui du volume quelle renferme , et 
celle de surface cylindrique , quand on conçoit la surface indéfiniment pro- 
longée et qu’on la considère sous le rapport de sa génération. 

Lorsqu’on emploie le nom de cylindre on substitue ordinairement au 
nom de directrice celui de base du cylindre. 

iG3. Cela posé, prenons pour directrice d’une surface cylindrique , la 
courbe qui se projette horizontalement suivant l’air de cercle rstu, et Pi. to. 
verticalement, suivant le cercle r's't'uVx'. Prenons pour génératrice la F ' 8 ' 
droite (xX, x'X'), et proposons-nous de représenter cette surface. Pour 
cela, nous mènerons par une suite de points (r, r'), (s, s!), (t , t), etc., de 
la directrice (rstu, r's’t'u'v'x') , les droites (rH, /-'R'), (sS, s' S’), (*T, 

/'T'), etc., parallèles à (xX, x'X'); ces droites seront des élémeus de la 
surface dont il s’agit, c’est-à-dire des positions de la génératrice, et ilsser- 
virout à indiquer la forme et la direction de cette surface. 

164 . Connaissant cesélémcns, on construira les points (R, R'), (S, S'), 

(T, T'), etc., où ils percent le plan horizontal ; par ces points on mènera 
la ligne RSTUVX, et cette ligne sera évidemment la trace du cylindre 
donné. Cette trace aidera non seulement à dessiner le cylindre , mais comme 
elle sera elle-mènic sa propre représentation, et qu’en conséquence il sera 
plus facile de se la figurer que toute autre ligue de ce cylindre , elle offrira 
généralement cet avantage, qu’en la prenant pour directrice, on aura la 
génération la plus propre à donner l’idée du cylindre. 

11 serait aisé de construire au moyeu des élémens (/R, /'R'), (sS , s' S'), 

(tT, <"T'), etc. , la trace verticale du cylindre donné; mais comme elle est 
sur la partie inférieure du plan vertical, il en résulte qu’elle n’est pas vue, 
et qu’elle compliquerait assez inutilement la représentation. 

On voit, planche 16 , un cylindre dont les traces, horizontale et verticale, 
sont entièrement situées sur les parties antérieure et supérieure des plans 
de projection. Elles contribuent beaucoup dans ce cas à dessiner le cylindre, 
et elles doivent par conséquent faire partie de sa représentation. 

165. Cherchons maintenant les contours de la surface donnée. Pour cela, 
menons au cercle rV/'ttVx', les tangentes rr* , uii , perpendiculaires à la 
ligne de terre; elles détermineront sur la directrice donnée les points 
(r, O» ( u > *0* Par les projections horizontales r et u de ces points, ima- 
ginons les droites rR, «U, parallèles à xX; je dis que ces droites compo- 
seront en projection horizontale le contour du cylindre donné. En effet , 
elles comprennent la projection horizontale rstu de la directrice ; or, il n’y 
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pi. 10. * pas de point v de rstu , par lequel on ne puisse mener la projection hori- 
«*• *■ zontale i'V d’un élément indéfini du cylindre; donc il n’y a pas de point 
compris entre les droites rR et «U , qui ne soit la projection horizontale, 
d’un point du cylindre en question (*). De plus , il est clair que ce cylindre 
n’a pas de points au dehors des plans verticaux qui fiassent par les droites 
rR, mU ; donc ces droites forment sur le plan horizontal le contour de- 
mandé. 

Pour avoir le contour analogue sur le plan vertical , on remarquera 
qu’il n y a pas de point de la ligne r's't'u'v'x' , par lequel on ne puisse 
mener la projection verticale d’un élément du cylindre, et l'on en conclura 
que les droites s'S', c'y', qui sont parallèles à xH.', et qui comprennent la 
courbe rVt'n Vx' , enferment les projections verticales de tous les points de 
ce cylindre, et sont par conséquent le contour demandé. 

Ces contours rit , «U , s'S', c'V', étant les projections deléniens (/R, r'R'), 
(«U, m'U'), (sS, .s'S') , (eV, v'V’) , qui ont, par rapport aux plans de pro- 
jection, une position remarquable, il convient de préférer ces élémeus à 
tous les autres, quand il s’agit de représenter une surface cylindrique. 

166. On doit conclure de ce qui précède que pour représenter une sur- 
face cylindrique, il faut, premièrement, représenter la directrice et un 
nombre suffisant de positions de la génératrice; secondement, construire 
ses traces sur les parties antérieure du plan horizontal et supérieure du 
plan vertical; troisièmement enfin, représenter les élénicns qui, en pro- 
jection horizontale ou en projection verticale, forment les contours des 
projections de cette surface. 

167. Comme un cylindre est déterminé par sa directrice et sa généra- 
trice, nous le désignerons ordinairement par les noms de ces deux lignes , 
renfermés dans une accolade. Ainsi, la surfeee cylindrique {(ry/U, r’s'l' u’v'x'), 
(. rX , jt'X') } sera celle dont nous nous sommes occupés. 

Lorsqu’un cylindre aura pour génératrice une droite perpendiculaire à 
l'un des plans de projection, il ne rencontrera qu’un de ces plans, et' nous 
nous contenterons, pour le désigner, de nomme»’ sa trace sur ce pion. 

»G8 . 11 est clair que les surfaces projetantes d’une ligne courbe quelconque 
(rstu , r's't'uv'x'), sont des surfaces cylindriques , dont les génératrices sont 
respectivement perpendiculaires aux deux plans de projection. D’après cela, 


(*) On pourrait dire de deux point», car toute Terticale qui a son pied entre rR et «U , 
rencontre évidemment le cylindre en deux points. 
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ou dira, en se conformant à la notation que l’on vient d’exposer, que la pi. 
courbe (rstu, és't'u'v'x'), est l'intersection des deux cylindres rslu, ds't’u'vx'. *'*' 

16g. Les cylindres, comme le dernier que nous venons de nommer, 
dont les bases sont des cercles, s’appellent cylindres à /nues circulaires. 
Lorsque ln base est une ellipse, une hyperbole ou une parabole , le cylindre 
prend le nom de cylindre à base elliptique , hyperbolique ou parabolique. 

Ces différentes espèces de cylindres reçoivent la dénomination générique 
de cylitulres du second degré (*). 

On verra plus loin (606) que les cylindres à hases elliptiques sont tous 
des cylindres à bases circulaires. 

ISous réservons pour un autre endroit (ao8) ce qu’on pourrait dire ici 
des cylindres droits, qui sont une variété de cylindres à bases elliptiques. 

170. Exécution de la Jig. 1", pl. 10. Commençons par ce qui est relatif 
nu plan horizontal. 

D'après ce qu’on a vu précédemment (159), les lignes /il, nU , qui 
forment le contour delà projection horizontale du cylindre, devront être 
vues, tant quelles seront situées au-dessus du plan horizontal : or, les 
traces horizontales de ces droites sout les points ( 11 , K'), (U, U'); donc les 
projections / R, /<U, des mêmes droites, doivent être marquées pleines jus- 
qu’aux points R et U. Si on les prolongeait au-delà, elles devraient être 
ponctuées. 

171. La projection horizontale rstu de la directrice, comprise entre les 
contours vus /il, uU, est aussi nécessairement vue. En eôet, chaque point 
de rstu, est 1a projection de deux [joints de cette directrice, l’nn (t, f') 
situé sur l’arc supérieur (rstu , rs't'u') , l’autre (t, t") situé sur l’arc inférieur 
(rslu, dx'v'd) ; or, de ces denx points, celui (t, t') qui appartient à l’arc 
supérieur, est, par rapport au plan horizontal, sur le dessus delà surface; 


(*) Ce nom appartient à l’Analyse appliquée plutét qu’i la Géométrie; il vient tic ce que 
Féquation de ces cylindres est dn second degré. Le* équations de l’ellipse , de l’hyperbole 
et de la parabole , étant aussi du second degré , on appelle ces lignes des courlwt du ticond 
dtgri. 

Eu général , le degré de l’équation d’une courlje ou d’une surface est le même que le 
nombre de points suivant lesquels oette courbe ou cette surface peut être rencontrée par 
une droite. La ligne droite est par conséquent la seule ligne, et le plan la seule surface, 
qui soient du premier degré. 

Les dénominations de lignes et surfaces du premier et du second degré équivalent à 
celles de lignes et surfaces du premier et du second ordrt. 
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*’i. 10. donc il est vu en projection horizontale : donc il n'y a pas de point de rstu 
1 ’ s ' '' qui ne soit la projection d’un point vu de la directrice. La ligne rstu doit 
en conséquence être pleine (56). 

Puisque chaque point *de rstu correspond à deux poinls(/, t"), (t, t") de 
la directrice , le plus élevé (/, t') cache évidemment l’autre ; d’où il suit que 
tous les élémens qui passent par des points de l’arc (rstu, r's't'i {), sont vus 
en projection horizontale ; et que tous ceux qui passent par des points de l’arc 
(rstu, /jW), ne le sont pas. Donc les élémens (sS, s'S'), (t T, t' T'), qui pas- 
sent par les points (s, s'),(t, t / ), de la directrice, ont leurs projections s S, <T , 
vues, et par conséquent pleines; tandis que «eux (cV, v'\ ), (xX, x'X'), qui 
passent par les points (e, e'), (x, 3?), de la même directrice , ont leurs pro- 
jections v\ , xX , cachées, et par conséquent ponctuées. 

17a. Il suit de là que depuis l’élément (rit, r'W), qui passe par le point 
(r, r'), jusqu’à l’élément («U, r/U'), qui [visse par le point («, t/), tous les 
démens de la partie supérieure du cylindre sont vus ; et, qu’entre les mêmes - 
élémens, ceux de la partie inférieure ne sont pas vus. Ce résultat était déjà 
connu, car les élémens (Ht, r'R'), («U, h'U'), ayant pour projections les 
contours rit, «U , du cylindre, ces élémens partagent ce cylindre en deux * 
portions; l’une supérieure, dont tous les élémens sont vus; l’autre infé- 
rieure, dont les élémens sont cachés (i58). 

Toutefois, comme les élémens vus ne sont pas entièrement au-dessus du 
plan horizontal, il est clair qu’ils cessent d’être vus à l’endroit où ils tra- 
versent la trace RSTU, etqu’an-delà de cette trace ils doivent être ponctués. 

173. Quant à la trace RSTUVX, il est évident quelle se compose de 
deux parties ; l’une RXVU, suivant laquelle les élémens cachés du cylindre 
percent le plan horizontal ; l’autre RSTU ; suivant laquelle le même plan 
est percé par les élémens vus. Or , il est évident que les élémens cachés per- 
cent le plan horizontal suivant les poiuts d’une trace cachée, et que les élé— 
mens vus le percent suivant les points d’une trace vue; donc, l’arc RSTU 
doit être marqué par une ligne pleine, et l’arc UVXR par une ligne 
ponctuée. 

174. Passons maintenant à la détermination des lignes pleines et ponc- 
tuées de la projection verticale. 

On remarquera d’abord, que toute la partie du cylindre située au-dessus 
du plan horizontal est en avant du plan vertical , et que les contours r'S', 

\fS', de cette partie de cylindre, sont par conséquent vus (i5g). 

On remarquera ensuite que les élémens (rS, j'S'), ( 4 'V, étant ceux 
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qui ont pour projections verticales les contours ri S', riV', ces élémens di- pi. 10. 
visent la surface cylindrique en deux parties, l’une vue, l’autre cachée ( 1 58 }; F1 *' ' 
que la partie vue est nécessairement la partie antérieure correspondante à 
la portion (srxv, sVr'i/) de la directrice, et que la partie cachée est celle 
qui correspond à la portion (stuv, s't'u'v) de la même directrice. 

Cela posé, si l’on fait attention que les éle'mens (rR, r'R'), (j:X, .r'X'), 
passent par les points (r, ri) , (x, x') de l’arc (srxv, s'r'x' ri) de la directrice, on 
verra qu’ils sont sur la partie antérieure de la surface cylindrique , et l’on 
en conclura que leurs projections verticales R', jriX', doivent être pleines. 

Les élcmens (tT,t'T), («U,u'U'), au contraire, sont sur la partie postérieure ; 
car ils passent par des points (t, ri), («, fri), de l’arc (stuv, s't'u'v'); donc 
ils ne sont pas vus : donc leurs projections t'T' , u'V, doivent être ponctuées. 

Enfin, la projection r'st'u'v'x, de la directrice, sera composée de deux 
arcs; l’un ririariri , correspondant à la partie antérieure du cylindre, sera vu 
et marqué par une ligne pleine ; l’autre s’t'u'v', correspondant à la partie 
postérieure, sera caché, et devra par conséquent être ponctué. 

175. Il serait assez convenable de représenter la surface donnée en la sup- 
posant prolongée indéfiniment , et pour cela , il ne s’agirait que de marquer 
en points, lesprolongemens des élémens indiqués, lesprolongemens des con- 
tours rR,ttU, ri S', riV', et la trace verticale du cylindre; mais, comme les 
parties d’une surface, sur lesquelles on a besoin d’opérer, sont pour l’ordinaire 
situées dans l’angle antérieur et supérieur des deux plans de projection, il 
arrive presque toujours que, pour simplifier les épures, on ne s’occupe 
que de ces parties. C’est selon cet usage que l’épure est construite. 

Passons à l’examen d’une autre famille de surfaces. 

176. DES SURFACES CONIQUES. Les surfaces commues' sont celles qui 
sont engendrées par une droite mobile, assujettie à passer constamment 
par un point fixe, et à suivre dans son mouvement une courbe donnée. 

D'après cela, une ligne ( rsluvx , riri) et un point (A, A') étant connus; fi*. > 
si l’on imagine, par chaque point de la courbe, une droite indéfinie qui 
passe par le point (A, A'), l’ensemble de ces droites formera une surface 
conique. 

177. Pour représenter une telle surface, on prendra sur la directrice 
(rstuvx, riri), une suite de points (r, ri), (s , ri) , (t , ri), etc.; par ces points, 
et par le point (A, A*), on mènera les droites (A r, A ’r), (As , AV), 

(A t, A 'ri), etc. ; chacune de ces droites sera une position de la génératrice , 
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Pi. 10. ou ce que l'on appelle un élément de la surface conique, et les divers élé- 
1 15 *• mens représentés indiqueront la forme et la position de cette surface. 

178. Ces élémens (Ar, AV), (A s, AV), (A t, AV), etc., perceront le plan 
horizontal suivant les points R , S, T, etc. ; on construira ces points , et ils 
serviront à décrire l'intersection RSTÜVX, du plan horizontal et de la sur- 
face donnée. 

Lorsque cette intersection se trouvera, comme dans le cas de la ligure, 
sur la partie autérieurc du plan horizontal, elle aidera scnsihlemcunt à ac- 
cuser la forme et la position de la surface, et par cette raison elle devra 
toujours, dans ce cas, être marquée sur la représentation. 

La trace verticale s'obtiendra comme la trace horizontale ; elle sera eu 
général de la meme utilité que cette dernière, et l’on devra l'indiquer sur 
l’épure, toutes les fois quelle se trouvera située sur la partie supérieure du 
plan vertical. 

179. Enfin, pour que la représentation d’une surface conique fasse 
image, il faudra mener les élémens (Ar, AV), (An, Mu), dont les projec- 
tions horizontales Ar, An, comprennent la directrice; et ceux (A s, Ms'), 
(Ai», AV), dont les projections verticales AV et AV' , comprennent la pro- 
jection verticale r'aridc la même directrice. Ces élémens, comme on le 
voit à l’inspection de la figure, servent à dessiner les projections de la sur- 
face conique; il convient par conséquent de les marquer avec soin. 

180. Les surfaces dont nous nous occupons présentent une particularité 
remarquable : c’est qu’elles sont composées de deux parties distinctes, que 
sépare le point fixe par lequel passe constamment la droite qui les engen- 
dre. On donne le nom de nappe ( 1 55 ) à chacune de ces parties ; et l'on ap- 
pelle centre le point qui sépare les deux nappes. 

1 8 1 . Une surface conique prend souvent le nom de cône , surtout lors- 
qu’on la considère comme limitée, et qu’on a égard au volume qu’elle ren- 
ferme : ordinairement on désigne alors la directrice par le nom de base , 
et le centre par le nom de sommet. 

182. Nous indiquerons toujours une surface conique au moyen des 
noms de sa directrice et de son centre , écrits entre les branches d'une ac- 
colade ; ainsi , par exemple , s’il s'agit de celle que représente la figure, nous 
rappellerons la surface conique { (A, A'), (rstuvx , s'v) } . 

1 83 . La directrice ( rstuvx , s'v'), d‘un cône, ayant une position détermi- 
née, si l’on conçoit que le sommet (A, A'), qui est le point de concours 
des élémens du cône, s'éloigne à l'infini; il est clair qu’à mesure que l’éloi- . 
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gnement augmentera , les élémens approcheront de plus en plus d’être pa- 
rallèles , et que , lorsqu'ils concourront à l'infini , ils formeront une surface 
cylindrique. 

Il suit de là que la famille des surfaces cylindriques est comprise dans 
celle des surfaces coniques , et que les cylindres à bases circulaires , à bases 
elliptiques, à bases hyperboliques, etc. , ne sout autre chose que des va- 
riétés d'espèces de cônes , qui ont pour bases des cercles, des ellipses, des 
hyperboles, etc. 

184. Ces deux familles de surfaces ont entre elles la plus grande analogie, 
eton leurapplique la même nomenclature. Ainsi, les cônes qui ont des cercles 
pour bases , s’appellent cônes à bases circulaires ; ceux qui ont pour bases 
des sections coniques, s’appellent cônes du second degré ( 169 note); et ces 
derniers se divisent en cônes elliptiques , cônes hyperboliques et cônes pa- 
raboliques , selon qu’on les considère comme ayant des ellipses, des hyper- 
boles ou des paraboles pour bases (*). 

1 85 . On doit conclure de ce qui a été dit plus haut que, pour repré- 
senter un cône quelconque, il faut premièrement, représenter sa directrice; 
secondement, son sommet; troisièmement, un nombre suffisant de posi- 
tions de sa génératrice; quatrièmement, les traces de ce cône sur les par- 
ties antérieure du plan horizontal et supérieure du plan vertical; cinquiè- 
mement enfin, les clémens qui, en projection horizontale ou en projection 
verticale, forment les contours des projections du cône. 

Mais pour que la représentation d’une surface conique fasse tout l’effet 
dont elle est susceptible, il faut encore que les règles convenues sur l’exé- 
cution des lignes ( 56 ) soient parfaitement observées. Pour éclaircir cet 
objet , nous allons déterminer les parties vues et cachées de la directrice ; 
nous nous occuperons ensuite successivement des parties vues et cachées des 
contours, des élémens et des traces. 

1 86. Exécution de la fig. a , pl. 10. La directrice ( rsluvx , jV) , est com- 
posée de deux arcs, l’un (srxv, s'</), antérieur par rapport au plan verti- 
cal; l’autre (stuv, s'v'), postérieur par rapport au même plan. Or, de ces 
deux arcs, le premier ( 'srxv , s'v') , a sa projection verticale jV vue; car il 
n’y a rien , en-deçà des points qui le forment, qui puisse cacher ces points : 
la ligne s'v est en conséquence pleine. 

Le second arc (stuv , rV) est caché par le premier ; il devrait par cette 


(*) On démontrer* (6o5) que tous cet cènes font des cènes à bases circulaires. 

9 - 
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• 10 raison avoir sa projection s'v' ponctuée : mais comme celte projection est 
*' *' la même que celle de l’arc (srxv, s' if), et que des points ne peuvent pas 
paraître sur un trait plein, on se trouve dans l’impossibilité d'exprimer 
sur l’épure que l’arc (stuv , s'v') n’est pas vu en projection verticale. 

Par rapport au plan horizontal, les contours HR, «U, divisent la direc- 
trice en deux arcs, l’un ( rstu , HrY u') , qui est évidemment vu, comme 
étant sur le dessus du cône; l’autre (uvxr, u’vx'r 1 ), nécessairement caché, 
comme étant sur le dessous. Donc l’arc rstu doit être indiqué par un trait 
plein , et l’arc uvxr par un trait ponctué, 

187. Quant aux contours AR, AU, A’V', A'S', ils sont les projections 
des élémens (AR , A'R') , (AU, A'U'), (AV , A'V'), (AS , A'S'), et ils doivent 
être pleins, dans la figure prise pour exemple, à partir des points (R , R'), 
(U, U'), (V, V'), (S, S'), où ces élémens passent au-dessous du plan hori- 
zontal. 

188. D’après ce qu’on a vu précédemment (i 58 ), ces mêmes élémens 
(AR, A'R'), (AU, A'U'), (AV, A'\"), (AS, A'S'), divisent le cône en par- 
ties vues et en parties cachées. Ne considérons d’abord , sur la surface co- 
nique , que la nappe qui contient la directrice ; on pourra aisément se 
convaincre, 1°. qu’en projection horizontale, la portion de surface qui 
correspond à l’arc vu (rstu, r's't'u ') de la directrice, est vue, et que par 
conséquent les projections horizontales AS, AT, des élémens (AS, A'S') , 
(AT, A'T'), qui passent par des points (s, s'), (t, t'), <1 e(rstu, /s't'u), sont 
vues; a”, qu’en projection verticale, la portion de surface qui correspond 
à l’arc vu (vxrs , v'-r'rV) de la directrice, est vue, et que par conséquent 
les projections A'X', A'R', des élémens (AX, A'X'), (AR, A'R'), qui passent 
par les points (x, x '), (r, H), de l’arc (vxrs , 1/ x’r's') , sont vues; 3 °. qu’en 
projection horizontale, la portion de surface qui correspond à l’arc caché 
(uvxr, uVxV) de la directrice, est cachée ; et que les élémens (AV, A'V*), 
(AX , A'X') , qui sont sur cette portion de surface , et qui passent par con- 
séquent par des points (v, v 1 ), (x, x r ), de l’arc (uvxr, «V x'r) , ont leurs 
projections horizontales AV, AX, cachées; 4 0 - enfin, qu’en projection ver- 
ticale, la portion de surface qui correspond à l’arc (stuv, J ( uV) de la 
directrice, est cachée; et que les élémens (AU, ATI 1 ), (AT, A'T'), qui 
passent par des points de cet arc, ont par conséquent leurs projections ver- 
ticales A'U', A'T', cachées. 

18g. Nous pouvons conclure de là cette règle générale : c’est qu’ayant 
distingué sur une projection la partie vue de la directrice d’un cône de sa 
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partie cachée , les élémens qui passent par des points vus de cette directrice 
seront vus sur la même projection , et ceux qui passent par des points 
cachés de la même directrice, aussi sur la même projection, seront cachés. 
Cela suppose bien entendu que les élémens et la directrice que l’on consi- 
dère sont sur la même nappe du cône , et il est d’ailleurs évident que ces 
élémens ne peuvent jamais être vus qu’au-dessus et en-dcçà des deux plans 
de projection. 

igo. Sachant reconnaître qu’un élément de la nappe qui contient la di- 
rectrice est vu ou n’est pas vu , il est facile de savoir s'il est vu ou caché 
sur l’autre nappe; car il est évident que tout élément situé sur la partie vue 
d'uue nappe , est sur la partie cachée de l’autre nappe : donc on doit ponc- 
tuer sur une nappe tout élément plein sur l’autre. C’est en suivant cette 
règle que l'on a dessiné les deux projections de la nappe supérieure du cône 
pris pour exemple. 

191. Il ne nous reste plus à déterminer que les parties vues et cachées 
des traces d'un cône ; or , il est évident que les élémens de ce même cône , 
s'ils sont vus, perceront les plans de projection suivant des points vus, et 
que, s'ils sont cachés , ils perceront les mêmes plans suivant des points ca- 
chés. 11 suit de là que l’on doit marquer par une ligne pleine l'aie RSTU 
de la trace RSTUVX, parce qu’elle correspond à des élémens (AS, A'S') , 
(AT, A'T') , dont les projections horizontales sont vues ; et que l’on doit 
indiquer en points l’arc UVXR de la même trace, parce quelle correspond 
en projection horizontale à des élémens cachés (AV, AT'), (AX, A'X ). 

192. DES SURFACES DE RÉVOLUTION. Imaginons une ligne droite 
(AB , ATI"), située comme on voudra dans l’espace , et concevons qu’une 
courbe donnée (CD, C'D'), tourne autour de cette droite, de manière que 
chaque point de la courbe (CD , C'D') , décrive un cercle dont le centre soit 
sur (AB, A'B'), et dont le plan soit perpendiculaire à cette droite. La courbe 
(CD, C'D') décrira dans son mouvement une surface particulière qui aura 
la droite (AB , A'B 1 ) pour directrice , la courbe (CD , C'D') pour généra- 
trice, et qui sera ce qu’on appelle une surface de révolution. 

On donne à la droite directrice (AB, A'B'), le nom d’fljre de révolution. 

On peut dire, d’après cela, que les surfaces de révolution sont des sur- 
faces telles , qu’en les coupant par des plans perpendiculaires à l’axe de ré- 
volution , les sections sont des cercles dont les centres sont distribués sur 
cet axe. 


S 


pi. 10. 

Fi* ,. 


Pi .j. 

Fig. fi. 


Digitized by Google 


PI 0 

!«;. G. 


PI. II. 


pi. n- 

Fig. 6 


70 LIVRE II. SURFACES COURBES. 

ii) 5 . Pour représenter une surface de révolution , il faudra décrire un 
certain nombre de positions de sa génératrice; or, supposons qn’on de- 
mande celle que la courbe (CD, C'D') occupait, lorsque les arcs décrits par 
ses différens points étaient de « degrés. Pour obtenir cette position , on 
abaissera de plusieurs points (M, M'}, (N, N'), etc., de (CD, C'D'), des 
perpendiculaires à l’ave (AB, A'B'); on déterminera les pieds de ces per- 
pendiculaires; on construira les distances de chaque point (M, M') 
(iV, N'), etc., aux pieds correspondans, et ces distances seront les rayons 
des cercles décrits par les points (M, M'), (N, N'), etc. Par les points ob- 
tenus on élevera , perpendiculairement à l’axe, des droites qui fassent avec 
les rayons dont les longueurs auront été construites, l’angle de n degrés (*); 
on portera ensuite sur ces perpendiculaires, à partir de (AB, A'B'), les 
longueurs des rayons correspondans (**), et les extrémités des longueurs 
portées seront des points de la position cherchée de la génératrice : en 
menant donc une ligne par ces points, cm aura cette position. 

Avec un axe (AB, A'B') , dont les projections se trouvent placées d’une 
manière quelconque par rapport à la ligne de terre, ces constructions se- 
raient d’une pratique très pénible ; la simplification des données va obvier 
à cet inconvénient. 

194. On choisit ordinairement les plans de projection fie manière que 
l’axe de révolution soit perpendiculaire au plan horizontal, alors il se 
trouve projeté sur ce plan suivant un point 0, ot verticalement suivant 
une droite O'O'' perpendiculaire à la ligne de terre ; ce qui, ainsi qu’on va 
le voir, rend toutes les opérations fort simples. 

Soit (ABCDE , A'B'C'D'E') , la génératrice d’une surface de révolution 
dont ( 0 , O’O'') soit l’axe; à chaque point (A, A'), (B, B'), (C, C'), etc. , 
de (ABCDE, A'B'C'D'E'), il correspondra un cercle (AVA"Q, V'Q'), 
(B\B'R , X'R'), (CYC"S, Y'S'),etc. , et l’ensemble de ces cercles compo- 
sera la surface décrite parla génératrice (ABCDE , A'B'C'D'E'). Si l’on veut 
avoir une position de cette génératrice , celle qu’elle occupait, par exemple, 

; ; — 

(*) Ce problème d’élever par un point de t’axe (AB, A'B'), et perpendiculairement à 
cet axe, une droite qui fasse un angle donné avec une perpcudiculaire.au même axe, connue 
et passant par le même point , sera facile à résoudre, et pourra servir il exercer les coiu- 
meofans! 

(*") Ceux qui résoudront le problème de la note précédente, pourront aussi s’exercer 
sur ce second problème : Porter sur une ligne droite donnée , à partir d'un point donné , 
une droite d'une longueur connue. 
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lorsque l’are parcouru par chacun de ses points était de n degrés , 
il ne s’agira que de prendre sur les cercles horizontaux (AKFV, A'V), 
(BLGX, B'X'), (CMHY, C'Y'), etc., des arcs (A KF, A'F'), (BLG, B'G'), 
(CMH, C'H'), etc. , de n degrés chacun, et les extrémités (F, F 1 ), (G, G'), 
(H , H') , etc. , de ces arcs , détermineront la position cherchée (FGHIJ , 
F'G'HTJ'). 

iq 5 . On pourra déterminer ainsi autant de positions de la génératrice 
qu’011 en voudra, et l'ensemble de ces positions représentera la surface eu 
question. On peut voir sur la figure 1”, pl. 12, l’effet de la représentation. 
La génératrice est sur cette figure, comme sur la pl. 1 1 , une hélice à base 
circulaire (1 10); on a représenté cette hélice dans douze de ses positions; 
chaque position a pour projection horizontale un cercle , pour projection 
verticale une sinusoïde, et la disposition de ces lignes sur le dessin fait 
parfaitement sentir la forme de la surface. 

Pour rendre la représentation plus intelligible, on a marqué, sur les 
plans de projection, les contours uvjcyzo , rst, abedef, a'b'dd'f, de cette 
surface; on voit clairement que la seule condition d’enfermer toutes les 
projections de la génératrice , les détermine complètement , et quelle 
fournit le moyen de les décrire (i 54 ). 

19G. Mais, comme il est difficile de mener avec exactitude des lignes 
uvxyzo, abedef, définies par la seule condition d’être tangentes à plusieurs 
autres lignes, il est bon d’avoir un moyen de déterminer plus rigoureuse- 
ment les contours des projections d’une surface de révolution. 

Pour la projection horizontale, on remarquera que ces contours sout 
toujours circulaires. En effet, chaque point de la ligne (ABC. . . , A'B'C'. . .), 
décrivant un cercle lorsque cette ligne engendre la surface , il est clair 
que les cercles AKFVA"Q, EPJYVeU, qui répondent aux points (A, A'), 
(E, E'), les plus rapprochés ou les plus éloignes de l’axe, enferment les 
projections de tous les autres cercles ; donc ils sont les contours en question. 

Pour la projection verticale, voici comment ils s’obtiendront. On prendra 
sur la génératrice plusieurs points (A, A'), (B, B'), (C, C'), etc. ; on mè- 
nera par leurs projections horizontales A, B, C, etc., les cercles AVA"Q, 
BXB"R, CYC"S, etc-, et par leurs projections verticales A', B', C', etc., 
les droites V'Q', X'R', Y'S', etc. , parallèles à la ligne de terre nui. Cela 
fait, à chacun de ces cercles on mènera les tangentes YV' et QQ', XX' et 
RR', YY''et SS', etc. , perpendiculaires à nui. Ces tangentes couperont les 
droites correspondantes V'Q', XR', YS', etc., suivant des points V', X', 
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pi h. Y', etc., Q', R’, S', etc.', et ces points de'termineront évidemment deux 
courbes V'X'Y'Z'W', Q'R'S'T'U', symétriques par rapport à O'O", et for- 
mant les contours cherchés. 

197. Il est évident que les cercles qui ont en O leur centre commun 
sont touchés par des droites perpendiculaires à la ligne de terre suivant 
des points de contact V, X, Y..., Q, R, S, etc., situés sur une même 
droite \VU parallèle à mrt. Or, les points V, X, Y. . Q, R , S, etc. , sont 
les projections d’une suite de points (V, X'), (X, X'), (Y’, Y'). . (Q, Q'), 

(R, R'), (S, S'), etc. , qui se projettent verticalement en V', X', Y'. . ,, 

Q', R', S', etc., c’est-à-dire sur le contour V'X'Y'Z'W', Q'R'S'T'U'; donc 
la ligne de la surface qui a ce contour pour projection verticale se pro- 
jette horizontalement suivant WU : donc celte ligne est dans le plan WU, 
mené par l’axe de révolution parallèlement au plan vertical. 

Et comme le contour V'X'Y'Z'W', Q'R'S'T'U', est composé de deux 
parties symétriques par rapport à O'O", il s’ensuit que la ligne qui se pro- 
jette suivant le contour de la projection verticale, ou, ce qui revient au 
même, la section de la surface avec le plan WU , est composée de deux • 
branches (VVV, V'X'Y'Z'W’), (QU, Q'R'S'T'U'), symétriques par rapport 
à l’axe ( 0 , O'O"). 

Nous ferons remarquer que si l’on fait tourner cette section U W, autour 
de l’axe de révolution, chacun de ses points (V,V') ou (Q.QOi (X,X') ou 
(R, R'), (Y, Y') ou (S,S'), etc. , décrira le cercle engendré par le point cor- 
respondant de la ligne donnée (ABC. . ., A'B'C'. ..); ainsi, la section WU 
produira dans son mouvement la surface dont nous nous occupons. 

' 198. On peut donc considérer cette section comme une nouvelle généra- 
trice de la surface donnée ; et comme toutes ses positions sont comprises 
dans des plans verticaux, dont les points se projettent horizontalement sur 
des droites passant par le point 0 , nous en conclurons que les sections faites 
sur une surface de révolution , par les plans qu’on peut mener par son axe , 
sont toutes égales entre elles. 

On donne à ces sections le nom de méridiens ou celui de méridiennes. 

On affecte plus particulièrement le premier aux plans des sections , et le 
deruier aux lignes d’intersection des plans et de la surface ; mais souvent on 
les confond tout-à-fait. . < 

199. Si l’on imagine qu’une des deux branches (WV,W'V'), (QU,Q'U') > 
de la méridienne WU, la première , par exemple , se meuve autour de 
l’axe (0,0'0"); il est clair qu’après une demi-révolution, elle coïncidera 
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avec la dernière branche ; qu’après une révolution entière , elle sera dans 
sa position primitive, et quelle aura engendré à elle seule, la même sur- 
face que si les deux branches se fussent mues à la fois d’une demi-révolution , 
ou que si la génératrice donnée (ABC, . . . A'B'C'. . .), se fut mue d’une ré- ri 
volution entière. 

11 suit de là qu’une des deux branches de la méridienne suffit pour en- 
gendrer une surface de révolution, et que la seconde est surabondante. 
C’est par cette raison qu’on donne souvent à une branche, considérée isolé- 
ment, le même nom de méridien ou de méridienne, qui appartient à 
l’ensemble des deux branches. 

200 . La construction d’une méridienne quelconque est extrêmement 
aisée. En effet, supposons qu’on demande celle que contient le plan nié- 
dien OP : on remarquera que ce plan coupe les cercles (AVQ, V'Q') , 
(BXR, X'R'),(CYS, Y'S'), etc., suivant des points qui se projettent hori- 
zontalement en K, L, M, etc. ; on construira les projections verticales 
K', L', M', etc. , de ces points ; on décrira la courbe K'L'M'N'P', et l’on aura 
la méridienne cherchée (KP, K'L’M'N'P'). 

ao 1 . Nous donnerons au plan \VU, qui passe par l’axe de révolution , et 
qui est parallèle au plan vertical , le nom de plan méridien principal , ou 
simplement celui de méridien principal. La méridienne qu’il contient, et qui 
a pour projection verticale le contour de la surface , recevra ordinairement 
le même nom de méridien principal , ou celui de méridienne principale. 

aoa. 11 résulte de ce qui précède qu’une surface quelconque de révolu- 
tion est susceptible de trois générations remarquables. 

Premièrement , elle peut être engendrée par le mouvement d’une courbe 
(ABC . . . , A'B'C' . . . ), donnée dans l’espace , ou déterminée comme on vou- 
dra sur la surface , et assujettie à tourner circulairement autour de l’axe 
(0, VO"). 

Secondement , par le mouvement circulaire, autour du même axe, d’une 
méridienne (KLMNP, K'L'M'N'P'). 

Troisièmement, par le mouvement. d’un. cercle horizontal dont le centi-c 
suivrait l’axe (0,0'0"), et dont le rayon varierait de manière que la circon- 
férence s’appuyât toujours sur une méridienne (WV, W'V'), ou sur la courbe 
donnée (ABC. . ., A'B'C'. . .). 

0n remarquera qu’il y a dans cette dernière génération deux directrices , 
la droite (0, O'O") d’une part, et d’autre part la méridienne (WV, W'V'), 
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pi. ii ou la conrbe (ABC. A'B'C'. . .); et que la génératrice est une ligne varia- 
ble de grandeur. 

pi. h. ao3. Il correspond à ces trois sortes de générations, trois systèmes de 
*"'■ ( 1 * représentation dessinés sur la planche 12. La figure i , comme nous l’avons 
déjà vu, est faite dans la supposition que la génératrice soit une hélice 
donnée. La figure a représente la surface , en la supposant produite par le 
mouvement de la méridienne. Enfin, la figure 3 est la représentation dans 
laquelle on prend le cercle horizontal, variable de rayon, pour ligne géné- 
ratrice, l’axe de révolution pour directrice du centre de ce cercle, et la 
méridienne principale pour directrice de sa circonférence. 

Chacune de ces représentations est formée par les projections d’un certain 
nombre de positions de la génératrice et par les contours des projections de 
la surface. 

La disposition des données est telle, que les traces de cette surface ne 
peuvent rien ajouter à ses représentations ; car elle n’a pas de trace verticale , 
et sa trace horizontale est déjà marquée comme contour. 
pi. ii. Sur la figure a, on a eu soin d’indiquer les projections verticales 
1 lg ’■ mW, des lignes (MNOP, ( mnop , m'o'), qui se projettent horizonta- 

lement suivant les contours MNOP, mnop. 

ao4- Nous emploierons communément le système de représentation de 
la figure a, parce qu’une surface de révolution est presque toujours donnée 
au moyen de sa méridienne ; mais nous nous dispenserons, pour l’ordinaire , 
de représenter aucune autre méridienne que la méridienne principale. Cette 
convention , en réduisant le dessin aux contours des projections de la surface , 
économisera souvent beaucoup de travail. 

Pi. h. ao5. Lorsque la génératrice sera une courbe à double courbure, il nous 
arrivera, comme dans la planche 1 1 , de représenter des méridiennes, des 
cercles et des positions de la génératrice. Toutes ces lignes concourent au 
même but, qui est de donner l’idée de la surface. 

Si la ligne de terre mn est rencontrée par les projections horizontales 
EWeU, DZÀT, etc., du cercle générateur, on en conclura qu’il existe une 
trace verticale ; on détermi nera les points (<*, W),f h, i , etc. , où les cercles 
(EWeU, W'U'), (DZAT.Z'T'), etc., perceront le plan vertical; par ces points 
on mènera une ligne c'Jghi, et cette ligne sera la trace verticale de la 
surface. 

206. Pour désigner une surface de révolution, nous indiquerons, entre 
deux accolades , son axe et sa génératrice ; ainsi , par exemple, nous appelie- 
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rous celle que produit l'hélice (ABC . . . , A'B'C' . . ,), la surface de révolution pi 1 1. 
{(O, 00 "), (ABC. . ., A'B'C'. . .)}• 

007. Quelquefois la famille des surfaces de révolution rentre dans les deux 
familles de surfaces précédemment examinées; nous allons exposer dans 
qucLs cas, et faire connaître les genres et les espèces de surfaces de révolu- 
tion qui présentent de l'iutérét. 

Lorsque la méridienne d'une de ces surfaces est une droite, cette surface 
devient un cône ou un cylindre. En effet, toutes les méridiennes étant placées 
de la même manière par rapport à l'axe, il arrivera que si elles rencon- 
trent cet axe, elles le rencontreront en un même point : alors elles formeront 
un cône; et si elles ne les rencontrent pas , elles lui seront toutes parallèles , 
et formeront un cylindre. 

Et comme il n’y a pas do point de la méridienne auquel il ne corresponde, 
sur la surface, un cercle dont le centre soit sur l’axe, et dont le plan soit 
perpendiculaire à cet axe, il s’ensuit que les cônes et les cylindres de révo- 
lution sont des cônes et des cylindres à bases circulaires. 

208. On remarquera que ces cylindres ont leurs élémens perpendicu- 
laires au plan du cercle qui leur sert de base. Ou les nomme , par cette raison , 
Cylindres dmits ; et soit qu'on les considère comme des surfaces de révolu- 
tion , ou comme des surfaces cylindriques , on donne toujours le nom d’axe 
à la droite élevée par le centre de la base, perpendiculairement au plan de 
cette base, c’est-à-dire parallèlement aux élémens de la surface. 

Dans un cône de révolution , la droite menée par le sommét et par le 
centre de la base, n’est autre chose que l’axe de révolution. On donne à cette 
droite le nom d’axe du cône ; et comme elle est perpendiculaire au plan de 
la base, il s'ensuit que la surface est symétrique par rapport à cet axe, en 
sorte que le cône s’élève verticalement lorsqu'il a pour base uu cercle hori- 
zontal. On appelle, par cette raison, cônes droits , les cônes de révolution. 

209. Les cônes droits, les cylindres droits, et toutes les surfaces de ré- 
volution engendrées par des ellipses, des hyperboles ou des paraboles, 
en mouvement autour d’un de leurs axes principaux , forment un genre 
de surfaces de révolution qu'on appelle surfaces de révolution du second 
degré ( 1 69 note). 

Les espèces que comprend ce genre, sont : les ellipsoïdes de révolution , 
ou les surfaces engendrées par une ellipse, mobile autour de son grand axe 
ou autour de son petit axe ; les hyperboloïdes de révolution à une nappe, ou 
les surlaces engendrées par une hyperbole mobile autour de son axe imagi- 
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naire ; les hyperboloïdes de révolution à deu.T nappes , qui sont ceux où 
l'hyperbole ge'ne'ratrice tourne autour de son axe réel; les paixiboloides de 
révolution , ou les surfaces engendrées par une parabole mobile autour de 
son axe ; les cônes droits , et enfin les cylindres droits. 

a 10. Parmi les ellipsoïdes , il y a une variété que nous connaissons : c’est 
la sphère. Quelque diamètre, d’un quelconque de scs grands cercles , que 
l’on prenne pour axe , ce grand cercle la produit en tournant sur cet axe ; 
en sorte qu’elle est de révolution par rapport à tous les axes qui se croisent 
par son centre, ou bien quelle est circulaire en tous sens. On emploie très 
fréquemment cette surface, et on la représente tout simplement au moyen 
des cercles MNP, QRS , qui forment les contours de ses deux projections. 

Si le centre de la sphère était sur la ligne de terre , les mêmes cercles 
se confondraient en un seul , qui serait tout à la fois la trace horizontale 
et la trace verticale de la sphère , et qui suffirait pour que l’on exécutât sur 
cette surface toutes sortes de constructions. 

2 1 1 . Exécution de la planche 1 1 . Les arcs AB , BC , CD , etc. , ayant été 
pris de même grandeur, les points A', IP, C', etc., ont été déterminés de 
manière que chacun d’eux se trouve au-dessus de celui qui le précède d’une 
hauteur constante pq ; donc la génératrice (ABC. . ., A'B'C'. . .) est une hé- 
lice (1 10). 

Pour que la figure soit peu compliquée, on n’a représenté que l’arc de 
cette hélice compris entre les points (A, A'), (E, E'); mais, pour indiquer 
que cet arc ne s’arrête pas à ces points, on a un peu prolongé scs projec- 
tions en élémens interrompus tels que ceux qu’on emploie pour figurer les 
lignes de construction. 

La surface engendrée par l’arc (ABC. . A'B'C'. . .) est composée de 
deux parties, l’une située en avant du plan vertical, et l’autre, dont nous 
avons fait abstraction, située derrière ce plan. La méridienne (WU, 
W'V'.. .Q'U'), montre qu’en projection horizontale, la partie située en 
avant du plan vertical est entièrement vue. Il suit de là que les cercles 
(AVA'Q, V'Q), (BXB"R, X'R/), (CYC'S, Y'S'), etc., qui forment la sur- 
face donnée, les positions (ABC. . ., A'B'C. . .), (FGH. . ., F'G'H'. . .), de 
la génératrice, et les méridiennes (QU, Q'U'), (KP, K'P'), (VW, V'W'), 
doivent avoir leurs projections horizontales marquées en lignes -pleines. 

212. Par rapport à la projection verticale, le méridien principal WU 
divise la surface donnée en deux parties ; l’dne située en avant de ce méri- 
dien et nécessairement vue, ainsi que tout ce qu’elle contient; l’autre si- 
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tuée en arrière du même méridien et cachée par la première. Or, les po- 
sitions (ABC. . . , A'B'C'. . .), (FGH. . . , F'G'H'. . .), de la génératrice, et 
la méridienne (KP, K'F), sont en avant du méridien WU ; donc les pro- 
jections verticales de ces lignes sont vues. 

Quant aux cercles de la surface , chacun d’eux se trouve composé de deux 
moitiés qui ont même projection, et dont l’une est vue et l'autre cachée : 
il s’ensuit quelles doivent être indiquées par des lignes pleines V'Q', 
X'R\ etc. 

11 nous reste à parler de la trace e'/ghi; il est évident qu’elle est sur la 
partie cachée de la surface : donc elle doit être ponctuée. 

D’après ce qu’on a vu précédemment ( 15 $), il est sans doute surabon- 
dant de faire observer que les contours cJEU , \AQA", WT, U'Q' , doi- 
vent être formés par des traits pleins. 

21 3 . Execution de la planche 12. On voit par la figure 2 , que la sur- 
face donnée est composée de zones m'Af'OV', ÎVf'mVO", m'M'O'o', qui sont 
toutes cachées par celle qui couronne la portion de surface représentée , et 
dont chacune est comprise entre deux cercles projetés horizontalement en 
mzjopetMNOP. 

Les demi-révolutions d*hélicc, telles que ( rmj -, dm'n), qui forment la 
zone supérieure dans la figure 1 , sont nécessairement vues en projection 
horizontale, en sorte que chaque cercle rmjhr, doit être marqué, dans sa 
partie rmj , par un trait plein. La partie rhjr du même cercle, répondant 
à des zones cachées , doit évidemment être ponctuée. 

Pour la projection verticale, on sait que toutes les hélices ou parties 
d’hélices , qui sont en avant du méridien principal , sont vues (2 1 2). D’après 
cela, les projections verticales des hélices qui s’élèvent des points (x, x'), 
( y , y) , (s , a') , du plan horizontal , doivent être indiquées en lignes pleines ; 
celles qui s’élèvent des points (k, d), («, «'), (v, d), (w>, w'), (/, i ') , 
( o , tv'), ayant des arcs en avant du méridien principal et d’autres en arrière, 
seront composées de lignes pleines et de lignes ponctuées; enfin , celles qui 
partent des points de l’arc x "z" seront entièrement ponctuées. 

Il est facile de voir d’ailleurs que les points où la projection verticale 
d’une position de la génératrice touche les contours abedef, f dd‘c'b‘a ' , 
sépare sur cette projection les arcs pleins des arcs ponctués. 

L’exécution des figures 2 et 3 ne présentera aucune difficulté. 
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CHAPITRE III. 

Des surfaces gauches. 

a 14. On appelle surfaces gauches les surfaces qui sont engendrées par le 
mouvement d’une droite dont deux positions consécutives ne sont pas en 
général dans un même plan. 

21 5 . Il résulte de cette définition que les surfaces coniques et cylindri- 
ques, quoiqu’elles soient produites par le mouvement d’une droite, sont 
cependant tout-à-fait distinctes des surfaces gauches. En effet, deux élé- 
mens consécutifs d'une surface conique, se rencontrent au sommet de cette 
surface; donc ils sont dans un même plan. Deux élémens consécutifs d'un 
cylindre sont parallèles ; donc ils sont aussi dans un même plan. Donc les 
surfaces coniques et cylindriques ne peuvent appartenir dans aucun cas à la 
famille des surfaces gauches. 

Cette Camille de surfaces est peut-être celle qui présente le plus de genres. 
Nous nous conteuterons d’examiner les plus usuels, et nous allons com- 
mencer par celui qui comprend les surfaces les plus simples. 

216. DES SURFACES GAUCHES QUI ONT UN PLAN DIRECTEUR. 
Concevons deux courbes quelconques dans l’espace , et imaginons qu’une 
droite se meuve , en les touchant constamment , de manière à être toujours 
parallèle à un plan connu de position, qui sera ce que nous nommons un 
plaît directeur (1 38 ). Il est évident qu’à moins qu’il n’existe de relations par- 
ticulières entre le plan directeur et lès deux courbes directrices, deux posi- 
tions consécutives de la génératrice ne seront pas dans un'même plan ; donc , 
en général, la surface que décrit une droite qui se meut sur deux courbes 
données , sans cesser d'être parallèle à un pian, appartient à la famille des 
surfaces gauches. * 

217. Soit (AB,A'B'), (CD, C'P') , les deux lignes directrices d’une telle surface, 
et (MO , OS) son plan directeur. Il s’agira d'abord de savoir construire une position quel- 
conque de la génératrice. Supposons qu’on demande celle qui correspond an point (A , A') 
de la première directrice ; il est clair qu’en menant par ce point un plan parallèle au plan 
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directeur, il coupera la deuxième directrice en un point (C, C), et que la droite (AC A'C), PI. i 3 . 

qui passera par les points (A , A 7 ) , (C, C') , sera la position cherchée. 

D’après cela, on pourra construire autant d’éléraens de la surface qu’on en voudra; 
mais comme la méthode générale que l’on vient d’indiquer est d’un emploi pénible , il sera 
bon d’y substituer le procédé suivant. 

ai8. On mènera dans le plan directeur (MO, ON), une droite quelconque (Mn , M'N); 
on coupera le plan (MO , ON) par des plans verticaux PM , P<r , P6 , etc. , menés par un 
même point P de la trace MO; ces plans couperont la droite (Mn, M'N) , en des points 
(M , M') , ( a , a ), (b, b'), etc. , et en menant par ccj points, et par le point P , les droites 
(PM, P'M'), Pn, PV), (PA.PV), etc., on aura les sections du plan directeur avec les 
plans verticaux PM , Pn , Pi , etc. Par le point (A , A'), on mènera les droites (A p, A ’p), 

(Ay, A'y’), etc., parallèles à ces sections; ces droites formeront un système de lignes 
parallèles au plan (MO, ON); elles perceront le cylindre vertical CD suivant des points 
(/>> p')< (?. ?’)> c,c - 1 qu'il sera facile de construire, et par les projections />', </ , etc. 
desquels on tracera la ligne p'qr». Cette ligne et la ligna CD seront les deux projections 
d’une courbe , intersection du cylindre vertical CD et des droites mrnées par le point 
(A , A'), parallèlement au plan (MO, ON). Or , l’élément cherché fait partie de ces droites; 
donc il perce le cylindre CD en un point de (CD , p'q'r'»'). Mais ce point est celui où 
cet élément coupe la deuxième directrice; donc il est situé sur (CD, C'D') : donc enfin , il 
a pour projection verticale le point C, intersection de CD' et de la courbe auxiliaire/)'ÿW. 
Connaissant le point C, on en déduira le point C , et l’élément cherché (AC, A'C) sera 
déterminé. 

En prenant sur (AB, A'B') de nouveaux points comme (A , A') , on déterminera de nou- 
velles positions de la génératrice , et l’on parviendra bientôt à représenter la surface 
gauche donnée. 

219. Si, au lieu de demander l’élément (AC, A'C), qui passe par un point donné 
(A, A') de l’une des directrices, on demandait l’élément (BD, B'D'), qui est parallèle à 
une droite (Pu, PV) située dans le plan directeur , les constructions à faire seraient en- 
core plus simples. En effet , il ne s’agirait que de mener par divers points [d , d) , (e , e'), 

(g, g") etc., de l’une des directrices , des parallèles (dh ,cth') , («, «V) , etc , 
à la droite donnée (Pu , V a) ; ces parallèles formeraient un cylindre qui couperait le 
cylindre vertical CD suivant une courbe (A i/t , h' Cf If), facile à déterminer; et comme 
le cylindre composé des parallèles à (Pu, PV) contiendrait nécessairement l’élément 
cherché, il s’ensuit qu’il contiendrait aussi le point decct élément situé sur (CD , CD 1 ). 

Or, ce point ayant sa projection horizontale sur CD, il est à la fois sur le cylindre paral- 
lèle à (Pu, PV), et sur leur cylindrcCD; donc il est surlcur intersection ( hijk , h' Cf t'y, 
mais il a sa projection verticale sur CD', donc ccttc projection est le point D', intcrsec- 
sion de C'D' et de h' Cf h'. 

* Ayant le point D 1 , on en déduirait le point D, puis l’élément cherché (BD, B'D'). 

220. Lorsqu’une des deux directrices (AB, A'B 1 ), (CD, C'D'), d’une des 
surfaces du genre dont nous nous occupons, est une ligne droite, l’individu 
quelles déterminent appartient à one espèce particulière de surfaces gau- 
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ches qu’on appelle conoïdes , parce que les surfaces qu’elle comprend ont 
quelque analogie avec les cônes (*). 

Si la directrice rectiligne est perpendiculaire au plan directeur , le co- 
lloïde prendra le nom de candide droit, et cette directrice celui de ligne de 
striction (**)■ 

32 i. Parmi les conoïdes il y a une variété bien remarquable, c’est celle 
où la droite génératrice, constamment parallèle à un même plan , suit {jour 
directrices deux lignes droites. On donne aux surfaces de cette variété (***) 
le nom de paraboloïdes hyperboliques , ou de conoïdes du second degré 
(169 note). 

332. De ce que les élémens d’un paraboloïde hyperbolique sont paral- 
lèles à un même plan , il s'ensuit qu’ils divisent les directrices en parties 
proportionnelles. En effet, soit AC, A'C’, les deux directrices d’un parabo- 
ldïde hyperbolique ; et soit AA', BB', CC', trois de ses élémens. Par le point 
A, menons AD parallèle à CC'; le plan A' AD sera parallèle aux deux élé- 
mens AA', CC': donc il pourra être pris pour le plan directeur du parabo- 
loïde. 

Cela posé, abaissons des points B, B', C, C', les perpendiculaires BA, 
Ce, B 'b', CV , sur le plan A' AD; on aura Ce = C'e', BA = B'A'. Menons les 
droites AAc, A'A'c'; elles formeront des triangles semblables qui donneront 

i Cc : BA :: AC : AB, et C'e' : B'A' :: A'C' : A'B'. 

D’où l’on tirera, à cause de l’égalité des termes des premiers rapports, 

JAC : AB :: A'C' : A'B'; 

et conséquemment, 

AB : BC :: A'B' : B'C. 

323 . Réciproquement, si les élémens AA', BB', CC' ? etc., d’une surface 
gauche, divisent deux droites directrices A'C, A'C', en parties proportion- 


(’) Si l’on imagine que le sommet <t’un cône soit étendu sur une droite, les élémens qui 
se croisaient par cc sommet s’appuieront sur oette droite, et, s’ils sont parallèles à un 
même plan, la surface conique sera uu conoïde. 

(*') Ce nom vient de cc que la directrice rectiligne renferme les plus courtes distances 
de tous les élémens , de manière que c’est suivant cette ligne que la surface est le plus res- 
serrée, ou en quelque sorte le plus étranglée. 

I***) Ces surfaces ne peuvent être coupées par un plan que suivant une parabole ou 
suivant une hyperbole ; c’est ce qui les a fait nommer paraboloïdes hyperboliques. 
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utiles j'i ils seront parallèles à un même plan et appartiendront à un paralio- W g 
loldfe hyperbolique. 

’ Pour démontrer cette propriété , menons encore Al) parallèle à CC' , et 
abaissons les mêmes perpendiculaires Ce, , Ce', IV// , sur le plan. A'AD. 

On aura, en formant les triangles A Ce , A'C'e', "! n 

AB : AC :: B/> : Ce, et A'B' : A'C' :: B 'V :,C ’c'; 

i . '•.••• - • 'MT.- i •• 

et comme on a par hypothèse , 

AB i BC :: A'B' : B'C', ou AB : AC :: A'B' : A'C, 

on en couclura que ... 

BZ> : Ce :: B 'b' : Ce'; 

mais la droite CC étant parallèle à AD , elle est aussi parallèle au plan 
A'AD, ainsi on a Ce — C'c'; donc 

BZ> sas B'A'. 

Donc tous les élémens tels que BB' sont parallèles au plan A'AD, mené par 
un élément AA', parallèlement à un autre élément CC' : donc, etc. 

224. Les paraboloïdes hyperboliques jouissent d'une autre propriété bien 
remarquable ; c’est que AA' et CC' étant deux positions de la génératrice F.«. 
d'une de ces surfaces, une droite , mobile sur les élémens AA' et CC' de 
manière qu’elle soit constamment parallèle à un plan parallèle aux deux 
premières directrices AC, A'C', engendrera le même paraboloide hyper- 
bolique. 

ÿous allons démontrer cette belle propriété en faisant voir que chaque 
point d’un élément de la seconde génération est sur un élément de la pre- 
mière, et réciproquement : c’est-à-dire que le paraboloide engendré selon 
la seconde génération , n’a pas de point qui ne soit sur le paraboloide en- 
gendré selon la première, et qu’il en est de même de ce dernier par rap- 
port au premier, ou que ces deux paraboloïdes ne font qu’une même 
surface. 

Soit mn une position de la droite mobile le long de AA' et CC. Menons 
par les points C et C' des parallèles Ce, Ce' à mn; et soient c et c' les points 
où elles rencontrent le plan AAT) parallèle à CC'. Enfin, menons AcetA’c', 
et joignons les points c et e par une droite_Cc'; cette droite sera l’intersec- 
tion du plan AA'D avec le plan de l’élément CC' et des parallèles Ce, mn 
fit Ç'c' ; donc elle passera par le point n où mn coupe AA'. 


PI. <>. 
tfR- J- 
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Cela, posé, prenons sur mn un point quelconque 0 , et concdvQÙs par 
ce point un plan parallèle au plan A.VD; il coupera les directrices AC, A'C', 
de la première génération, en deux points B et B'; ut comme le plau AA'D 
peut être pris pour le plan directeur de cette génératiou, les points B et B' 
détermineront l’élément BB', de celte même première génération. Or, le 
point 0 appartient à cejt élément : en effet, si l’ou mène les droites BA, B 'A', 
parallèles à mn , elles détermineront les triangles AB A , A'B'A', semblables 
à ACc , A 'Ce'; donc on aura 1 • 

AB : AC x AA ; Ae, et A'Il' ; A'C :: A A' : A ’c'. 

Mais (222) AB ; AC :: A'B' : A'C'; donc 

A A ; Ac :: AV/ : A'c'. 

Maintenant remarquons que la droite mn étant mobile parallèlement à un 
plan parallèle aux deux premières directrices AC, A'C', les plans ACe, 
A'C'c', sont nécessairement parallèles. Donc les intersections Ae, A'c', de 
ces plans avec AA'D sont aussi parallèles. Et , puisque ces iutcrscctions sont 
divisées par les points A et b' en parties proportionnelles , il s’ensuit que 
les trois points b , « et b', sont eu ligne droite ; donc le plan des lignes BA, 
B'A', contient les droites BB' et nui ; donc enfin le point 0 , de l’élément mn 
de la seconde génération , est sur un clément BB' de la première. 

O11 prouverait de même que chaque point d’1111 élément BB' de la pre- 
mière génération , appartient à un élément de la seconde : ainsi tout para- 
boloïde hyperbolique est susceptible d’être engendré de deux façons par 
une droite. 

225 . H est clair, d’après ce qui précède, que les deux directrices et le 
plan directeur d’une génération étant donnés , deux élémens de cette 
génération, et un plau parallèle aux deux directrices données, seront les 
directrices et le plan directeur de l’autre génération. Et si de la seconde 
génération on voulait déduire la première, on prendrait deux élémens de 
celle-là , et un plan parallèle aux deux directrices correspondantes, et l’on 
aurait le plan directeur et les droites directrices de celle-ci. D’où l’on voit 
que les deux générations se déduisent Tune de l’autre absolument de la 
même manière. 

226. DES SURFACES GAUCHES qui ont trois directrices linéaires. Si 
l’on impose à la génératrice la condition de toucher constamment une troi- 
sième ligne directrice, au lieu de celle de rester toujours parallèle à un plan 
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directeur, ilcRt clair que Ici supfoucs cngeHili'éefi seront ewcorc des surfaces 
gauches, à moins que les. trois dicécl ri ces n aient entre clks xles relations 
convenables pour- qbo deux: élétnens; consécutifs soient en gémirai dans le 
même plan (ai4)» < <i > ; - ; 

' .'|*i • . , 

*27. Soit donc(AB, A’d’), (CDi CD') , (EF, E'F), le» trois directrice* d’ane lurface PI. >i. 
gauche, et cherchons la "position de la génératrice qui correspond à un point (M, M') 
de t’unc de ces directrices, delà première, ]Kir exemple. Pour delà nous prendrons la 
deuxième directrice (CD , CD') pour base d’un côue. dont le point (M , AT) soit le sommet ; 
non» construirons le point (Si , M') , où I* troisième directrice (EF , E'F) percer* ce cône ; 
nous mènerons la droite (MW, M'N'); elle touchera évidemment les trois directrices 
données, et sera par conséquent la position cherchée de la génératrice , ou , ce qui re- 
lient eu meme, un élément de la surface. 

Pour exécuter ce^ constructions, nous prendrons sur la deuxieme directrice une suite 
de points (D, D'), (a, a), {b, l/), etc. ; par ces points et par le soMtMtt (M, M'), nous 
mènerons les droites (MD, MTV) j IJt/à, MV), (MA, M'i') , etc. , non» construirons les 
points (F, H), (s, î), (),/), etc., où ces droites percent le cylindre vertical F£; 
nous mènerons, par les projections Verticales IJ , i,/. A', etc. , de ces points, la courbe 
U!fh'k't..,\ elle rencontrera FE' en un point Di' ; on déterminera le point N correspon- 
dant à et (N, V) sera l'intersection dcjla troisième directrice avec le cène dont la 
lioae est (CD , CD') et le sommet (M , SI'). Eu effet , le Cylindre vertical FE est coupé 
par le cône auxiliaire suivant Ta ligne (F ijtl . . . , Il îfHt, . «); mais ce cylindre contient 
la troisième directrice; donc il cohtient le point (N , IV) ) où elle perce le cône ; donc 
ce point, situé tout! ht fois sur le cône et sur le cylindre, ou , ce qbi revient au mémo, 
sur leur intersection, est commun aux deux ligne» (F// fi. , . , Ui/‘L’f, . .), (EF, E'F'): 
donc eniin , il a pour projection verticale le point K', Oc point une fois connu , le point N 
s’ensuit , puis les projections MW , M'V , de l’élément cherché. 

On construira, par ce procédé, autant de positions de la génératrice qu’on en voudra, 
ainsi la représentation de la surface dunuce sera facile à obtenir» 

328. Si les trois directrices (AB, A'B'), (CD, C'D'), (EF, E'F')) devien- 
nent à la fois des ligues droites, la surface correspondante sera ce qu'on 
appelle un hjperboloïde à une luipjie (*). 


(*) Ce nom vient de ce qu'une telle surface peut toujours être produite par le moyen 
«Fane hyperbole. En général, le nom i’bypfrboloid* se donne à toute surface engendrée 
par une hyperbole, mobile autour de l’un de scs axes, de façon que les sections perpendi- 
culaires « eut axe soient elliptiques. Si le mouvement se fait autour de l'axe réel, la sur- 
face a deux nappes isolées; s’il se fait autour de l’axe imaginaire, elle n’en a qu’une : c'est 
le cas du u° 228. Si les sections perpendiculaires à Taxe immobile sont des cercles, l’hy- 
perbole génératrice est constante de forme, et l’hyperboloidc est de rétoluiùm ù une ou 
à deux nappes (209 et Î 36 ). » cl ■ 

• t. . 
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Cette surface jouit d’üfte propriété analogue à Celle qui* nouft qvgus ,de^ r 
montrée ponr le parabokà'de hyperbolique (*a 4) : c’est quelle, peut être 
engendrée par utie seconde droite» mobile sur trois èlcmeus, quelconques 
de la première génération. ::i.[q 

229. Pour démontrer cette propriété, soiejut/VC, A'Ç', A"Ç", trois droites 
directrices d’un hyperboloïde à une nappe, et AA", BB , CA.', trois e'ié- 
mens de cet hypcrboloïde. Il s’agira de faire voir que toutes les droites qui 
touchent les trois élémcns AA", BU", CC", ont tous ; leurs points sur la 
surface donnée, ou, ce qui revient au même, qu’une génératrice nuit', eu, 
se mouvant sur les trois directrices données AC, A'C', A'C", touche 1111 
élément quelconque ah, de la seconde génération, successivement suivant 
tous ses points, ce qui exige seulement qu’un clément quelconque nini", de 
la première génération , rencontre chaque élément ah de la seconde. 

Voyons d’abord comment on pourra construire les élémpus des cjduy 
générations. •• , • ..... 

a 3 o. La directrice A'C' et l’élément BR" devant se rencontrer , les droites 
A'B, B"C', sont dans un même plan , et se coupent en un point D. Mais 
la droite A'B est dans le plan A.V'C; la droite B"C est dans le plan Â''C'C ! 
donc le point R est qn point.de l'intersection A"C des plans A"AC, A"C"C. 
O11 prouverait de même que les deux droites A'B", BC', se coupent en un 
point E de AC". Ou voit donc par là que deux droites A'C', BB', se ren- 
contrant et s’appuyant sur les côtés opposés d’un quadrilatère AA"C"C, 
qu’on nomme qtuulrilafèrc gauche , parce que tous scs points ne sont pas 
dans un même .plan., les quatre points dappui A' et B, B" et C', forment 
un quadrilatère plan, dont les côtés opposés A'B et B"C', A'B" et 1 BC'/se 
coupent respectivement eu des points D et E des diagonales A"C , AC", du 
quadrilatère gauche. . 

Réciproquement, si quatre points A', B", C', B , du quadrilatère gauche, 
sont tels, que les droites A'B et B'C', A'B" et BC', se coupent en des points 
U et E des diagonales A"C , AC", les quatre points A', B", C et B , sont 
dans un même plan , et ils forment par conséquent un quadrilatère plan dont 
les diagonales A'Ç, BB", se coupent et s’appuient sur les côtés opposé* du 
quadrilatère gauche. • ; .•* •' *' •; 

a 3 t. D'aprcs cela,. étant données les trois directrices AC, A'C', A*C'; 
étant donnés deux éldmens AA", CC*, et enfin étant donné un poiut B de 
la droite indéfinie AC , on déterminera facilement l’élément BB" coires- 
pondant au point B. En effet, si l’on mène la droite A'B, qui coupe A"C 
. 1 « 
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en un poiut D , puis, par lu point D et par le point connu C', la droite DC', Fl. 9. 
celte droite ira couper A"C" en un point B'', par lequel passera l'clément C) * * F, « *■ 
cherché BB". On aurait le même résultat en menant par les points B et C' la 
droite BC', qui couperait la diagonale AC" en un point E, puis par ce 
point et le point connu A', la droite EA', qui couperait A"C" au point B" 
qu’il fallait trouver (*). 

L’élément min' se construira comme BB'. 

Et si l’on veut avoir une droite ab , passant par un point a de AA’ et 
touchant les droites BB' et CC', il n’y aura qu’à déterminer le point b de 
cette droite, au moyen des points B, B", et de lune des diagonales A"C, 

AC", comme on vient de construire B", au moyen de A', C', et d’une des 
mêmes diagonales. 

a5a. Maintenant on remarquera que le point B", d’un élément BB", se dé- 
duisant de la position du point B , il faut nécessairement qu’il y ait entre 
les diverses parties du quadrilatère gauche une relation qui détermine la 
position du point B". Pour obtenir cette relation, nous mènerons dans le 
plan A'AC , la droite Çr parallèle à A’ A'. Les triangles AA'B et BCr , A"A'D 
et Cri) , étant semblables , nous aurons 

A'A : AB :: Cr : BC, et DA" : A'A' :: DC : Cr. 

D’où nous tirerons en multipliant terme à terme et réduisant, 

A'A x DA' : AB x A'A' :: DC : BC, 
ou 

A'A X BC x DA* == A'A' x AB x DC. . .(a), 

égalité qui exprime que lorsqu’une sécante DA' coupe les côtés d’un triangle 
A’AC, ou les prolongemens de ces côtés, les six segmens A'A et A'A', 

BC et AB, DA' et DC, sont tels que le produit de trois d’entre eux A'A, 

BC, DA’, qui n’ont pas d’extrémités communes, ou, ce qui revieut au 
même, qui sont discontinus, est le même que celui des trois autres seg- 
mens A’A', AB , DC , qui aussi sont discontinus (**) 


C) Ce» constructions s’appliquent évidemment au paralioloïde lirperliolique, tout 

comme à l’hypcrboloïde à une nappe. 11 en est de même (235; des démonstrations qui 
suivent. 

(■■) La démonstration qu’on vient de voir est extraite de la 7'hèorie des transversales 
de M. Carnot, page 66. 
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a33. Dans le triangle A'C*C, coupé par la sécante DU 1 , on aura donc, 
en écrivant d’abord le second membre, 

A'B* x C'C' x DC = B'C" x C'C x DA*. . . (b). 

Ce qui donnera, en multipliant les deux égalités (a) et ( b ) membre à 
membre, 


A'A x A'B'x C*C'x BC x DA'x DC=A"A'x B'C'x C'Cx AB X DA'x DC, 

ou, en supprimant le facteur commun DA'x DC, et en mettant les lettres 
dans l’ordre où se suivent les grandeurs qu’elles désignent , 

AA' x A'B* x C'C x CB = A'A" xB'C' x C'C x BA . . . (c). 

F.t comme cette égalité est due à la suppression du facteur DA' X DC, on 
remarquera quelle n’aurait pas lieu si la sécante B'C' coupait la diagonale 
A'Cen un point D' différent du point D, car ce facteur serait alors DA' x D'C 
pour le premier membre , et DA' x DC pour le second. 

Nous conclurons de là que par cela seul que les deux sécantes DA', 
DB*, sont menées par un même point D de A'C, ou , ce qui est la même 
chose, par cela seul que les quatre jtoints A', B, C', B*, d un quadrilatère 
gauche , forment un quadrilatère plan , le produit des quatre segmensdis- 
continus AA', A'B', C'C', CB, est égal à celui des quatre autres segmens 
aussi discontinus A'A', B'C', C'C, BA , et réciproquement (*). 

234- Cela posé , nous remarquerons que de quelque manière que A'C' 
divise les côtés AA', CC*, on aura toujours 


ou 


AA' _ C'C 
A'A" ^ CC 


•••(< * ), 


AA' x C'C —p x CC x A'A', 


p étant un nombre égal au quotient de divisé par Or , mettons 
cette valeur de AA' x C'C dans l’égalité (c) , nous aurons 

p X A'A' xC'C X A'B' x CB = A'A' x B'C* X C'C x BA, 


(") La manière dont ce théorème vient d’être déduit de celui du triangle est tirée de 
ta Correspondance de M. Hachette, tome III, page 6, article de M. Chasles. 

Le même ouvrage , toute II, page 440, donne la démonstration du n • a34- 
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ou , en réduisant 


p x A'B* x CB = B'C' x ISA ; 


ce qui donne l’égalité 


AB A 'B' . . 

BC P B'C"' ” * W 
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laquelle nous apprend que le point B', où l’élément correspondant au point 
B s'appuie sur la droite A'C*, est placé sur cette droite de telle sorte que 

le quotient de ^ divisé par est le meme nombre p qui est le quo- 

AA' . c'c 

tient de divisé par -^3. 

Donc mm' étant l 'élément qui correspond au point m, on aura 


An AV 



De même si ab est une droite qui touche AA*, BB' et CC*, elle sera dans 
le mente cas que BB” touchant AC, A'C', A'C', ce qui donnera 

An _ CA 
aA"”** 'P AC** 

Tirons les valeurs de p de ces deux dernières égalités; nous trouverons 

. Am X m"C A a X AC" 

P AW X mC’ et P * CA X «A"’ 

D'où résulte 

Am X m'C _ A a X AC" 

A m* X mC CAXaÂ 3 ’ 

OU 

A/n X C/> x Cm’ X A’d = Aax A 'm' x C ‘b X C/n. 

Et comme cette égalité ne peut avoir lieu (a35) qu’autant que le quadrila- 
tère formé par les quatre points a, m , b , m", est un quadrilatère plan, il 
s'ensuit que les deux droites ab, mm', se coupent: ce qu’il fallait démon- 
trer (229). 

a35. Nous ferons observer que le nombre p étant quelconque, les deux 
droites AA*, CC*, qui s’appuient sur les trois directrices AC , A'C', A'C', 
sont coupées par A'C' d’une manière arbitraire , en sorte que l’équation (tf) 
n’assujettit les droites données à aucune condition spéciale. 

Si p, au lieu d’être quelconque, était égal à l’unité, on aurait 

Am A * m" 

m C — S?E r ' 


Digitized by Google 


88 


LIVRE If. SURFACES COURBES. 


PI. b- 

ïi(î- 8. 


d’où l’on voit que la surface en question serait un paraboloïde hyperbo- 
lique (aa3). La double génération de cette surface résulte donc, comme 
cas particulier , de celle de l’hyperboloïde à une nappe. 

Il est intéressant de vérifier la belle propriété que nous venons de' dé- 
montrer sur une variété d'hyperboloïde qui sera souvent employée dans 
la suite. 

a36. Concevons dans l'espace deux droites quelconques, et imaginons 
que l’une serve d’axe, et l’autre de génératrice, à une surface de révolution. 
Cette surface, ainsi qu’on le démontrera bientôt ( 34 1 ), sera de l’espèce des 
hypcrboloïdes à une nappe , et appartiendra à la variété de ces surfaces que 
l’on appelle hypcrboloïdes de révolution à une nappe (45a note). 

337 . Prenons pour plan horizontal de projection un plan perpendiculaire 
à celle des droites données qui doit servir d’axe; et pour plan vertical un 
plan parallèle à l’autre droite.(c’est-à-dirc parallèle à la génératrice ), et pe r- 
pendiculaire au plan horizontal. D’après cela, soit (A, A'B') l’axe de révo- 
lution, et (CD, CD') la droite génératrice. Chaque poiut de (CD, CD') 
décrira un cercle horizontal dont lç centre sera sur (A , A'B'); l’ensemble de 
ces cercles formera la surface en question, et deux positions consécutives 
de la génératrice auront leurs points correspondais séparés par des arcs 
circulaires horizontaux ; donc ces positions n’auront aucun point commun 
entre elles; donc elles ne seront pas dans un même plan, car il est clair 
quelles ne seront pas parallèles : donc enfin, la surface engendrée sera 
tout-à-la-fois gauche et de révolution. 

a38. Parmi les cercles de cette surface, il y en a un remarquable; c’est 
celui qu’engendre l’extrémité (L, L'), de la ligne de plus courte distance 
(AL , L') , comprise entre l’axe et la génératrice. Ce cercle est évidemment , 
de tous ceux de la surface, celui dont le rayon est le plus petit; sa projec- 
tion horizontale est la circonférence itjoL , et sa projection verticale la 
droite i'o', parallèle à la ligne de terre. Il est évident qu’il occupe la partie 
la plus étroite de la surface , et on le nomme , par cette raison , le cercle de 
la gorge. 

a3ç). Décrivons le cercle (CED, C'D*), engendre par la trace horizontale 
(C, C') de la génératrice, et menons par le point (D, D") , où ce cercle 
est rencontré par la projection DC de cette même génératrice, Ja droite 
(I)C, D'C*) , qui a même projection horizontale que (CD, C'D'), et qui fait 
avec le plan horizontal le même angle que cette dernière droite. Il est 
évident que l’axe (A, A'B') sera situé de la même manière par rapport à 
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(CD , CT)') et par rapport à (DC, D'C') ; donc , si l’on mène un plan quel- w 
conque perpendiculaire à l’axe de révolution, il coupera les droites(CD, C'D'), F 
(DC, D'C*) et (A , A'B'), suivant trois points, tels que les deux premiers 
soient également distans du troisième, et tels, par conséquent, qu’ils 
appartiennent à un même cercle , décrit de ce dernier point comme centre. 
Donc, si l’on fait tourner la droite (DC, D'C*) autour de l’axe de révo- 
lution, chacun des points de cette droite engendrera un cercle , déjà en- 
gendré par un point de la droite (CD, C'D'); donc la droite (DC, D'C*), 
engendrera dans sou mouvement la surface de révolution dont nous nous 
occupons. 

Cette surtàce est donc susceptible d être engendrée de deux manières par 
le moyeu d’une droite. Et comme 011 peut supposer que les deux généra- 
trices (CD, C'D'), (DC, D'C'), soient en mouvement en même temps, et 
de telle sorte que le plan projetant CD tourne autour du cylindre vertical 
ioL, auquel il est tangent, en les emportant toutes deux avec lui, il est 
aisé de voir qu’aucune position de la première ne se confond avec aucune 
position de la seconde. 

240. Mais toutes les positions de la première rencontreront chaque posi- 
tion de la seconde , et réciproquement. En effet, prenons pour exemple 
l’élément (DC, D'C*) de la seconde génération , et faisons mouvoir la pre- 
mière génératrice (CD, C'D') autour de (A, A'B'); je dis que chaque posi- 
tion de la droite mobile coupera la droite (DC, D'C*). Pour le prouver, 
supposons en premier lieu que le point (C, C') soit venu sur le cercle CED , 
en un point quelconque (E, e), tel que les lignes CD, EG, tangentes à l a 
circonférence /VyoL , sc croisent sur le côté droit de AA' ; la droite (CD, C'D') 
aura la position (EG, eg). Or, les deux lignes (LC, L'C'), (oG, o'g), se trou- 
veront sur la partie de la surface située au-dessus de la gorge (oqiL, o'ï) ; 
donc elles se rencontreront en un point (n, n 1 ) ; donc l’élément (DC, D'C'), 
sera rencontré par l’élément (EG, eg). Supposons en second lieu que le 
point (C, C') soit arrivé en un point (I, D") de CED , tel que la génératrice 
(CD, C'D') ait la position (IK, D'C'), parallèle au plan vertical : les élémens 
(DC, D'C*), ( 1 K, D'C'), de deux générations différentes, seront parallèles 
entre eux ; donc ils se couperont à l’infini. Enfin, supposons que le point 
(C, C') vienne occuper un point quelconque (E', e') de l’arc IDGC ; la gé- 
nératrice (CD, C'D') aura la position (E'G', e'g'); les parties (DL, D'L'), 
(E 7 , e'f) , des deux élémens (DC, D'C'), (E'G', / g'), seront sur la portion 
de surface inférieure au cercle de la gorge ; donc ces deux élémens se cou- 
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fl 9. pcront en na point (m, m 1 ). Donc toutes les positions de la première géuè- 
*'*• *• ratrice (CD, CD ), coupent l’élément (DC, D"C") de la seconde génération ; 
mais cet élément n’a rien de particulier sur la surface : donc , etc. 

Nous ferons remarquer en passant que le point de rencontre (L, L'), de 
la droite (DC, D"C") et de la génératrice (CD, C'D') , s’éloigne de plus en 
plus de sa position primitive , en s’élevant sur (LC , L'C") , à mesure que 
le point (C, C') s’avance vers le point I, par les points K et £. Lorsque 
(C , C') est en I , le point de rencontre est à l’infini sur (LC, LC'), et à me- 
sure que ce même point (C, C) s’approche par D et G de sa position pri- 
mitive C, le point de rencontre en question , mobile alors sur (LD , LD"), 
sc rapproche peu à peu de (L, L'), et vient enfin cuïncider avec ce point , 
au moment où la génératrice termine sa révolution entière. 

34 t. De ce que chaque position d’une génératrice coupe toutes les po- 
sitions de l’autre, il s’ensuit que si l’on prend trois élcmens d’une généra- 
tion , et qu’on demande l’élément de l’autre génération mené par un point 
donné d’un de ces trois élémens, la droite qui touchera ces trois mêmes 
élémens , et qui passera par le point donné , sera l’élément demandé. Donc, 
si l’on lait mouvoir une droite sur ces trois élémens , elle occupera suc- 
cessivement toutes les positions de la seconde génératrice ; donc enfin , la 
surface dont nous nous occupons est de l’espèce des hyperboioides à 
une nappe (aa 8 ). 

Et , comme on peut prendre les trois élémens directeurs, à volonté sur 
l’une ou sur l’autre génération de oette surface , nous en conclurons (ce qu’on 
savait déjà) qu’elle peut être produite de deux manières par une droite en 
mouvement sur trois droites. 

La suite nous familiarisera encore avec les surfaces que nous venons 
d’examiner ; l’essentiel pour le présent, c’est qu’on ait une idée claire de 
leurs générations. 

a4*. Des scuvaces c acches CT CÉtiÉSAL. Tl est aisé de voir, d’après ce qui précède , 
que si l'on faisait mouvoir une droite Sur deux courbas, de façon que sa part le comprise entre 
elles fè l d’utte longueur invariable, on que son angle avec un plan connu fit constant , 
ou qu'elle remontrât l’une de ces deux directrices sous un angle dansé , etc. , ou qu'on la 
fit mouvoir sur trois surfaces , ou sur une courbe et deux surfaces, ou sur une surface et 
deux courbes , ou sur deux surfaeeeeu faisant un angle connu avec un plan donné, etc. , etc. ; 
chaque mode de mousemeut de oette droite , donnerait, sauf des exceptions particulières, 
uu nouveau genre de surfaces gauches. 

Nous n’entrerons pas dans les détails oà nous conduirait l’examen de ces divers genre» ; 
la plupart offre nt peu d’iCT: r&jet il seratTaiRe urs question dans le Complément (6qt — 74^). 
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de ceui qui présentent quelque utilité.: mais avant d'aller plut loin, nous allons démontrer 
une propriété qui sera fréquemment employée par la suite. 

a43. Voici œtto propriété: Sifon fait tourner un plan autour d’un élément K d’une 
surface gauche „ il sera, en général, tangent à celte surface, dan* chacune des position* 
gu' il oaeupera, suivant un point de l'élément IL 

Considérons une position P du plan dont il s’agit. Soit K.' , K* , K* . . . une suite d’élésncns 
de la surface gauche, situés au-delà de l’élément K; soit 'K , 'K, "K., etc. , une suite d’étc- 
inens de la même surface , situés en-deçi de K , et supposons que tous ces élémens soient 
consécutifs et placés sur la surface dans l’ordre. . . *R, 'R,'K,R,R',K* , K". .. , indiqué 
par les aocens. 

A moins de circonstance» particulières, le plan P ne sera parallèle à aucun de ces élé- 
ineus, ainsi , il les coupera tous, sauf l’élément K qu’il contient, suivant une suite de 
points... m t, m h, ’t, k', h", h ”. . . , infiniment rapprochés les uns des autres, et formant 
une courbe. . . . , . Mais les points 'h et t ' seront de deux côtés opposés de l’élé- 
ment K ; donc la partie infiniment petite 'é*' de la courbe . . . . . . coupera 

l’élément K en un point. 

Nommons t ce point; je dis qu’il sera le point de contact du plan P et de la surface 
gauche : en effet , 1 a courbe. . , “i't'hth'l'i * ... est dans le plan P , donc ce plan contient 
la tangente à cette courbe en t : mais il contient aussi l’élément K, qui est lui-mésne sa 
tangente; donc il contient les tangentes en t* deux ligues qui se croisent par ce point sur 
la surface donnée 048 ) : donc, etc. 

Il en sera ainsi pour les autres positions du plan mené par l’élément K.; ainsi, eu général, 
ce plan dans toutes ses positions touchera la surface donnée. 

a 44 - El comme la courbe. . . . . . . variera selon la position du plan P , il 

est clair que lorsque ce plan tournera autour de l’élément R le point de contact h te 
mouvra le long de cet élément. 

x45. De la propriété qui vient d’étre démontrée, ut de la démonstration que isous on 
avons donnée (-43)> nous conclurons en général , premièrement, que tout plan tangent à 
une surface gauche est aussi on plan coupant de cette surface; secondement, que si 
l’on veut avoir un plan tangent à ane surface gauche, il ne s’agira que de mener ce plan 
par un élément de la surface; troisièmement enfin, que si l’on construit l’intersection du 
plan et de la même surface , le point où celte intersection coupera l’élément sera le point 
de contact. 

Il y a toutefois des cas particuliers où le plan tangent touche la surface tout le long de 
l’élément qu’il contient (334 33g); la propriété générale dont il s’agit est alors en 

defaut. 

* 46 . 11 peut arriver aussi que lopfcu» coupant soit tangent à l'i afirri ; dons ce qw, ou ne 
peut pu dire que la courbe . . . m t "l'Ul'h’l? . . . n’existe pas , mais seulement qu’elle est 
située i unedistanec infinie , et la propriété générale est véritablement satisfaite. 

Supposons, par exempte , que lasur face donnée soit un paraboloïile hyperbolique ( 221 ) , 
et concevons que le plan P tourne autour de Bélément R , à partir d’une position initiait.' 
quelconque. La courbe . . . ... ne sera autre chose que le second élément 

du paraboioide ; « à mesure qmo le plan P s'approchera d’étre parallèle au plan directeur, 

ti. . 
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le second élément «'éloignera le long de l’élcment K ; le point de contact «'éloignera 
pareillement , et ce second élément sera de moins en moins incliné avec le plan P. Lors- 
qu’enfin ce plan sera parallèle au plan directeur, le second élément sera à l’infini, et tout 
aussi bien n l’une <pt‘à l’autre des extrémités de l’élément K ; la courbe. . . . . . 

sera donc, pour cette position spéciale , formée par deux lignes droites ; ces lignes seront 
parallèles au plan directeur, et le plan P sera tangent à la surface aux deux extrémités de 
la droite indéfinie K. Si ce plan continue son mouvement , le point de contact , passé à 
la partie de l’élément K opposée à celle qu’il aura d'abord parcourue, reviendra peu à peu 
dans sa position initiale en parcourant l’autre partie. 

Il est clair que les facettes infiniment petites traversées par l'élément R sur la surface 
donnée s'approcheront de plus en plus , vers les extrémités de cet élément , de coïncider 
avre le plan P; et que, cependant, la coïncidence n’aura jamais lieu, ou, ce qui est la 
même chose , n’aura lieu qu’à l’infini. Le plan P , parallèle au plan directeur, est oc qu’on 
nomme par cette raison un p/an asymptote (877 et 878) de la surface gauche. 

347. Tout plan tangent en un point d’une surface gauche quelconque la coupant 
généralement suivant une courbe . . . . .., il s’ensuit que les surfaces gauches 

sont non convexes (i 5 o) en chacun de lenrs points. 

a{8. Jusqu’ici nous ne nous sommes presque point occupés de la représentation des 
surfaces gauches j la raison en est que cette représentation n’exige guère autre chose que 
la détermination des élémens de ces surfaces. Cependant, on marque aussi sur les plans 
de projection, conformément aux règles générales (i 56 ), les traces et les contours de la 
surface représentée. 

Les traces sont données parcelles des élémens ; les conlonrs sont des courlies tangentes 
aux projections des mêmes élémens (i 54 ) : ainsi , la détermination des traoeset des con - 
tours ne peut présenter aucune difficulté. 

11 nous resterait à parler de l’exécution des planches 1 3 et 1 4, et des fignres 5 , 6 et 7, 
planche 9 ; mais elle est trop aisée pour qu’il soit nécessaire que nous nous y arrêtions. 


CHAPITRE IV. 

Des surfaces enveloppes. 

349. Des SURFACES ENVELOPPES EN GÉNÉRAL. On appelle surfaces 
enveloppes } ou simplement enveloppes , les surfaces qui sont engendrées par 
le mouvement d’une autre surface, constante ou variable de forme, et qui 
enveloppent et touchent toutes les positions de la surface mobile. 

Concevons, par exemple, que le centre d’une surface sphérique, con- 
stante de rayon , se meuve sur une courbe donnée. Deux positions consé- 
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cutives de .celte surface auront leurs centres infiniment rapprochés , et se 
couperont par conséquent suivant un grand cercle dont le plan sera per- 
pendiculaire à la directrice. Or, l’ensemble de tous ces grands cercles for- 
mera une surface particulière, qui touchera et enveloppera chaque posi- 
tion de la sphère mobile , et qui sera ce qu'on appelle l’enveloppe de 
l’espace parcouru par cette sphère. 

En général , si l’on conçoit qu’une surface varie de forme et de position 
suivant une loi donnée, deux positions consécutives de cette surface se 
coupent ou se touchent (c’est la même chose, puisqu’elles sont infiniment 
voisines et quelles diffèrent infiniment peu) suivant une courbe particu- 
lière, et l’ensemble de ces courbes est ce qu’on nomme une surface enve- 
loppe. 

a 5 o. On donne le nom d 'enveloppée à la surface mobile et à chacune de 
scs positions. 

L’intersection de deux enveloppées consécutives est une véritable géné- 
ratrice, dont les variations de forme et de position sont données parle 
mouvement de l’enveloppée. Mais cette intersection étant d’une même na- 
ture pour toutes les enveloppes qui sont produites par la même enveloppée, 
elle imprime , ainsi qu’on le verra par la suite (275), un caractère général 
à toutes les surfaces soumises à la même génération , et c’est ce qui lui a 
fait donner par M. Monge le nom de caractéristique. 

a 5 i. Il suit de la définition des enveloppes quelles touchent chacune de 
lettre enveloppées suivant la caractéristique correspondante; c’est-à-dire 
que les plans tangensà une enveloppée, suivant des points de la caractéris- 
tique, sont aussi tangens à l’enveloppe. 

Concevons qu’une surface, constante ou variable de forme, se meuve dans 
l’espace en restant assujettie à une loi donnée. La première position de cette 
surface sera coupée ou touchée par la position infiniment voisine suivant 
une position de la caractéristique; la seconde position de l’enveloppée sera 
coupée par la troisième suivant une seconde caractéristique qui différera 
infiniment peu de la première, et qui en sera infiniment rapprochée ; la 
troisième position de la surface coupera la quatrième suivant une troi- 
sième caractéristique, et ainsi de suite. 

D'après cela, une enveloppée quelconque étant coupée ou touchée par 
l’enveloppée qui la précède , et par celle qui la suit , suivant deux positions 
consécutives de la caractéristique, il en résulte que ccs deux positions sont 
sur une même enveloppée , et par conséquent que deux caractéristiques eon- 
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sécutives , généralement parlant , se touchent ou se coupent sur une enve- 
loppée , comme deux enveloppées consécutives se touchent ou se coupent 
sur l'enveloppe. 

La suite de tous ces pointe d’intersections consécutives, ou de contacts 
consécutifs, forme sur l'enveloppe une courbe particulière remarquable , 
qui touche toutes les caractéristiques , comme l’enveloppe touche toutes les 
enveloppes , et qui a reçu le nom d’arête de rebroussement. 

25 a. Les arêtes de rebroussement sont, comme nous allons en voir un 
exemple (264) et comme nous le démontrerons par la suite (747), des lignes 
apparentes des enveloppes, suivant lesquelles se réunissent par un véritable 
rebroussement deux nappes (x 55 ) distinctes de ces surfaces. 

L’une de ces nappes est formée par l'ensemble des parties que les carac- 
téristiques ont d'un côté de l'arête de rebroussement, et l’autre nappe, par 
les parties des mêmes caractéristiques situées de l’autre côté des points de la 
même arête. 

a 55 . DES SURFACES DÉVELOPPABLES. Parmi les différentes sortes 
de surfaces enveloppes, il y a un genre bien remarquable et bien utile 
daus les arts : c’est celui des surfaces développables. 

On appelle ainsi le9 surfaces qui, étant supposées flexibles et inextensi- 
bles, sont de nature à pouvoir s’appliquer sur un plan, au moyen de sim- 
ples flexions, sans déchirure et sans duplicature. 

254. D’après cela, si un plan se meut dans l’espace en restant assujetti à 
une loi déterminée, il est facile de voir que l’enveloppe de son mouvement 
sera une surface développable. En effet, la première position de ce plan 
sera coupée par la seconde suivant une droite; la seconde sera coupée par 
la troisième suivant une seconde droite; la troisième parla quatrième sui- 
vant une troisième droite, et ainsi de suite , en sorte que l’enveloppe sera 
composée d’une infinité d’élémens plans, compris chacun entre deux droites 
communes à ses deux voisins. Cela posé, concevons qu’un premier élément 
plan tourne autour de son intersection avec le suivant, pour se rabattre sur 
le plan de ce dernier; que le plan formé par ces deux élémens tourne au- 
tour de l’intersection du second avec le troisième , pour se rabattre sur le 
plan du troisième; que le plan de ces trois premiers élémens tourne autour 
de l’intersection du troisième et du quatrième , pour se rabattre sur le plan 
de ce dernier, et ainsi de suite, on verra que l’enveloppe du plan mobile 
est susceptible d’être appliquée sur un plan , sans qu’elle se déchire et sans 
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quelle se double, et que cette enveloppe est par conséquent une surface 
développable (a53J. 

a55. U est visible aussi que pour qu’une surface soit développable , il 
faut qu’elle soit composée d’élémens plans, unis par des bords indéfinis en 
ligne droite : ainsi, l’enveloppe des positions successives d’un plan mobile 
est une surface développable ; et, réciproquement, une surface développable 
est l’enveloppe d’un plan mobile. 

a56. Le plan étant donc l’enveloppée d’une surface développable quel- 
conque , il s’ensuit que la •Caractéristique de ces surfaces est toujours une 
droite. Et comme deux caractéristiques consécutives d’une enveloppe sont 
toujours sur une même enveloppée, deux droites élémentaires consécutives 
d’une surface développable sont toujours sur un même plan , et se rencon- 
trent par conséquent en un point. La suite des points d’intersection des ca- 
ractéristiques consécutives forme sur chaque surface développable une 
courbe particulière , qui est l’arête de rebroussement de cette surface. 

357 . Cette arête touche les droites élémentaires de la surface, comme la 
surface touche les positions du plan mobile; car chaque caractéristique 
ayant deux points consécutifs communs avec l'arête de rebroussement, sa- 
voir : celui où elle est coupée par la caractéristique précédente, et celui où 
elle est coupée par la caractéristique suivante , il en résulte que chaque ca- 
ractéristique, ou, ce qui revient au même, chaque droite élémentaire de 
la surface, est tangente 11 l’arête de rebroussement. 

a58. Chaque élément est divisé en deux parties par l’arête de rebrous- 
sement ; et toutes les parties situées d'un même côté de cette arête for- 
ment une nappe de l'enveloppe. D'après cela, toute surface développable 
est, généralement partant, composée de deux nappes, qui se réunissent 
suivant ce qu’on appelle son arête de rebroussement. 

a5g. La loi du mouvement du plan mobile peut être donnée d’une infinité 
de manières : ainsi , on peut assujettir ce plan à être constamment normal 
à une courbe donnée , ou tangent à deux surfaces données, ou à toucher 
nné surface donnée suivant les points d'une courbe connue sur cette sur- 
face , etc. , etc. 

260 . On peut concevoir aussi qu’une surface développable quelconque 
soit engendrée indépendamment de son enveloppée : car si l’on fait mou- 
voir une droite de façon qu'elle soit constamment tangente à l’arète de re- 
broussement de cette surface, deux positions consécutives de la droite 
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mobile seront dans un même plan, et l'ensemble de ces positions formera 
la surface développable en question. 

261. Ce plan, qui passe par deux tangentes consécutives d’une courbe , 
étant ce qu’on appelle le plan osculatcur de cette courbe (ç5), on voit 
que toute surface développable est C enveloppe et un plan mobile constam- 
ment oscillateur à T arête de rebroussement de cette surface. 

262. Parmi les surfaces que nous avons examinées, les surfaces cylin- 
driques et coniques sont des surfaces développables. En effet, si l’on ima- 
gine qu’un plan toujours parallèle à la direction des élémens d’un cylindre , 
ou passant toujours par le sommet d’un cône, se meuve de manière à con- 
tenir constamment la tangente à la directrice, les positions consécutives 
de ce plan se couperont dans le premier cas , suivant les élémens du cylindre, 
et dans le deuxième cas suivant les élémeus du cône. 

a63. Pour éclaircir ce qui précède, nous allons faire connaître une surface dévelop- 
pable sur laquelle on voit aisément toutes les propriétés qui viennent de nous occuper. 

PI. 1 5. Soit (ABCDE, AB'C'D'E) une hélice circulaire, dont le cercle horizontal ABCDE 
soit la base, et menons à cette hélice uae suite de tangentes (AF, A'F), (BG, B'G'), 
(CH , Cil') , etc. 11 est clair, d’après ce que nous avons dit (260), que toutes ces tangentes 
formeront une surface développable dont l’itélice donnée (ABCDE, A'B'C'D'E') sera 
l’arête de rebroussement. 

Nous avons vu (1 13) que la série des points A, m, is, O, P, Q. . . , où les tangentes 
(AF, A'F) , (BG, B'G'), (Cil, C H ) , etc., d’une hélice (ABC. . . , A'B'F. . .), percent 
le plan horizontal, forment une courbe A/nnOPQ, qui est la développante de ABCDE. 
Or, le plan horizontal de projection est ici un plan horizontal quelconque; donc, si l’on 
coupe l’enveloppe dont nôus nous occupons par un plan horizontal, arbitrairement choisi , 
on aura pour intersection la développante d’un cercle égal a ABCDE. 

D’après cela, menons les plans horizontaux KK.', LL', MM', FN, G'J'; il sera facile 
de construire les points où ils sont percés par chaque élément de l’enveloppe, c’est-à-dire 
par chaque tangente de l’hélice donnée, et en joignant par un trait tous ceux de ces 
points qui sont dans un mémo plan , on obtiendra les intersections (AmnOPQ , EK') , 
(RSTII, LL'), (VEX, MM'), (FYZW, FN), (GUI J A , G'J'), de l’enveloppe et des 
plans KK', LL', MM', etc. 

Toutes ces intersections seront autant de développantes du cercle ABCD ; et il est évident 
que leurs points de rebroussement (A , A') , (S, S'), (E, E'), (Z, Z"), (A, A ), seront les 
intersections de l’hélice doonée (ABC. . . , A'B'CT . . .) avec les plans KK , LL', MM', etc. 

264. Cela posé, imaginons la caractéristique divisée en deux parties par son point de 
contact avec l’hélice donnée; nommons la partie qui est au-dessous de ce point , partie infé- 
rieure de la caractéristique, et l’autre, partie supérieure. Il est clair que chaque déve- 
loppante (VEX, MM') se trouvera divisée par son point de rebroussement (E, E') en 
deux branches (VE, ME ), (EX, FM'), tellement que le* parties inférieures des posi- 
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lions de la caractéristique perceront le plan MM' suivant la branche (VE, ME') , et les PI * 5 . 
parties supérieures suivant (EX, E'M'). 

Or, nous avons dit que l'a ré te de rebroussement divisait la caractéristique en deux 
parties, et l’enveloppe en deux nappes *, les branches RS, VE , FYZ , GUI JA , appartien- 
nent donc à la nappe inférieure de f enveloppe , et les branches AmnOPQ, STU, EX, 

ZW, à la nappe supérieure. Mais Ica branches de la première nappe rencontrent norma- 
lement, aux point^S, S') , (E, E'), (Z, Z'), (A, A"), le cylindre vertical ABCDE*, celles 
de la seconde nappe partent de ces mêmes points, en revenant sur les premières aussi nor- 
malement au même cylindre : donc les deux “nappes de l’enveloppe se joignent sur l’hélice 
donnée par un vrai rebroussement. 

Cet exemple intéressant doit commencer à faire voir comment la génération d’une enve- 
loppe produit une ligne de rebroussement. 

a 65 . Nous donnerons aux surfaces de la nature de celle que nous venons d'examiner 
le nom ÿhdtiçéidê* développables (*). Leur caractère est «l’avoir une hélice à base circu- 
laire pour arête de rebroussement, ou, ce qui revient au même, c’est que l’enveloppée 
de ces surfaces est le plan qui passe par deux tangentes consécutives de celte hélice, 
c’est-à-dire son plan osculatcur (261). 

Chaque enveloppée devant toucher Fhéliçoïde tout le long d’un de se« démens, il est 
évident que l'enveloppce correspondante a l'élément projeté horizontalement en r/Dl, 
aura pour trace horizontale la tangente en d à la développante AntndO. Il est facile de 
déduire de là que l’enveloppée qui correspond à chaque élément est la surface plane par- 
ticulière menée par cet élément et par la plus courte distance entre co même élément et 
l’axe de l’hélice. 

Nous démontrerons, n° 63 y , que les cylindres concentriques à celui qui contient l’arétc 
de rebroussement coupent l’hélicoïdc suivant des hélices de même pas (* ¥ ). 

266. Pour dessiner la figure avec facilité, nous avons d'aliord construit l'hélice 
(ABC..., A'B'C '...), nous en avons déduit la développante GPlJA/wiOPQ, et nous 
avons mené par les points A' et A", ou la projection verticale de l’axe de l’hélice coupe 
la sinusoïde A'B'C'D'..., les horizontales KK', G'J'. Cela fait, ayant supposé que la 
première branche de cette développante soit dans le plan horizontal G'J', et la seconde 
dans lu plan horizontal KK', que uous avons choisi pour plan de projection, nous avons 
divisé le cercle ABCD en parties égales ; par chaque point de division nous avons mené 
la tangente correspondante Gm; nous avons pris cette tangente pour la projection hori- 
zontale d’un élément, et, pour avoir sa projection verticale G'm', nous avons mis le point 
m en projection verticale en m sur (A/miOPQ , KK') , le point G en projection verticale 
en G' sur (GHIA, G'J'), et nous avons mené la projection cherchée G'm'. 

2G7. Exécution de l'épure. Pour mettre au trait les lignes construites, nous avons 
supposé l’enveloppe limitée aux plans horizontaux KK', G’J'. U résulte de cette suppo- 


{*) Il sera question dans le Complément (7*3) d’un genre de surfaces gauche» que non» nommerons 
héiu oidet gauches, qui ne doivent pas être confondues arec les hdicoides développables. 

On ■verra (Luis la suite (jag) qoe l’hcliçoidc gauebe jouit ainsi do ccttc propriété. 
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PI. i5. silion que la courbe supérieure GHIJA est vue, ainsi que la nappe correspondante à celte 
courbe. La distinction des parties pleines et ponctuées des lignes de l’épure, en projection 
boriiontale, s’ensuit tout naturellement. Quant à la projection verticale, elle ne présente 
aucune difficulté. 

268. DE LA REPRÉSENTATION des enveloppes ; des surfaces de. rii’olu- 
lion comme enveloppes ; etc. Nous n’avons pas parle jusqu'ici des moyens de 
représenter une enveloppe ; mais il est facile de voir qu’on doit considérer 
la caractéristique comme une génératrice, construire un nombre suffisant 
de scs positions, et en déduire les traces de l’enveloppe et les contours de 
ses projections. 

La planche 1 5 et les figures 2 et 3 , pl. 12, offrent trois exemples de re- 
présentations d’enveloppes. Ce qui a été dit plus haut (263 — 267) éclaircit 
suffisamment ce qui est relatif au premier; et pour que l’on entende bien 
ce qui concerne les deux autres , il nous suffira de faire voir comment chaque 
surface de révolution est susceptible de plusieurs générations à la manière 
des enveloppes. 

pi. i3. 269. Soit ( 0 , 00 *) l’axe d’une surface de révolution, et soit (j'/', 

F ' s ’ 3 umvxn . . . n'x'v'm’u 1 ) la méridienne de cette surface. Menons par un point 
m une tangente mq à cette méridienne , et imaginons que la courbe et la 
tangente se meuvent en même temps autour de l’axe de révolution ; il est 
clair que la courbe engendrera la surface donnée ; que la tangente engen- 
drera une surface conique droite, dont le sommet sera en (0, fy), et que 
ces deux surfaces se toucheront suivant le cercle mm'. Or , si l’on imagine 
que le point m se meuve sur la méridienne, il est évident qu’il correspondra 
à chacune de ses positions une surface conique droite, analogue à celle dont 
le sommet est en (0, <y) ; que deux surfaces coniques consécutives se cou- 
peront suivant une caractéristique circulaire mm', et que l’ensemble de ces 
caractéristiques formera la surface donnée. Donc cette surface n’est autre 
chose que l’enveloppe du mouvement d’un cône droit, dont l’axe est l’axe 
de révolution , et dont la génératrice est la tangente nu \ de la méridienne. 

270. Par un point quelconque n' de la méridienne, menons la normale 
n’r de cette méridienne, et du point r, intersection de «V et de OT)*, 
comme centre, avec n'r comme rayon, décrivons le cercle nstn'. Il est 
clair que ce cercle et la méridienne umvxn > . .n'x'v'm'u', se toucheront en 
n et n' ; donc , si l’on imagine que le système du cercle et de la méridienne 
tourne autour de l’axe de révolution, le cercle engendrera une sphère, la 
méridienne engendrera la surface donnée , et ces deux surfaces se touche- 


Digitized by Google 


CHAT. IV. DES SURFACES ENVFXOPFES. ' 


Of) 

ront suivant le cercle nri . Si donc on suppose que le point >i se meuve 
sur u'm'i/x'n', il correspondra une surface sphérique à chacune de ses 
positions ; ces surfaces consécutives se couperont suivant des caractéris- 
tiques circulaires nn', et l’enveloppe de ces surfaces sphériques sera la sur- 
face donnée. 

37 1 . Imaginons maintenant que la méridienne (jy* , umvxn . . . n'x'v'm'u') 
soit la base d’un cylindre droit , dont la génératrice soit une ligne droite 
constamment perpendiculaire au plan^'; il est clair que ce cylindre et 
la surface donnée se toucheront suivant la méridienne yÿ . Or, imaginons 
que cette méridienne se meuve autour de l’axe de révolution, et quelle 
emporte avec clic le cylindre en question j il est évident que ce cylindre 
prendra une infinité de positions, qui se couperont consécutivement deux 
à deux suivant des méridiennes : donc l’enveloppe décrite ne sera autre chose 
que l’ensemble de ces méridiennes , c’est-à-dire que la surface donuée. 

373. Il nous arrivera souvent de considérer une surface de révolution 
comme l’enveloppe d’un cône droit, vertical et variable déformé, mobile le 
long de l’axe commun à la surface et au cône ; ou comme l’enveloppe d’une 
sphère mobile sur l’axe de révolution et variable de rayon ; ou enfin 
comme l’enveloppe d’un cylindre horizontal constant de forme et mobile 
circulairement. 

Dans quelques problèmes, ou pourra substituer à une surface de révolu- 
tion son enveloppée, conique , sphérique ou cylindrique ; et comme il sera 
facile d’opérer sur l’enveloppée, on se trouvera conduit, par les propriétés 
des enveloppes , à un moyen de solution extrêmement utile (354 — 356» 

575—377). 

273. Quoique la génération des enveloppes paraisse fort abstraite, die est cependant 
employée par beaucoup d’artistes, particulièrement par les tourneurs et par les fer- 
blantiers. 

r 

Les derniers savent courber une feuille de fer-blanc autour d’une suite de .droites, 
situées sur cette feuille, et tellement disposées que le plan de la feuille se change en une 
surface développable , dont ce plan, pendant le travail, est l’enveloppée mobile. 

Les tourneurs finissent leurs ouvrages avec un instrument dont le taillant est une 
droite. Lorsqu'ils travaillent , ce taillant décrit, par rapport à la surface de révolution 
qu’ils veulent exécuter, une enveloppée conique de cette surface, et c’est en variant con- 
venablement la direction de l’instrument, que les différentes zones des enveloppées se 
fondent imperceptiblement les unes et les autres avec la surface à faire. 

274* 11 est clair, d’après cela, que L’habitude doit donner aux ouvriers tourneurs et 
ferblantiers quelque idée de la génération des enveloppes ; mais ce qui paraîtra peut-être 
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surprenant, c'est qu'ils en ont nn sentiment très délicat, et que c’est ce sentiment qui 
leur fait connaître, à la simple inspection d’une surface, s’ils peuvent ou non l'exécuter. 

Ainsi , en supposant qu’on ait rassemblé des modèles de surfaces développables, de sur- 
faces de révolution, et de surfaces gauches (*) , et qu’on demande à des ferblantiers et à 
des tourneurs intelligent de trier toutes celles qu’ils peuvent exécuter, on conçoit que le 
ferblantier, mettra de enté toutes les surfaces développables , le tourneur toutes les surfaces 
de révolution , et qu'aucun des deux ne se chargera des surfaces gauches. 

a^5. Or, les surfaces gauches sont le résultat du mouvement d’une droite, comme les 
surfaces développables : à quoi donc le ferblantier distinguera-t-il les premières des der- 
nières? le voici. Dans les surfaces gauches, la droite mobile n’est qu’une simple généra- 
trice, et, dans les surfaces développables, c’est une caractéristique placée sur une petite 
«one plane infiniment étroite, qui donne le sentiment de l’enveloppe, et qui indique au 
ferblantier qu’une enclume cylindrique ou conique pourra être substituée à cette enve- 
loppée, et servir à ployer une feuille de fer-blanc convenablement pour en faire une 
surface développable. 

De même, une surface de révolution peut être produite par le mouvement d’un cercle, 
comme toutes les surfaces cylindriques et coniques à bases elliptiques (*•) ; mais le cercle 
mobile n’est, dans ces surfaces, qu’une génératrice ordinaire, et, dans la surface de révo- 
lution, il est la courbe de contact de l’enveloppe et de l'enveloppée, c’est-à-dire une 
caractéristique. Or c’est cette caractéristique qui indique au tourneur qu’en faisant 
décrire à son ciseau , par rapport au corps à tourner, des surfaces coniques droites, ce 
ciseau, conduit avec intelligence, produira leqr enveloppe, et pourra conséquemment 
servir à exécuter toutes les surfaces de révolution possibles, tandis qu’il ne peut pas servir 
à exécuter des surfaces développables qui ne seraient pas de révolution. 

On conçoit par là que le nom de caraclèristiqu-t, choisi par M. Monge , auquel on doit 
ces observations, est tout-à-fait convenable. 


(*) Pions supposons qu’il n'y ait pas , parmi ccs modela , de surface à la fois gauche cl de révolution , ou 
h la foi* développable et de révolution. 

( * * ) Une surface conique ou cylindrique à base elliptique peur toujours être coupée suivant dm cercle 
par deux systèmes de plans parallèles (6o5 et 51i). 


* 
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276. D’aphês ce qu’011 a vu précédemment , il est facile de concevoir qu’un 
plan tangent peut être mené par son point de contact , supposé donné ; 
par un point pris arbitrairement dans l'espace ; parallèlement à une droite 
donnée ; par une droite donnée ; par un point donné et tangcnticllement à 
deux surfaces données; tangenticllement à trois surfaces , etc., etc. 

11 suit de là que la question de mener un plan tangent se présente sous 
plusieurs formes, selon qu’on donne, premièrement, le point de contact 
du plan cherché; secondement, un point qui appartienne à ce plan; troi- 
sièmement , une droite à laquelle il doive être parallèle ; quatrièmement , 
une droite qu’il doive contenir ; cinquièmement enfin , plusieurs surfaces 
<ju’il doive toucher. 

Chacun de ces cas, qui sont les plus usuels, va faire l’objet d'un des cha- 
pitres suivans. 




CHAPITRE PREMIER. 

Des plans tangens dont le point de contact est donné. 

277. Nions nous donnerons ordinairement le point de contact par l'une de 
ses projections, et nous déterminerons l’autre projection de manière que 
ce point soit sur la surface donnée. 

278. On a vu , n° 147 , qu’un plan tangent en un point d’une surface 
passait par toutes les droites tangentes en ce point aux lignes quelconques 
situées sur la surface. Or , si parmi ces lignes il y a une droite , cette droite 
sera elle-même sa tangente ; donc elle aura tous ses points compris dans le 
plan tangent. 

379. Nous conclurons de là que lorsqu’une surface est engendrée par 
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le mouvement d’une droite , comme les surfaces cylindriques , les surfaces 
coniques , les surfaces gauches et les surfaces développables, le plan tangent 
en un point de cette surface passe toujours par la position de la génératrice 
qui correspond à ce point. Cette propriété est d’un usage fréquent, et l’on 
en va voir l'application dans plusieurs des problèmes qui suivent. 

380. Problème i". On donne une surface cylindrique, on donne la 
projection horizontale d'un point de cette surface , et l’on demande le plan 
tangent qui correspond à ce point. 

pi. ig Soit ( mnpq , m'n'p') la directrice de la surface donnée , (ad, a'd ’) sa gé- 

nératrice, et g la projection horizontale du point de contact par lequel il 
faut mener le plan tangent demandé. 

Il s'agira d’abord de construire ce point : or, il sera situé sur un élément 
de la surface , et cet élément aura nécessairement pour projection hori- 
zontale la droite gk parallèle à ad. Ce même élément sera donc dans le plan 
vertical gk, mais ce plan coupe la directrice en (m, m') et (n , n'); donc, si 
l’on mène par ces points les droites (ng, n'g'), (mg, m' g"), parallèles à 
(ad, a'd), l’élément qui contient le point cherché sera l’une de ces droites : 
donc le point cherché sera l’un des deux points (g, g'), (g, g"). 

Ces deux points satisferont également aux données du problème proposé, 
et ce problème aura conséquemment deux solutions. Comme elles s'obtien- 
nent de la même manière, il nous suffira d’en construire une, celle par 
exemple qui correspond au point de contact (g, g'). 

On sait déjà (279) que le plan tangent cherché passe par l’élément (ng , n'g') 
mené par le point (n, n'), et l’on en conclura que la trace horizontale de 
ce plan passe par le point k , et sa trace verticale par le point 

281 . Maintenant , je dis que tout plan tangent en un point d’une surface 
cylindrique est tangent à celte surface tout le long de l’élément qui passe 
parce point; c’est-à-dire que le plan tangent d’nne surface cylindrique a 
une infinité de points de contact qui sont tous les points de l’élément qu’il 
contient. 

En efîèt , soit 8 une SUrfcCe cylindrique quelconque ;• soit D sa direc- 
trice j soit K un point quelconque de la directrice ; T la tangente à cette 
directrice suivant ‘le 'point- K; E l’élément indéfini tic la surfaceS, mené 
par le point K ; Ut soit enfin P le plan qui passe par l’élément E et par la 
tangente T. Le plan P sera tangent en K à la surface S (148 et 379); la 
directrice D'W ha tangettte T atirotfl Un élément linéaire infiniment petit 
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commun entre elles (89); donc toutes les positions de la génératrice, qui 
s’appuieront sur cet élément , seront communes à la surface S et au plan P : 
donc cette surface et ce plan se toucheront suivant une zone infiniment 
étroite , située le long de l'élément E , et ayant comme cet élément une 
longueur indéfinie. Mais cette zone ne sera autre chose qu’une suite de 
facettes de la surface S, situées le long de l’élément E ; donc le plan P sera 
tangent à cette surface suivant tous les points de l’élément E (> 45 ) : ce 
qu’il fallait démontrer. 

282. 11 suit de cette propriété que pour avoir le plan tangent demandé, 
il ne s’agira que de mener par la droite (ng, n'g J ) , un plan tangent en 
(«, n')à la surface donnée; or ce plau passera par la tangente (ns, n's'), 
menée en (n, n) à la directrice (mnpq , m'rip '); cette tangente perce le 
plan horizontal en .t : donc la trace horizontale du plan cherché est la 
droite Ar. 

En menant par le point (g , g 1 ) une parallèle (gr, gV) à la trace ks , cette 
parallèle sera dans le plan demandé, elle percera le plan vertical en un 
point (r, i) , et la droite ii, menée par ce point et par le point t, sera la 
trace verticale du plan tangent cherché (ks, il'). 

283. Nous ferons ici une remarque importante, c’est que les traces ks, 
il', du plan tangent, sont tangentes en k et l' aux traces akeb, dl'tu, de 
la surface donnée. En effet, ce plan est tangent en (A, k J ) et (/, t), à cette 
surface (281); donc il passe par les tangentes menées par ces points aux 
courbes planes akeb , dl'tu (147) •' mais ces tangentes sont situées dans les 
plans de projection ; donc elles coïncident avec les traces respectives 
ks et ii. 

Nous conclurons de là que lorsqu’on sait myjer une droite tangente 
en un point (n, n ') de la directrice d’un cyl inare, on sait aussi mener 
des tangentes ks, ii, aux traces de ce cylindre, par les points (k, k'), 
(l, t), où l’élément qui passe par le point (n, n ') perce les plans de 
projection. / 

284. Si la directrice de la surface donnée était dans le plan horizontal , 
ce qui arrive très communément , cette directrice et la trace abc ne feraient 
qu’une seule et même courbe , et le plan tangent se construirait avec beau- 
coup de facilité ; car ayant détermine l’élément (gk, g'k'), qui contient le 
point de contact , il ne s’agirait que de mener par le point A, où cet élément 
rencontre la directrice, une tangente ks à cette directrice, pour avoir la 
trace horizontale du plan cherché, et par suite ce plan. 


Pi. 16. 
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a 85 . Exécution de l’épure. Le cylindre donné est représenté par ses traces 
libc, (fl’ tu ; par les c'iémeus qui , en projection horizontale et en projection 
verticale, enferment les projections du cylindre, et par sa directrice (i66). 
On a supposé que cette directrice était une droite en projection verticale et 
un cercle en projection horizontale, et la projection g du point de contact 
a été choisie de façon que le plan demandé (ks, i J l r ), soit au-dessous et en 
arrière du cylindre; en sorte que ce cylindre doit être représenté comme s’il 
était seul dans l’espace. 

D'apres cela, tous les points de la droite ex correspondant chacun à deux 
points de la courbe (mnpq, m'rip), dont l’nn est nécessairement vu en pro- 
jection verticale, la ligne vx doit être pleine. La projection horizontale mnpq 
de la même courbe est formée de deux parties, l’une pleine, parce quelle 
correspond à la partie supérieure de la surface, et l’autre ponctuée, parce 
qu’elle .correspond à sa partie inférieure. Quant aux traces et aux élémens, 
il est facile, d’après ce qu’on a vu (170 — 175), de déterminer leurs parties 
pleines et ponctuées. 

Le plan ( ks , é l ) étant situé au-dessous et en arrière du cylindre donné, 
les traces ks, //', doivent être ponctuées dans les parties où elles traversent 
les projections de ce cylindre, et pleines dans les autres parties. 

286. Problème a. Mener par un point donné if une surface conique 
un plan tangent à cette surface. 

Supposons que l’on mène une ligne droite par le point donné et par le 
sommet du cône; cette droite sera l’un des élémens de la surface, et d'après 
ce qu’on a vu n* 27g, cet élément tout entier sera compris dans le plan 
tangent demandé. 

287. Or, je dis que celtia n sera tangent au cône tout le long de cet élé- 
ment; en effet, désignons ce même élément par la lettre E, la directrice 
par la lettre D , et le plan tangent demandé par la lettre P. L 'élément E et la 
directrice D se coupent en un point K, et si l’on imagine par ce point une 
droite T, tangente à la directrice D, les lignes T et D auront un élément 
linéaire infiniment petit k commun entre elles. Cela posé, concevons que 
la génératrice se meuve pour engendrer le cône ; il est clair que toutes les 
positions de cette génératrice, qui s’appuieront sur l'élément k, seront à la 
fois dans la surface donnée et dans le plan tangent P : niais toutes ces posi- 
tions formeront évidemment une petite zone du plan P, laquelle comprendra 
l'élément E, et qui sera composée de toutes les facettes de la surface traver- 
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secs par cct clément ; donc le plan P ( 1 4 ^) sera tangent au cône suivant tous ri ■' 
les points de l'élément E. 

a88. Soit doue (r, s') le sommet du cône donné, (mmt, m'r'n') sa direc- 
trice , (n , n') un point de cette directrice, et (jn , s'i t') l’élément de la surface 
mené par le poiut de contact donné. 

Par le point (n, n'), où l’élément ( sn , s'n!) s’appuie sur la directrice, on 
mènera la droite (nu, rit/), tangente à la courbe (mmt, m'r'n')-, cette droite 
sera dans le plan tangent en (n, n') à la surface donnée ( 1 47) , ou, ce qui 
revient au même, elle sera dans le plan tangent à cette surface tout le long 
de (sn, s'n’), c’est-à-dire dans le plan tangent demandé : donc ce plan pas- 
sera parles droites (ns, n's'), (nu, n'u'). 

Ces droites étant connues, il sera facile d’en déduire les traces kg, gc', 
de ce plan. Parmi les différons moyens que l’on pourra employer pour les 
obtenir, voici celui qui est indiqué sur l'épure. On a mené par le som- 
met (s, s 1 ), la droite (iv, s'v) parallèle à la tangente {nu, n'//); on a déter- 
miné les points u et. v' où ces deux droites (sv, s'v'), (nu, n'u'), percent le 
plan vertical , et comme elles sont dans le plan demandé , on en a déduit la 
trace uV de ce plan : ou a prolongé cette trace jusqu’au point g où elle coupe 
la ligne de terre ; par ce point et par’le poiut o, où l’élément (sn, s'n') 
perce le plan horizontal, on a mené la droite gh, et l’on a eu le plan cher- 
ché (gh, #*'')• 

a 8g. Si l’on donnait la projection horizontale d’un point du cône , et 
qu’on demandât le plan tangent en ce point , il faudrait d’abord chercher 
l’élément passant par le point donné, et le problème se trouverait ramené 
a celui que nous venons de résoudre. Or, dans le cas de l’cpurc, le cône a 
deux points qui ont même projection horizontale />; donc il y a deux élé- 
tnens qui correspondent à ce point. Pour trouver ces élémens , on mènera 
la droite sp; ou imaginera par cette droite un plan vertical; il coupera la 
directrice (mrnt, m’r'n') en deux points; on construira ces points; on mènera 
par le sommet (s, s') et par ces mêmes points deux lignes droites, et ces 
lignes seront les élémens cherchés. 

ago. Le plan (gh, gv') touchant la surface donnée tout le long de l’élé- 
ment indéfini (sn, s'n'), il en résulte que si l’on mène un plan quelconque 
dans l’espace , ce plan coupera la droite (sn, /n') en un point , la surface 
conique suivant une courbe passant par ce point , et le plan (gh, go') suivant 
une droite tangente à cette courbe en ce même point : car la tangente 
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*'*• devant être à la fois dans le plan langent et dans le plan de la courbe, elle 
est nécessairement l’intersection de ces plans. 

Si l’on prend les plans de projection pour exemples, on verra que les 
droites g h , gd , sont tangentes aux traces de la surface donnée, et que le 
point de contact de la première de ces droites est la trace horizontale o de 
(rn, s'n'). Quant au point de contact de la seconde, il est visible qu’il est 
situé hors du cadre, ainsi que la trace verticale de la surface donnée. 

agi. Exécution de l'épure. Le cône est représenté par les projections s 
et é de son sommet , par sa trace horizontale , par plusieurs positions de 
sa génératrice, parmi lesquelles on doit remarquer celles qui servent de 
contours aux deux projections du cône , et entin par les projections de la 
directrice (i85). 

On suppose la nappe inférieure terminée au plan horizontal : elle est 
évidemment au-dessus du plan tangent et en arrière de ce plan. La nappe 
supérieure est prolongée indéfiniment; elle est évidemment au-dessus du 
plan tangent et en avant de ce plan. D’après cela, la nappe supérieure du 
cône n’est pas vue en projection horizontale; donc toutes les ligues qui la 
représentent doivent être ponctuées, hors l’élément de contact sx, qui est 
dans le plan tangent, et qui par conséquent ne peut être caché par ce 
plan. 11 en est de môme de la nappe inférieure en projection verticale; 
toutes les lignes qui lui appartiennent sont conséquemment ponctuées, 
hors l’élément de contact «V. . . 

Quant aux nappes situées au-dessus ou en avant du plan tangent, voyez 
les n“* 170 et igo. 

Il ne reste à parler que des traces gk, gd, de ce plan : or, il est clair que 
la première est cachée par la nappe inférieure du cône, et la dernière par 
sa nappe supérieure ; donc les parties de ces traces comprises daus les angles 
csd, qs’q, doivent être ponctuées, et le surplus des mêmes traces, jus- 
qu’à la ligne de terre, doit être marqué par des lignes pleines. 

Pt. »* ag2. Problème 5. Étant donnés l’axe (I, IT'j et Ui méridienne 
' principale (VN, V'LM'N’M"L’) dune surface de révolution, mener un plan 
tangent à cette surface par un de ses points dont la projection horizontale 
P soit connue. 

Il s’agira d’abord de déterminer la projection verticale du point de con- 
tact. Et comme la méridienne est composée de deux parties (VN, VT.N), 
(VN, V'L'N'), qui ont même projection horizontale, et qui sont situées 
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l’une au-dessus de l’autre, il est évident que la surface donnée est aussi 
composée de deux parties qui ont même projection, et qui coutieuneut 
chacune un point projeté en P; d’où il suit qu’il y a deux points de contact 
corrcspondaus aux données du problème. 

Pour les déterminer, on remarquera qu’ils sont situés sur la verticale 
(P, pp ) , laquelle est tout entière comprise dans le plan méridien OY. Or, 
ameuons ce plan sur VN, en le faisant tourner autour de l’axe (1, l'I"); le 
pied P de la verticale (P , pp ) décrira l’arc de cercle PM , dont le centre 
est en I , et cette verticale viendra par conséquent en (M , mm'). Mais la mé- 
ridienne OY viendra coïncider avec (VN, V'LN'L'); d’où Pou voit que les 
points (M, M'), (M, M"),, seront communs à la verticale et à la tnéridieune 
amenées dans le plan VN. Faisons donc tourner ces points autour de l’axe 
(I, 11") pour les ramener dans le plan OY : ils ne sortiront pas des plans 
horizontaux qui les contiennent; donc, à leur retour dans leurs positions 
primitives, Us auront leurs projections verticales sur les droites MT', M"P", 
menées par les points M"et M' parallèlement à la ligue de terre; donc ces 
projections seront en P' et F', car elles doivent être sur la ligne P// : donc 
enfin les points (P, P'), (P, P"), seront les points cherchés. 

295. Supposons que ce soit par le premier (P, F) de ces points qu’il 
s'agisse de mener le plan tangent demandé. 

Ce plan {>assera, premièrement, par la tangente en (P, P') à la méri- 
dieuue OY; secondement, par la tangente au même {joint au cercle hori- 
zontal (UXMP, U'M'). 

Menons cette dernière tangente. 11 est clair quelle sera horizontale; donc 
elle aura pour projection verticale la droite l 'FM' parallèle à la ligne de 
terre. Quaut à sa projection horizontale, ce sera évidemment la tangente PS 
au cercle UXMP. La tangente cherchée sera donc la droite horizontale 
(PS, P'U'), laquelle perce le plan vertical au point S'; et puisque cette 
tangente est dans le plan demandé , la trace verticale de ce plan passera 
par le point S'. De plus il coupera le plan horizontal suivaut une parallèle 
à la droite (PS, P'U'), suivant laquelle il coupe le plan horizontal U'M' ; 
donc sa trace horizontale sera une droite parallèle à PS. 

Pour construire cette droite , il nous suffira d’en avoir un point : ce point 
va nous être fourni par la tangente eu (P, F) à la méridienne OY. Ame- 
nons cette méridienne dans le plan VN, en la faisant tourner sur l’axe 
(l. II") ; elle viendra se placer en (VN, V'LN'L'), et le point (P , P') en (M, M'). 
La tangente en (P , P') , amenée dans le plan VN , sera donc la droite (MQ , 

14.. 
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P*- >8. M'Q'), tangente en (M, M') à la méridienne principale VN. Cette tangente 

F ’ 8 ' *' perce le plan horizontal au point (Q, Q'), qui , ramené dans le plan OY , 
vient se» placer en R , sur l’arc de cercle QR , décrit du point I comme centre 
avec le rayon IQ. Le point R est donc celui où la tangente en (P, P') à la 
méridienne perce le plan horizontal : cette tangente est dans le plan de- 
mandé ; dont le point R appartient à la trace horizontale de ce plan. 

Donc si nous menons par le point R la droite RT, parallèle à PS , puis 
par le point T, où RT coupe la ligne de terre, la droite TS', passant par le 
point S', le plan (RT , TS') sera le plan tangent cherche. 

394 . Nous ferons faire en passant une remarque importante : c’est que 
le plan tangent en un point (P, P') d’une surface quelconque de révolu- 
tion, est toujours perpendiculaire au plan méridien IP correspondant à ce 
point. En effet, le plan tangeut contient la droite (PS, P'U'), tangente en 
(P, P') au cercle (LXMP, Ij'M') de la surface; or, cette droite est perpen- 
diculaire au plan IP; donc, etc. Cette propriété s’énonce ordinairement 
ainsi : Ix plan tangent est perpendiculaire au plan méridien correspondant. 

Elle conduit aisément à la détermination du plan tangent, car ayant le 
point de contact et connaissant la tangente en ce point à la génératrice ou 
à la méridienne, le plan mené par cette tangente, perpendiculairement au 
plan méridien, sera le plan tangent cherché. 

On voit aussi que l’axe de révolution étant supposé vertical , la trace ho- 
rizontale du plan tangent sera toujours perpendiculaire à celle du plan mé- 
ridien. 

Enfin, il est évident que si par une tangente quelconque à une surface de 
révolution, on mène un plan perpendiculaire au plan méridien passant par 
le point de contact de cette tangente, le plan mené sera tangent à la surface. 

ag5. Exécution de lé pure.. Le plan demandé (RT, TS') étant situé au- 
dessous et en arrière de la surface donnée , il en résulte que les contours 
des projections de cette surface sont vus. Quant aux traces RT, TS', elles 
sont vues aussi , sauf les parties comprises dans l’intérieur des lignes YONY , 
V'LN'L'. 

Fîg. j. 296 . Problème 4- Étant donnés l'axe (1, 1'I*) d une surface de. révo- 
lution , et une ligne quelconque (OMN, O'M'N') qui en soit la génératrice, 
mener un plan tangent à cette surface par un de ses points dont la projec- 
tion horizontale 1 * soit connue. 

Déterminons d’abord la seconde projection de ce point. Pour cela nous 
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décrirons du point l comme centre, avec le rayon IP, un cercle PmM; il ^ 
rencontrera la courbe OMN en des points M et m-, et il est clair que dans la 
génération de la surface, les points (M , M ), (m, m*) , de (OMN , 0 M N ) , dé- 
criront des cercles horizontaux (MmP, M'P'), (MmP, m'P"), qui auront des 
points (P, P'), (P, F"), situés dans la verticale P : d’où il suit que le point 
de contact donné sera l’un de ces points. 

Contentons-nous d’opérer sur le premier (P, P'). 

297. Ce point, ramené sur la génératrice, étant eu (M, M'), nous mène- 
rons, par les points M et M', les tangentes MT, M'T', aux lignes OMN, 
O'M'N', et nous aurons la tangente (MT, M'T') à la courbe (OMN, O'M'N'). 
Cette tangente percera le plan horizontal en un point (T, T'); et si nous 
imaginons quelle se meuve en même temps que la courbe (OMN, O'M'N') 
autour de l’axe (I, IT), on verra que dans ce mouvemcntle point(T, T') 
décrit un cercle TKfUA , et qu’il est toujours en arrière du méridien 1 K , 
correspondant au point (M, M'), d’une portion TK de la circonférence 
TKR<A. Donc, lorsque le point (M, M') sera en (P, P'), le point T sera au 
point t, éloigné du méridien IA, mené par le point P, d’une grandeur cir- 
culaire tk mesurée sur le cercle TKR/A et égale à TK. 

Donc la tangente analogue à (MT, M'T'), menée par le point (P, P") à la 
position de la génératrice qui passe par ce point, perce le plan horizontal 
en t. Mais cette tangente est située dans le plan tangent demandé ; donc la 
trace horizontale de ce plan passe par le point t. Et comme le plan tangent 
est perpendiculaire au plan méridien (294), cette trace sera la droite tr 
menée par le point t perpendiculairement à IA. 

Maintenant, menons par le point (P, P) une horizontale (Px, PV), paral- 
lèle à tr : cette horizontale sera dans le plan tangent; or elle percera le plan 
vertical en x'; donc la droite rs' sera la trace verticale du plan cherché. Donc 
enfin (tr, rs?) sera ce plan. 

298. Dans le problème précédent, nous avons déduit le plan tangent d« 
la tangeute à la méridienne : celui-ci nous donuc le moyen dedéduire cette 
tangente du plan tangent, car elle est l’intersection de ce plan et du plau 
méridien (i 5 a). Si donc on veut avoir la tangente au point (P, P') de la 
méridienne IP, on mènera le plan (tr, rs'), tangent en (P, P') à la surface 
donnée; ce plan coupera le plan méridien IP suivant la droite qui passe par 
les points u et (P, P'), et cette flroitc sera la tangente cherchée. 11 est clair 
que si l’on amène la méridienne IP dans le plan Is, parallèle au plan ver- 
tical , le point u venant sc placer en (r, s!), et le point (P, P') en (n, »'), la 
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Pi. 18. tangente à la méridienne principale (b, xn'ÿ) , au point («, ri) correspon- 
f ' 5 *' dant à (P, F) , sera la droite (= 1 , z'ri). 

29g. Exécution de, l’épure. Pour ne pas nous jeter dans des difficultés 
étrangères à l’objet principal, difficultés qui seront traitées avec détail dans 
les problèmes suivans, nous nous sommes abstenus de représenter la sur- 
face donnée, et nous avons supposé que le plan demandé (tr, rri) n’exis- 
tait pas daus l’espace. 11 suit de là que les traces de ce plan doivent être 
indiquées eu lignes mixtes ( 56 ), et que la figure 11e doit pas présenter d’au- 
tres lignes pleines que les projections l'I", G MX , O'M'N', de l’axe et de la 
génératrice. 

300. P&oewjtr. 5. Mener un plan langent à la surface de révolution dont la génè- 
PJ. irj. ratrice est le cercle vertical (AC, A D’C’B’J, et dont l’axe de révolution est la verticale 

(I , ri*) située dans le plan AC. 

le point de contact (i, i') ayant été choisi arbitrairement sur un cercle quelconque 
(DEKK , D'F) de la surface donnée, le plan tangent demandé s’obtiendra absolument 
comme dans le problème du n“ 391 . Ainsi, on amènera le point (i, i') en (D, D') dans le 
méridien principal; on mènera la tangeute D'G'; on construira le point G où elle perce 
le plan horizontal ; on ramènera ce puiut en II dans le méridien 1H du point de oontact , 
et la trace horizontale du plan cherché sera la droite 11K , menée par le point 11 perpen- 
diculairement à 1H. Pour avoir sa trace verticale , on mènera par le point (i, «') la droite 
( ir,tr ) parallèle à I1K; elle percera le plan vertical eu (r, r) ; on mènera la droite K r, 
et le plan (11K , K/) sera le plan tangent demandé. 

301. Notre objet, en construisant ce plan, était de donner un exemple des plans tan- 
gens aux surfaces non convexes. La surface donnée, qui est ce qu’on nomme une snrfacc 
annuitaire j ou en forme d’anneau, est évidemment non convexe dans toute la partie 
interne engendrée par le demi-cercle (AB, B'A'B')); et il est manifeste que le plan 
obteuu, ainsi que tous les plans tangeus aux poiuts de cette partie , est dans le cas du plan 
tangent G'D’, qui est tout-à-la-fois plan tangent et plan coupant. Ce qui va suivre , où 
l’on trouvera des détails utiles sur le dessin d’une épure complète, achèvera de donner 
une idée bien claire des plans tangens aux surfaces non convexes. 

302. Exécution de l'épure. Nous supposerons que le plan tangent (HK, K r) soit ter- 
miné, d’une part, au plan horizontal Z'Y’, et, d’autre part, au plan vertical AV7>. Il 
a’ensuit qu’il sera projeté horizontalement entre les droites UK, YZ ; et verticalement 
entre K Y’ et Z'W ' . 

Cela posé, on remarquera que la droite (YZ, Y'Z') étant au-dessus de la surface donnée , 
tandis que la droite (11K, KG') est au-dessous, cette surface passe, entre ces deux droites, 
du dessus au-dessous du plan tangent. De même en projection verticale, la droite 
(AYZ , W'Z') étant en avant de la même surface , et la droite KY' en arrière , cette sur- 
face, entre ces deux droites , se trouve d’on côté en avant , et de l’autre côté en arrière , du 
plan (HK.Kr). Pour connaître les parties vues et cachées des grandeurs à représenter, 
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savoir le plan demandé et la surface anuullaire donnée, il faut donc déterminer leur l’I. 
intersection commune. 

3o3. Ramenons le plan méridien 111 en IG ; et supposons qu’il emmène avec lui le plan 
tangent (HK, Kr) : ce dernier plan viendra prendre la position G'D', et l’intersection 
cherchée se trouvera projetée en y*. Il ne s’agira doue plus que de ramener cette inter- 
section dans la position correspondante au plan méridien III, ce qui sera très facile. 
Considérons les points qui sont situés dans le plan IJ/ : l’intersection étant en iz, ces 
points sont sur la droite (mm, M') , intersection des plans G'D', LL'. Or, lorsque le 
plan IG se meut pour venir en III, le point M vient en n, et la droite (mm', M'), sans 
sortir du plan LL', vient prendre la position (on», LL'). Mais les points dont nous nous 
occupons. sont situés sur les cercles (lot », LL') , (cec’u , RS') ; ramenés dans leur position ■ 
primitive ils sont sur la droite ( onv , LL') : donc ce sont les points (°,o'Y, (t , «'), (u, u) 
et (», »')• 

De nouvelles constructions, faites sur d’autres plans, tels que LL', donneront de nou- 
veaux points, et en joignant par une courbe ceux qui se feront suite sur une même 
projection , on obtiendra l’intersection cherchée (iRePe.T.Qu, l'R'o'PVi'TVQV). 

Au moyen de cette intersection, il sera aisé d’avoir les parties vues et cachées de 
l’épure. 

3o 4- Examinons d’abord la projection liorisontalc. Il est clair que l’intersection 
(iRoP i'R'o'P' . . .) sera vue dans toutes ses parties supérieures au plan h'C, et cachée 
dans toutes les autres; d’où l’on voit que les arcs SP», Y QU , correspondans aux courbes 
(SPs, S'P's), (\QU , V'Q'U'), situées sur le dessus de la surface, devront être pleins 
et que les projections horizontales SR .TJ, VT h, des courbes (SR.TJ , S'RYL') , (VT»»’ 
l 'T '»»') , situées sur le dessous de la surface, devront être ponctuées. 

Maintenant, on remarquera qu’un cercle quelconque (ofvl, LL') , qui serait vu sur la 
surface anuullaire, si elle était isolée dans ^espace, ne sera pas caché à droite de la ligne 

P' ’ ‘l"’* 1 l ,aascra sou * k P lan ,an 6 ent a partir de cette ligne, et qu’il sortira de dessous 
le même plan aux points (o, „'), (», /), où il rencontrera l’intersection (iRaP..., . 
iRoP'..,), en sorte qu’il ne devra avoir de ponctués que les seuls arcs og et Il 
en sera île même de tout autre cercle ( cec'u , RN'). 

Quant au plan tangent, sa trace horizontale ne devra être ponctuée que dans la traverse 
du cercle SCv . 

1 . 3O tnr n n^Ln t, J 0 ". TCr,iCale ’ la 5eU ' C P orlion dc su,facc «• celle qu’engendre" 
“y' “ > de la génératrice , lorsqu’il sc meut en avant du plan AC La courbe 

(ÆoP. . . , . R o'F. . .) aura donc l’arc R'.VQVT'.VP', de sa projection verticale, en- 
tièrement ponctué, et son arc PVS R' sera plein , parce qu’il correspond à la portion de 
cette courbe située sur la partie externe et antérieure dc l’anneau. 

Un demi-oerclc (lot, LL'), situé sur cette même partie de surface , sera vu à gauche 
<lc la ligne YV l ; il passera sous le plan tangent à partir dc cette ligue; il en sortir» 
au point o, pour être vu jusqu’en L', de sorte qu’il ne devra être ponctué que ,Weno' 

Us cercles (RPBT, R'B), (RPR T , R'B'), étant, le premier, le plu, élevé dc la sur- 
face, et le second , le moins élevé, les droite. R'B', R'B*, appartiendront au «mtour de 

projection Yerticale de cette surface; et l’intervalle compris entre ces droites sera 
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forint: |>ar les deux demi-cercles R’/i'R”, B'CB'. Depuis la courbe PVS'R’ jusqu'à la ligne 
WZ, ces contours sc trouveront cachés par le plan (HK , Kr). 

Nous ferons observer que si la partie interne «le la surface annullaire existait seule 
dans l’espace, les deux droites R'B', R'B", et 1rs deux demi-cercles R'èR', B'A'B', for- 
meraient le contour de sa projection verticale. Ces deux demi-cercles appartiennent en 
conséquence au contour, considéré d’une manière générale (38-) : comme ils ne sont pat 
vns, ils sont indiqués par des points. 

Enfin , il est évident que la trace verticale Kr' du plan tangent sera cachée dans tout 
l’espace compris entre les lignes R'!!”, R”B*. 

306. Problème 6. Mener, par tut point donne d'un hyperboloide de 
révolution à une nappe , un plan tangent à cette surface. 

Soit ( I , IT') l'axe de révolution , ( GH , GH') une position quelconque 
de la génératrice , et prenons arbitrairement pour point de contact un 
point (f, s') de (GH, GH'). 

Le plan tangent en ce point passera par 1 clément (G1I, GH'), et sera 
perpendiculaire au méridien IS; d’où l’on voit qu’il aura pour trace ho- 
rizontale la droite GK , menée par le point G perpendiculairement à IS. 
Quant à sa trace verticale , il serait facile de la construire ; mais comme 
elle est hors de l’épure nous ne nous en occuperons pas. 

307 . Supposons qu’au lieu du point (r, s") on ait choisi, sur (GH, GH'), 
le point (t, t' ) pour point de contact : le plan tangent aurait etc perpen- 
diculaire au plan méridien IT , et il aurait eu pour trace horizontale la 
droite GL perpendiculaire à IT et passant par le point G. Il suit de-Ià 
que si l’on fait mouvoir le point de contact sur un élément quelconque 
(GH, G'H'), le plan méridien du point mobile changeant à chaque in- 
stant , il y aura , pour chaque position de ce point , un plan tangent par- 
ticulier. 

308. Ce résultat est fort simple et fort exact; cependant il parait d’or- 
dinaire paradoxal aux commençans. Us s'imaginent que parce qu une sur- 
face gauche a pour génératrice une droite, comme les surfaces coniques 
et cylindriques, le plan tangent en un point d’un élément d’une surface 
gauche , doit jouir de la propriété de toucher cette surface tout le long 
de cet élément. Mais cette propriété générale appartient exclusivement 
aux surfaces développables, et c’est une erreur que de l’appliquer aux 
surfaces gauches. 

Cette erreur provient de ce qu’on ne se rend pas toujours bien compte 
de la définition de ces dernières surfaces ( 914 ) : effectivement il est évi- 
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dent que puisque deux positions consecutives de leur génératrice ne sont pi 
pas en général dans un même plan , les facettes qui joignent ces positions Fl 
sont des élémens plans dont l’inclinaison varie d’une facette à sa voisine, 
en sorte que les plans tangens , suivant les points d’une même position 
de la génératrice , ont cette position pour intersection commune , mais 
diffèrent d’ailleurs les uns des autres. 

5og. Avant de terminer cette digression , menons par le point s la droite 
K.wi, tangente en n au cercle ( nac , ria'c'), qui correspond au point 
( a , fl' ) de l’élément (GH , G'H' ), et qui forme la gorge de l’hyperbo- 
loïde ( a38 ); rapportons les points K et n des cercles décrits par les points 
( G , G' ), (a , fl') , de ( GH , G'H' ) , en K' et n' sur la projection verti- 
cale, et menons KV/»'. On sait que la droite (Km , KVn' ) sera un élé- 
ment de la seconde génération de la surface (a3g) : or,. cet élément et 
l’élément (GH, G'H') seront symétriques entre eux par rapport au plan 
méridien IS; d’où il suit que le plan tangent en (s, J) les contiendra 
tous deux. Ces élémens sont effectivement deux sections de l’hyperboloidc ; 
elles sont elles-mêmes leurs tangentes : donc elles doivent être toutes deux 
contenues dans le plan tangent ( i47 )• 

3io. Ce qui précède confirme, pour le cas des byperboloïdes de révolution à une nappe, 
le théorème du n” 243 ; car si l’on fait mouvoir un plan autour d’un élément quelconque 
(Gif, G'H'), sa trace horizontale GK. étant toujours perpendiculaire à un certain plan 
méridien US, il coupera toujours le cercle (GKF, G' F") en un second point (K, K'), au- 
quel correspondra un élément (Ks , K. Y) de la seconde génération contenu dans le plan 
mobile, et, conséquemment, ce plan touchera toujours l'hvperboloïde. 

En suivant ce même plan dans son mouvement, on verra que le point de contact («,<') 
parcourt l’élément (GH, G'H') tout eutier, depuis l’infini au-dessous du plan horizontal 
jusqu’à l 1 i olin i au-dessus- 

dit. Enfin, on remarquera que tout plau tangent aux surfaces qui nous occupent 
passant par deux élémens (Gs,GV), (K s, K.Y) ,ce plan a nécessairement pour trace hori- 
aontale une corde GK du cercle GKFM ; d’où il suit que le plan tangent conpe l’hjper- 
boloïde, et que cette surface, comme on le savait déjà (a4?)* dans toutes ses parties 
une surface non convexe. 

3 ta. Exécution de Vcpure. Nous avons supposé que le plan demandé 
était terminé par le plan horizontal VC', et par les plans verticaux AB, 

CD , parallèles à IS ; d’après cela il a pour projections , d’une part , le 
rectangle ABCD , d’autre part , le parallélogramme A'B'C'D'. 

La surface donnée est terminée aussi au plan horizontal B'C V , et pour 
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qu’elle soit représentée complètement, nous avons construit ( 200 ) les 
deux branches (eux, é dx' ) , (F vo, F'c'o'), de ln méridienne prin- 
cipale. 

A ln simple inspection, on voit que le plan tangent (ABCD, A'B'C'D') 
passe au-dessous et au-delà de tonie la portion de surface située entre les 
élémens (GIl, G'H'), (KP, K'P' ) ; ainsi cette portion de surface doit 
être Vue, sauf les parties où elle se cache elle-même. 

313. Eu projection horizontale, la zone comprise entre les cercles 
( xQHoR , 10 ) , ( vnch , de' ) , laquelle se projette sur le plan vertical 
en x'v'c'o ’ , cache celle qui est immédiatement au-dessous , en sorte que 
les parties ( pQqs , p'q's' ) , ( suas , s' n'a! ) , des triangles ( GsK , GVK' ) , 
(rPH , r'P'H') , se trouvent cachées : les élémens ( GH , G'H'), (Kr, K'P'), 
quoique situés dans le plan Langent, sont en conséquence ponctués de p 
en a et de q en n. Au-dehors du rectangle ABCD , le plan Langent no 
cache plus aucune partie de Phypcrboloïdc ; il est donc vu , sauf la 
partie cachée par la zone supérieure au cercle ( each , de' ) de la 
gorge. 

D’après cela, une section horizontale (ytgd , y g'), si elle est au-dessus 
de ce cercle, ne devra être ponctuée que suivant les petits arcs qui tra- 
versent le triangle sPH. Et si cette section est au-dessous du cercle (vàch, 
de' ) , comme celle ( rkmb , r'm ) , elle sera vue dans l’angle G.tK et au- 
dehors du rectangle AIîCD. 

Pour le plan tangent, la partie GK de sa trace étant dans l’intérieur de 
l’hjperboloïde , elle doit être ponctuée. 

314. La projection verticale présentera moins de difficulté. D’abord 
toutes les parties de l’hyperboloide situées au-dehors du parallélogramme 
A'B'C'D' , ne seront pas cachées par le plan tangent , et parmi celles qui 
se trouvent projetées dans ce parallélogramme , les portions comprimes 
entre les élémens (GII, G'H'), (KP, K'P') devront être considérées ab- 
straction faite de ce plan , puisqu’elles sont en avant de sa surface (i58). 

S’il s’agit donc du cercle r'm' , il sera vu dans l’angle GVK'; et s’il s’agit 
du cercle {ytgd , y' g' ), il ne sera caché par le plan tangent (en projec- 
tion verticale) que suivant l’arc zdgiv ; donc il sera vu de)'' eu iv'. 

5i5. Problème q. Soient (AB, A'B'), (CD, C'D') les deux droites 
directrices d un paraboloide hyperbolique ; supposâtes que le plan vertical 
servè de plan directeur , et le point (o, o' ) ayant été pris arbitrairement 
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sur un clément quelconque ( MN, M'N') (*), propatonf-noM de mener un «. 
plnn tangent pur ce point. 

On remarquera que la paraboloîdc hyperbolique étant susceptible d’être 
engendrée de deux manières par une droite (234), la surface donnée à un 
second élément indéfini qui passe par le point (o, o ') , et que cet élément 
et l’élément (MN, M'N'), étant eux -mêmes leurs tangentes (378), ils 
sont l’un et l’autre compris dans le plan tangent : d’où il suit que le plat) 
demandé est celui que ces élempns déterminent. 

Construisons donc l’élément de la secoude génération eorres|>ondant au 
point (o, o'). Pour cela nous mènerons d’abord un plan PQ parallèle au 
plan directeur : il coupera les directrices (AB, A'B'), (CD, CD') en deux 
points (P, P'), (Q, Q') , et la droite (PQ, P'Q') sera un second élément 
de la première génération. Prenons les élémens (MN, M'N'), (PQ, P'Q ), 
pour diriger la seconde génératrice. Nous savons (aa 5 ) que le plan direc- 
teur de cette génération sera parallèle aux deux premières directrices. Si 
» donc nous menons par le point (o, o') les droites (où, o'ù' ) , (01? , oV), 
respectivement parallèles à (AB, AD), (CD, CD'), ces droites déter- 
mineront un plan parallèle au plan directeur de la seconde génération ; 
donc il contiendra l'élément cherché. Mais le plan PQ contient un point 
de cet élément, puisque ce même élément s’appuie sur (PQ, P'Q'); donc 
ce point est sur l’intersection du plan PQ et du plan que déterminent les 
droites (où, o'ù'), (oc, o'c'). De plus, il est évidemment le point où se 
rencontrent cette intersection et l’élément ( PQ , P'Q* ). 

, Or, les droites (où, o'ù'), (oc, o'c') percent le plan horizontal en ù et c; 
donc ùc est la trace du plan, parallèle aux deux premières directrices, 
mené par le point (o, o'). Menons parce point la droite (at, o'/'), parallèle 
à ùc ; elle percera le plan PQ en (/ , t") : bc le perce en (r, d) ; donc la droite 
(rt, I e Y) sera l’intersection du plan PQ et du plan mené par (o, o') paral- 
lèlement aux deux premières directrices. Cette intersection coupe en (o, v') 
l’eléraent (PQ, P’Q'); donc le point (v, v') est celui où l’élcment cher- 
ché touche la droite (PQ, P'Q') : donc enfin cet élément estja droite (oc , oV), 
menée par les points (o, «') et (c, o'). 

Si par les droites (MN, M'N'), (ov, oV) on mène un plan, il sera donc 


(*) L’élément (MN, M'N') a été .préalablement construit comme ou vn construire tout 
à V heure l’élément (PQ, P'Q”). 

i5 . 
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le plan demandé. Pour ne pas compliquer la figure, nous nous abstieu- 
' drons de faire les constructions nécessaires pour obtenir ses traces. 

3 16. Execution de l’épure. On a représenté la portion de surface com- 
prise dans le trapèze ABDC. Il est clair qu’elle est entièrement vue en 
projection horizontale. Quant à la projection verticale , il est évident que 
l'élément (AC, A'C') étant en deçà de tous les autres, il est vu dans toute 
son étendue; et que tout autre élément P'Q' doit être ponctué depuis le 
point où il rencontre A'C', jusqu’à celui où il touche le contour mxn de la 
projection du paraboloïde. 

Le problème suivant , où la même question est traitée d’une manière plus 
générale , contient des détails que nous avons cru devoir épargner aux com- 
meuçans. • 

317. Problème 8. Soient (BH, bh), (B'R', b' A') Ut deux droite» directrice » d’un 
‘ paraboloïde hyperboloide (*), et GG', gg j Ut traces de ton plan directeur : imaginons 

qu’on ait coupé les directrices par un plan par allé U au plan (GG', gg'); que par U» 
pointe d’intersection (A, a), (C,c), on ait ment l’élément (AC, ac ) du paraboloïde , et 
soit (K, F) un point de cet élément : on demande U plan tangent en ce point. 

D’après ce qu’on Tient de voir dans le problème précédent, le plan demandé sera 
celui des deux clémcus qui appartiennent aux deux générations de la surface donnée, et 
qui sc croisent au point (R, k). 

3 18. Cherchons donc l’élément de la seconde génération qui passe par ce point. Pour 
cela, il faudra d’abord avoir deux élémens de la première génération que l’on puisse 
employer comme directrices de la seconde ; mais nous avons déjà l’élément donné 
(AC, ac) ; ainsi il ne nous en restera qu’un à construire. Déterminons celui qui passe par 
le point (S, s) de la directrice donnée (BH , bh). Cet élément sera dans le plan mené par 
le point (S, *), parallèlement au plan directeur; il s’appuiera sur la seconde directrice 
(B'H', 47 i') ; donc il passera par le point 011 cette seconde directrice est coupée par le 
plan mené par le point (S, s) parallèlement au plan directeur. D’après cela, on va voir 
qu’il sera facile de le trouver. En effet, 011 coupera le plan directeur (GG', gg') par deux 
plans verticaux quelconques DE, DF; on construira les droites d’intersection (DE, de), 
(DF, df) ; on mènera par le point (S , s) des parallèles (SU , m ) , (ST, si) à ces droites , 
et ces parallèles détermineront un plan parallèle au plan directeur. La première (SU , ru) 
percera le plan projetant B'H' de la seconde directrice au point (U, u); la deuxième 
(ST, si) percera ce même plan en (T, t) : on mènera par les points u et t la droite ut ; 
elle rencontrera la projection verticale h'b' , de la deuxième directrice, au point vj on 
mettra ce point en projection horizontale en V, et la droite (SV , sv) sera l’élément cher- 
ché : car il est clair que la ligne (TU, tu) sera l’intersection du plan B'H' et du plan 


(*) L es lettres B, b, B ’,W et H, A, H', h\ soot placées sur l'épure, tle manière que le* premières 
répondent aux extrémités inférieures des directrices, et les dernières, aux extrémités supérieures : ce sont 
les initiales des mot» batte et haute. 
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parallèle au plan directeur ; d’où l’on voit que le point (V, «/) sera dans ce plan parallèle , PI. j,. 
et comme il est sur la seconde directrice, il s’eusuit qu’il appartient à l’élément cherché. *V >. 
Donc, etc. 

Connaissant maintenant deux élémens (AC , ac) , (SV , se) de la première génération, 
il faudra les prendre pour directrices de la seconde, et chercher l’élément de cette 
seconde génération qui passe par le point (K, k). 

Nous nous rappellerons d’abord que le plan directeur de la seconde génération est 
parallèle aux deux premières directrices (**5) , et nous en conclurons que si l’on mène 
par le point (K , t ) les droites (KL, H) , (KM , km) , respectivement parallèles aux direc- 
trices données (BH, bh) , (B'H', b' A'), le plan de ces droites sera parallèle au plan 
directeur de la seconde génération; donc il contiendra l’élément à construire. Or, les 
droites (KL, il), (KM, km) percent le plan projetant SV, de la directrice (SV, as»), 
suivant les points (L, 1), (M, m), qui appartiennent à l’intersection (ML, ml) du 
plan projetant SV et du plan parallèle au plan directeur ; donc la droite (ML, ml) con- 
tient le point où l’élément à construire s’appuie sur (SV, zc); donc ce point a pour pro- 
jectioD verticale le point »; donc, si l’on détermine sa projection horizontale N et que 
l’on mène (KN , ht) , cette droite sera l’élément de la seconde génération correspon- 
dant au point donné (K, k). 

3ig. L’élément donné de la première génération perce en P le plan horizontal; l’élé- 
ment construit (KN , ht) perce le plan vertical en X et le plan horizontal en Q : donc les 
droites PQR, XRY, sont les traces du plan tangent demandé. 

3ao. Exécution de l’épure. On s’est proposé de représenter la surface donnée, et l’on 
a pour cela déterminé un assez grand nombre de ses élémens. Ils sont tous tangens en pro- 
jection horizontale à une courbe e£y, qu’ils déterminent et qui est le contour de la pro- 
jection de la surface. En projection verticale, ils touchent et déterminent une autre 
courbe LÇ, qui est le contour de la projection verticale. 

Pour que la ligure ne présente pas trop de confusion, on a supposé que le paraboloïde 
était terminé, premièrement, au plan horizontal de projection; secondement, au plan 
horizontal ZZ'; troisièmement egfin , au plan vertical ZZ', mené perpendiculairement k 
la ligne de terre WAV'. Chaque élément perce le plan horizontal en un point, et la suite 
des points d’intersection de tous les élémens forme une courbe la*-, qui est la trace hori- 
zontale de la surface donnée, et que l’on a représentée soigneusement, ainsi que l’inter- 
section pd** de la même surface et du plan ZZ'. Il est évident que cette dernière ligne pd'* 
s’obtient de la même manière que la trace Sa*- , et qu’il est aisé de les décrire l’une et 
l’autre, dès qu’on connaît un nombre suffisant d’élémens du paraboloïde. Ceux de ces élé- 
mens qu’on a représentés, et qui ne servent pas à la solution du problème proposé, sont 
disposés d’une manière régulière sur les deux projections de la surface donnée. Ce qui a 
été dit précédemment (3 1 8) suffit pour qu’on puisse les construire. 

3*i. Pour avoir une épure qui serve en même temps ù la construction dn plan tangent 
demandé et à la représentation facile et claire d’un paraboloïde hyperbolique, nous avons 
fait un choix particulier de données , et pous avons employé un mode de génération dans 
lequel on peut se passer de plan directeur. 

Voici ce mode : soient M et N deux droites quelconques, et imaginons qu’on fasse mou- 
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voir une troisième droite ü »ur M et N, de manière que la droite mobile avance sur U 
droite M d’une distauce 1 » , lorsqu’elle avance sur la droite N d’une distance n : il est clair 
que toutes les positions de la droite D diviseront les directrices M et N en parties propor- 
tionnelles; donc la surfaoe décrite sera de l’espèce des paraboloïdes hyperboliques (aaî). 

3aa. Ceci eutendu, soient M V et MP deux plans verticaux perpendiculaires entre eux ; et 
«oit AA' la projection horizontale d’une droite perpendiculaire au plan MN, et consé- 
quemment parallèle au plan MP. Prenons.sur cette droite, que nous nommerons (AA', A', 
aa) , deux points queloouques (A, A", «), (A', A", a') ; par ces points menons deux droites 
(BU, bit, ai), (BR', b' li, ta') , dont les projec(i.ns horizontales RH, BR' fassent des angles 
égaux avec les lignes de tcrrcMN.MP, et dont les projections vcrticalcsar', ta', soient paral- 
lèles : il s’ensuivra que les projections bh, b' h', des mêmes droites, seront également in- 
clinées sur MK. Enfin, menons perpendiculairement à MN une suite indéfinie de plans 
i-quidistaus A'A’, OC, KiC', Fl', DL', TT", etc., dont l’un passe par le point A" et l’autre 
par le point T ; il est évident que les droites (BH , bh, al') , (S'A', b' K, ta') , seront divi- 
sées par CCS plans en une infinité de parties égales (AC, A’C, oc), (CE, CE', ce), (El , 
ET, ei) , etc. , (TD, TD', td) , (DF, DT', df) , (FR, FR', fl) , etc. Cela posé, joignons 
les points (A, A", a), (T, F, t), par Ig droite (AT, AT, al) ; puis le point (C,C, e ) voisin 
de (A, A", a), avec le point (D.D', d) voisin de (T, T' /) , par la droite (CD, CIF, c-J); 
puis les points corresponduu* (E, E', t) et (F, F',/), (1 , 1', t) et (R, R', b), etc. : les 
droites obtenues (AT, A'T.rU), (CD, C'D', cd), (EF, E'F, «/), (IR , l'K', ii ) , etc., se- 
ront les élémens d’un paraboloide hyperbolique. Et comme elles se projettent sur MF sui- 
vant des droites at, cd, ef, etc. , qui diviseut les parallèles at, ta', en parties égales; il s’en- 
suit que ces élémeos seront parallèles au plan (GG', G'R,^'), dont les traces GG', gg , 
sont perpendiculaires à MP, et la trace G'ft parallèle à at. 

3a3. On voit d’après cela que les élémens de la première génération s’obtiennent avec 
une extrême facilité- On va montrer qu’il en est de même de ceux de la seconde. 

D*al)ord le plan directeur de la seconde génération devant être parallèle aux deux pre- 
mières directrices (BH, bh, at) h' h' ,4a!), il aura pour trace verticale sur le plan 

MP, une droite G'Q parallèle bai et à a't ; et pour trace horizontale une droite GG' per- 
pendiculaire à MP. D’au autre coté , deux élémens quelconques de la première génération 
peuvent servir de directrices à la seoondc (aa5); donc on peut prendre pour ces directrices 
les élémens (AT, AT, o<) et (A'T, AT*, ai). Or, il suit de là que la seconde généra- 
tion est symétrique de la première; car les grandeurs qui les déterminent l’une el l’autre, 
et dont voici le tableau : 


Plans directeurs . 

Directrices. 


I Ft GÉNÉRATION - 

R* GÉNÉRATION. 

(GG'.G'R) 

t (BH , bh, ai) 

1 , (BTF, b' h', ta') 

(GG', G'Q) 

(A'T, A’T*, ai) 
(AT, AT, ai) 


sont symétriques par rapport au plan vertical GG' ; donc les élémens de l’une de ces géDé- 
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vationl s'obtiennent par les mêmes constructions que ceux <lc l’autre. Ainsi, en menant PL ai 
un plan <pi, parallèle au plan G'Q , ce plan coupera les directrices (AT, ai), (A'T, a'i) *>. *■ 
en deux points (I, $), (R, 1 ), et la droite (1K, FE’, $ 1 ) sera un élément de la seconde 
géuération. 

3ï4. Nous ferons remarquer en passant que si la droite $1 est menée par le point x, 
où la projection e/d’un élément de la première génération rencontre la ligne Gl', l’élé- 
ment olitcnu (1K , FE', ipi), et l’élément (El', FF, </), seront symétriques par rapport au 
plan GG'. De même deux élémens (IR, TR', it) , (IR, FE', <fn) des deux générations 
seront sruiétriques par rapport au plan A"S. D’où l’on soit que les élémens des deux gé- 
nérations sont placés deux à deux symétriquement par rapport aux plans GG', A "S, et 
que chacun de ccs plans divise par conséquent le paraboloïdc en deux parties symé- 
triques (”). - 

Or, les données dont on vient d’exposer la construction, sont celles qui ont servi pour 
la ligure i rf . Elles ont, comme on voit , l’avantage de représenter un paraholoïde hyper- Fig- •• 
bolique placé régulièrement par rapport aux deux plans de projection , ainsi que celui de 
so prêter, avec beaucoup de facilité , à la détermination des élémens des deux générât ions. 

Nous emploierons ( Scient* du dessin .lie. I , ch. /") de semblables données dans une 
épure des ombres. 

325. Pour distinguer facilement les lignes Tues des lignes cachées de l’épure , nous con- 
cevrons que la surface donnée soit divisée en parties supérieure, inferieure, antérieure, et 
postérieure, La partie supérieure sera comprise entre les courbes de la surface dont les 
jrrojeetions horizontales sont eCy et Çv* 1 . la partie inférieure sera comprise entre oCy 
et fa». Enfin , les parties antérieure et postérieure se trouveront séparées par la ligne qui 
se projette verticalement en di£. Cela posé, toutes les ligues de la partie supérieure du 
paraboloïdc seront vues en projection horizontale, toutes celles de la partie inférieure 
étant au-dessous do la partie supérieure, ne seront vues en projection horizontale qu'en 
dehors de l’espace enfermé par les lignes aCy, ^4». Enfin , en projection verticale, toutes 
les lignes de la partie antérieure seront vues, et celles de la partie postérieure serout ca- 
chées. Il Bcra facile de faire à chaque ligne l’application de ces principes. 

Le plan directeur donné (GG', gg) coupe le paraholoïde suivant l'élément (01,oï), à 
partir duquel cette surface oesse d'être vue en projectiou horizontale; parce qu’au-delà 
de cet élément elle se trouve au-dessous du plan directeur. C’est par cette raison que la 
trace horizontale fxvdc la surface donnée n’est pleine que jusqu’en I. 

La trace horizontale GG' du plan directeur est ponctuée depuis le point 1 jusqu’à la 
droite ZZ parce qu’elle sc trouve, dans cette partie, au-dessous du paraholoïde. La trace 


(*) Les lecteurs qui ont étudié l'Analyse appliquée à la Géométrie tirs trois dimensions reconnaîtront Fig. 
que k* plans GG', A“S, sont les ptsut diamétraux principaux de lu surface donner; que leur intersection 
lGG' f A*S, 2) «ai l’axe de celte surface, «t que les particularités que présente la fig. a tiennent uniquement 
à ce que le plan horizontal est parallrlc h l’un des plans diamétraux principaux; le plan vertical MN parolWt, 
à l’autre plan diamétral principal; le plan MP perpendiculaire k Taxe (GG', A"S, x) j et colin, k ce que les 
démens de* deux génération* (RH, 66, af) rt (B'H', b'h\ f«'}, (A'T, A'T', sY) et (AT, A‘T', at), qui 
ont été choisis pour directrices, sont tels que leurs projections sur MP forment un parsiJtlogronune o(«Y 
dont le centre est eu x. . ’ t 
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PI- »i. verticale ÿy ,ctu même plan, n’eat évidemment vue qu’au-dehors de la projection de la sui- 
1 face donnée. 

Quant au plan demandé (PQR , R Y) , on a supposé qu’il n’existait pas dans l’espace, et 
on a indiqué ses traces en lignes mixtes ( 55 ). Tout autre hypothèse conduirait à des par- 
ties vues et cachées que nous avons voulu éviter. 

Pi. ». 336. Problème 9. On donne les trois droites (AB, A'B'), (CD, C'D'), 

(EF, E'P), directrices d’un hypcrboloide à une nappe , et l’on demande , 
i°. télénient ( mn , né ri) qui passe par un point (m, né) de l’une des direc- 
trices données ; 2 0 . le plan (QR, ST) tangent à thyperbolo'ide en un point 
(P, P') de l'élément (mn , né ri). 

Pour avoir l'élément demandé , nous appliquerons le procédé exposé 
n° 327; et si nous remarquons, d’une part, que la surface conique auxi- 
liaire qui a pour sommet le point (m, m‘) , et pour hase la deuxieme direc- 
trice (CD, CD 1 ), est une surface plane ; d’autre part, que la surface proje- 
tante de la troisième directrice n’est autre chose qu’un plan vertical AB , 
les constructions à faire se réduiront aux suivantes. On prendra , sur la 
droite (CD, CD'), deux points quelconques (a, a!), (c, c 1 ); on mènera par 
ces points, et par le point (m, né), les droites (nui , m’a'), (me, néd) ; elles 
perceront le plan vertical AB en deux points (e, e') , (i, i 1 ), et ces points 
suffiront pour déterminer l’intersection (ei,e' F) du plan projetant AB avec le 
plan mené par la directrice (CD , CD') et par le point (m, m'). La projection 
verticale e'i', de cette intersection , coupera la projection verticale AD', de 
la directrice (AB, A'B') , en un point ri, dont on déduira le point n, et en- 
suite l’élément cherché (mn, m'ri). 

337. Soit donc (P, F) le point de cet élément par lequel il s’agit de mener 
un plan tangent à l’hyperboloïde. La surface donnée étant susceptible d être 
engendrée de deux manières par le mouvement d’une ligne droite (228), 
il passera par le point (P, P') deux élémens de cette surface compris dans le 
plan tangent demandé (27g). Or, (nm, m'ri) est l’un de ces élémens; donc, 
si nous construisons l’élément de la seconde génération correspondant au 
point (P, P'), nous aurons deux droites qui détermineront le plan tangent 
cherché. 

Mais pour construire un élément de la seconde génération , il faut d abord 
connaître trois élémens de la première; prenons donc sur- la directrice. 
(EF, E'F'), deux points quelconques (p, //), (r, é), et menons par ces 
points, au moyen du procédé employé plus haut, les élémens (pq, p'q )» 
(rs, r's ') , qui avec l’élément (mn, m'ri) pourront servir de directrices à la 
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seconde génération. En menant par le point (P, P') une droite (PL, PT'), 
qui les touche tontes les trois , cette droite sera l’élément de la seconde gé- 
nération qu’il s’agissait d’obtenir, et le plan cherché sera celui des deux- 
lignes (mn, nilf), (PL, PT/). 

3a8. Si l’on veut avoir ses traces, on remarquera que l’élément (mn, m'n') 
perce le plan horizontal en Q et le plan vertical en T; on prendra sur 
(PL, P'L') un point quelconque (N, N'); on mènera par ce point la droite 
auxiliaire (NK , N'R'), parallèle à (mn , m'n') ; elle sera dans le plan de- 
mandé, ainsi les traces R et S de (NR, N'R') appartiendront à celles de ce 
plan : donc enfin, (QR, ST) sera le plan cherché. 

Si l'élément (PL, P'L') ne perçait pas les plans de projection en dehors 
du cadre, on n’aurait pas recours à la droite auxiliaire (NR, N'R'), parce 
qu’on obtiendrait immédiatement les traces de (PL, P'L') , et qu’on en dé- 
duirait les traces QR, ST. 

Cette droite auxiliaire (NR, N'R') a été choisie de manière à percer les 
plans de projection suivant deux points R et S, situés tous les deux dans 
l’intérieur du cadre; mais il résulte de là que les deux points R et Q sont 
trop voisins l’un de l’autre pour que le tracé de la ligne RQ soit bien exact. 
Pour obvier à cet inconvénient , on a mené par le point (U, U'), de (PL , 
P'L'), une droite (U V, U'V') parallèle à (mn, m'n'); on a déterminé le point 
' où elle perce le plan horizontal, et comme ce point doit être sur la 
droite RQ, on a pu mener cette droite avec exactitude. 

329 . Execution de i épure. Nous n’avons pas représenté en lignes pleines 
les traces du plan demandé, parce qu’il aurait fallu, pour connaître les par- 
ties vues et cachées des directrices, entrer dans quelques détails que le lec-* 
teur suppléera aisément. Pour éviter aussi des recherches étrangères à notre 
objet, nous nous sommes dispensé de représenter la surface donnée. 

Nous verrons plus loin (536) que si l’on donnait le point de contact par 
sa projection horizontale P, il serait aisé de déduire, des trois directrices 
données, la projection verticale P' de ce point, et l’élément corrrespondant 
(mn , m'n'). 

33o. PnoBLiue 10 . hne surface gauclie, dontla génératrice est constamment parallèle 
à un mim s plan , étant donnée avec la projection horizontale d'un de tes points , on de- 
mande le plan tangent à celte surface en ce point. 

Prenons pour plan vertical de projection le plan parallèlement auquel se meut la droite 
génératrice de la surface donnée , et soient (aef, a’cf) , (gim , g'tm'), les deux courbes di- 
rectrices de cette surface, et M la projection horizontale du point par lequel il s’agit de 
mener le plan tangent demandé. 

16 
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PI. *î. Noos mènerons une suite de plans ag, bh ,'ei. ... , parallèles au plan vertical de pro- 
jection ; ils couperont les directrices suivant les points (a, a ) et (g, g), (i , b') et (A , h') , 
(c, c') et (*, »”) etc.; nous mènerons par oes points des droites (ag, a'g"), (bh, VU), 
(ei,e î ) , etc. , et ces droites seront évidemment des élémens de U surface gauche. 

Ces élémens obtenus , on mènera par le point M une droite quelconque »Mi; on con- 
cevra par cette droite un pian vertical , et Ton déterminera les points (/» , n'), (o , o*) , 
(p ,/)'), etc., suivant lesquels il coupera les élémens représentés. Par ces points, on fera 
passer une courbe («M», no’p'q'r »') , qui scr4 évidemment l'intersection de la surface 
gauebe et du plan Tcrtical nMi. Mais le point de contact cherché est à la fois sur la surface 
donnée et dans le plan «Ms j donc il a sa projection verticale sur riopqri : donc si l’on 
mène par le point M une droite MM', perpendiculaire à la ligne de terre , elle coupera la 
courbe rio’p'qra en un point M' qui sera la projection verticale correspondante au point 
donné M. • 

33t. Connaissant le point de contact (M , M') , nous mènerons par ce point un plan pa- 
rallèle au pian vertical de projection; il coupera les directrices suivant deux points 
(A , A') , (D, B'), et il est clair qu’en menant par ces points la droite (AB, A'B 1 ), cette 
droite , sera un élément entièrement contenu dans le plan tangent demandé , car cet élé- 
ment passera par le point de contact (M , M') ( 279 ). 

332. 11 s’agira donc maintenant de construire parmi tous les plans qui passent par 1» 
droile (AB , A'B') , celui qui est tangent en (M, M*) à la surface donnée. Or, nous aurons 
pour cela recours à un paraboloïde hyperbolique auxiliaire. 

Nous mènerons par les points ( A , A') , (B, ff), des droites (AC, A'C), (BD , B'D'), tan - 
gentea anx directrices données {aef, a'e'J'), (gim, g'(mT), et naus imaginerons qu'une 
droite , toujours parallèle au plan vertical de projection , se meure sur cos tangentes : il est 
clair qu’elle engendrera dans son mouvement un paraboloïde hyperbolique passant par 
l'élément (AB, A'B'); et je dis que ce paraboloïde et la surface gauclie générale se tou- 
cheront tout le long de cet élément. £neQet,la courbe (aef, ac'£) et la droite (AC, A'C') 
ont un élément linéaire commun entre elles; la oourbe (gùn, g' i’m) et la droite (BD, B'D') 
ont aussi un élément linéaire commun entre elles ; donc, pendant que la génératrice se 
meut sur les élémens linéaires infiniment petits (A,A'),(B, B*), la petite sono qu’elle 
engendre appartient aussi bien à la surface gauche générale qu’au paraboloïde; donc ces 
deux surfaces se touchent suivant cette petite zone : donc euiln tout plan tangent à l’une 
de ces surfaces , suivant un point de l’élément (AB, A'B), est aussi tangent à l’autre. 

Il suit delà que pour avoir le plan tangent demandé, il suffira de mener par le point 
(M , M') un plan tangent au paraboloïde hyperbolique : ce qui est un problème que uous 
savons résoudre (3i5) et auquel il serait superflu de nous arrêter ici- 

333. Le plan directeur étant choisi, comme nous l’avons supposé, pour plan vertical de 
projection ,on pourrait se dispenser de construire la ligne nopqrè, pour trouver la 
projection verticale 3s' du point (M , M') ; car le point M étant donné , le plan AB , qui 
contient l’élément de la surface sur lequel est (M, M') , s'ensuit nécessairement , cet élé- 
ment s'ensuit aussi, et l’on en déduit aisément le point (M , M')i 

11 n’en serait pas ainsi dans, le cas où le plan directeur ne serait pas parallèle à l’un des 
plans de projection. On serait alors obligé de suivre la marche que nous venons d’indiquer ; 


AP 


Digitized by Google 


CH. I. DES PL. TANG. DONT LE POINT DE CONT. EST DONNÉ. Xa3 

la construction des élémena serait un peu pénible : mais la solution serait d’ailleurs abso- PI. jî. 
lument telle que nous l’avons exposée. 

334. lise pourrait que les deux tangentes obtenues (AC, A'C),(BD, B'D') , fussent 
dans le même plan; dans ce cas, le paraboloide hyperbolique auxiliaire qui servirait à 
résoudre la question proposée, serait une surface plane, et cette surface présenterait la 
propriété de toucher le paraboloide tout le long de l’élément (AB, A'B). D’après cela, 
en faisant tourner un plan autour de cet élément , il ne serait tangeut à la surface gauche 
que dans une seule de scs positions, niais tout le long de (Alt, A'B') , ce qui fait exception 
aux propositions générales des n"* a43 et 3o8. Pour s’expliquer cette particularité, il 
suffira de remarquer qu’en supposant que les droites (AC , A C'), (BD, BT ) soient dans 
un meme plan, on admet nécessairement que la petite aone commune au paraboloide 

et à la surface gauebe générale soit composée d’élémens consécutifs situés dans ce même n. 
plan , ou , ce qui rcvicut au même , que la surface donnée ne présente pas , suivant l'élé- 
ment singulier (AB, A'B’), la propriété qui sert i définir les surfaces gauches, et qui est, 
comme on sait ( 2 1 4 ) , q u’en général , deux éléuiens consécutifs de ces surfaces sic sont pas 
dans un même plan. 

335. Exécution de l 'épure. Pour que la figure soit bien intelligible, on s’est borné a 

représenter la partie de la surface donnée comprise entre les directrices et les élémens 
(ag , a g ) , {fm On a décrit sur le plan vertical le contour uvxy do 1a projection de 

cette surface, et l’on a marqué en lignes ponctuées les parties des élémens comprises entre 
ce contour cl la projection a g, du l’élément antérieur (ag, u'g ') , parce que ces parties 
sont cachées par la portion de la surface i laquelle appartient le point (a , a). 

Il est facile de se rendre raison de la ponctuation des autres lignes de l'épure. 

336. PnoBLinB u. Les trois directrices d’une turface gauche i tant données , a *• te la 
projection d’un des points de cette surface , on demande le plan tangent en ce point à la 
surface donnée . 

Soient [abcd,a'l>c' <f ) , {efgh , e'f'g' h") ,[iilm, ït’tm), les trois directrices de la snr- p|. 
face gauche, et M la projection horizontale du point de contact. 

Nous commencerons par chercher la projection verticale de ce point. Pour cela , nous 
construirons, par le procédé qui a été indiqué n° 237 , plusieurs élémens [aei t a'e'Ü), ( bfi , 
b'f è ) , ( cgl,cg't ) ,etc..; ensuite nous mènerons par le point M un plan vertical quel- 
conque nM : il coupera la surface suivant une courbe {nopq, n'o'p'f), facile à déterminer , 
et sur laquelle sera nécessairement lo point de contact dont la projection horixontale est 
en M. Mais la projection verticale de ce point est la droite MM', menée par le point M 
perpendiculairement à la ligne de terre; donc elle est à l’intersection M' des lignes 
rio'p'q et MM' : donc le point «le contact du plan tangent demandé est le point 
(M , M'). 

L’élément correspondant à ce point sera facile à construire; car si l’on imagine un 
cène dont (M,M') soit le sommet , et qui ait pour base la directrice {efgh , eff K), ce 
cène coupera nécessairement les directrices ( abcd , a'b'c'd ), ( itlm , tt'Urn), en deux 
points (A, A'), (C, C'), de l’élément cherché (ABMC, A'B'M'C'), lesquels lo déter- 
mineront. 

16. . 
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PI. ij. 337 On pourrait encore obtenir le point M', et l’élément correspondant an point de 
contact, en substituant le* constructions suivantes à celles que l’on rient d’exposer. Ima- 
ginons qu’une surface gancl.c ait pour directrices la verticale M et deux des droites direc- 
trices de la surface donnée, par exemple (eh , e'h ') , (im, rm'); cette surface coupera le 
cylindre abcd suivant une courbe qu’il sera aisé de construire, et qui donnera le point 
d’intersection de la surface auxiliaire et de la directrice (ad, ad). Or , en menant par ce 
point un élément de cette dernière surface, cet élément touchera tout à-la-fois les quatre 
lignes ( ad ,dd ) , (eh , e'h'), (M, MM') et (im, i'm'y, il sera par conséquent l’élément cher- 
ché (AC, A'C'), et le point de contact (M , M') s’ensuivra. 

338. Connaissant le point (M , M') et l’élément (AC, A'C') , on mènera par les points 
(A, A"), (B B') , (C, C“), les droites (AD , A'D'), (BE, B'E'), (CF, CF), tangentes aux 
trois directrices données; on imaginera qu’une nouvelle droite se meuve sur ces trois 
droites , elle engendrera un hvpcrboloïde à une nappe, et je dis que cet hyperboloïde sera 
tangent à la surface donnée tout le long de l’élément (AC , A'C). En effet, les directrices 
droites, et les directrices courbes correspondantes, ont de petits élcmens linéaires communs 
entre clics ; donc , pendant que la génératrice se meut sur ces petits élémens, la portion de 
surface infiniment étroite qu’elle engendre est commune à l’hperbolotdc et à la .surface 
donnée : dune tout plan tangent à l’une de ces surfaces, suivant un point de l’élément 
(AC, A'C'), est aussi tangent à l’autre. 

Il suit de là que pour avoir le plan tangent demandé , il ne s'agira que de mener par le 
(joint (M , M') un plan tangentà l’by pcrboloidc. Nous renverrons pour cela au problème 9 
tjui précède (3l6). 

33g. Si les trois tangentes (AD, A'D'), (BE, B'E'), ( CF, C'F), sc trouvaient dans un 
meme plan, l’Ity pcrboloidc auxiliaire ne serait autre chose qu’une surface plane, tangente 
à la surface dounce tout le long de l’élément (AC, A'C') , et cct élément serait une ligne 
singulière, analogue à celle dont il a été question n” 33.j, 

3qO. V roulé* u cékéjul. Etant thmnte une surface quelconque et un de Sri point* , 
tioucer le plan tangent à cette surface en ce point. 

l’ar le point donné on mènera deux plans qui coupent la surface donnée, on déterminera 
leurs intersections avec cette surface, on mènera par le même point, et par le procédé que 
nous verrons n° 766 , des tangentes à ccs sections , et le plan déterminé par ces tangentes 
sera le plan cherché (148). 

Si le point donné était un point multiple, les deux plans auxiliaires donneraient, pour 
chaque nappe de surface passant par ce point , deux sections et deux tangentes, et ces tan- 
gentes détermineraient le plan tangent à cette nappe. Il faudrait seulement avoir soin de 
ne pas confondre les tangentes à une nappe avec celles d’une autre nappe. 

341- La longueur des constructions qu’exige celte solution la rend à peu près imprati- 
cable : mais elle peut être simplifiée toutes les fois qu’on peut mener sur ta surface donnée, 
et par le point donné , une ou deux courbes dont on sache construire facilement les tan- 
gentes ; parce qu’on substitue ces courbes aux sections auxiliaires dont il vient d’ètre parlé. 
En voici des exemples. 

Ordinairement, on sait mener des tangentes à la génératrice d’une surface; en menant 
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donc par le point donné la position correspondante de cette génératrice, on n'aura plus 
besoin que d’une seule section plane auxiliaire. 

Or, lorsqu’une génération est donnée par une seule directrice, la surface a presque 
toujours une seconde génération simple, dans laquelle la directrice primitive devient une 
génératrice constante ou variable de forme, et mobile par rapport à une ou plusieurs 
positions de la première génératrice devenues des directrices. On peut donc, au moyen 
de cette double génération , obtenir deux courbes passant par un point connu de la sur- 
face; et le plan tangent en ce point devant passer par 1 rs tangentes a ces courbes ( 1 47), il se 
trouve déterminé sans le secours des sections planes auxiliaires. 

342. Ces simplifications de la solution générale s’appliquent aux cylindres, aux cônes 
et aux surfaces de révolution. EnelTet, une surface cylindrique peut également être en- 
gendrée par sa génératrice, mobile parallèlement a elle-même sur la directrice, ou par 
cette directrice, constante do forme, et en mouvement le long d’une position de la 
première génératrice, de manière que ses diOcrens points parcourent dans le même 
temps des espaces égaux , c’est-à-dire parallèlement à elle- même. Un cône peut de même 
être produit par le mouvement de sa directrice, mobile sans tourner sur un de ses 
él émeus, pourvu qu’elle varie de grandeur, en restant semblable à elle même, propor- 
tionnellement à l’espace parcouru. ( f^oyes la Note 5 .) Enfin, une surface de révolution, 
qu’on peut considérer comme produite par une courbe mobile sur un cercle et assujettie 
à rester toujours placée de la même façon par rapport à ce cercle, est aussi susceptible 
d’uoe autre génération, dans laquelle le cercle directeur se meut parallèlement à lui- 
même, en variant de rayon, et en s’appuyant sur trois positions de la première généra- 
trice. Or , dans tous ces cas, on peut mener par le point de contact donné, i° une position 
île la génératrice de la première génération j 3 ° une des positions qu’occupe la directrice 
dans la seconde génération, et le plan tangent s’ensuit, par un procédé qui t e difïïrc pas , 
au foud, de ceux que nous avons précédemment exposés. 

343 . Le même procédé sert à mener des plans tangens à beaucoup d’autres genres de 
surfaces; maison ne peut l’appliquer ni aux surfaces gauches, ni aux enveloppes. On 
verra , dans le Complément (697), une résolution graphique très générale du problème du 
plan tangent aux premières de ces surfaces; et quant aux dernières, il est visible que 
puisqu’elles sont touchées en tous leurs points par leurs enveloppées, la recherche du plan 
tangent , en un point d’une envelpppe , se ramène à celle du plan tangent au même point à 
l’enveloppée correspondante. 

D’après cela , une surface donnée étant cylindrique, conique, de révolution, gauche ou 
enveloppe, c*est-à-dire une des surfaces examinées Livre II , le problème général propose 
pourra toujours être résolu par des moyens directs. 
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CHAPITRE II. 

Des plans tangens menés par un point donné au dehors d une 

surface. 

INocs allons uous donner un point, et successivement une surface cylin- 
drique , conique, de révolution , etc. , et construire dans chaque cas le plan 
tangent de la surface passant par le point donné. 

is *5. 344 - Problème i". Par un point (A, A'), donné au-dehors dune sur~ 

1 j s- '■ face cylindrique connue , mener un plan tangent à cette surface. 

Tout plan tangent à une surface cylindrique passe par un élément de cette 
surface (279); donc si l’on mène par le point donné une parallèle à la gé- 
nératrice de la surface donnée , cette parallèle sera tout entière comprise 
dans le plan tangent demandé. 

Soit donc abc la trace horizontale de la surface donnée, et (MN, M'N'), 
la droite parallèlement à laquelle se meut sa génératrice; nous mènerons, 
par le point (A, A'), la ligne (CAB, C'A'B'), parallèle à (MN, M'N'); cette 
droite percera le plan horizontal au point B , et si nous menons la droite 
lia tangente en a à la trace abc, je dis que le plan qui passera par cette tan- 
gente et par le point (A, A') sera le plan demandé. En effet, car la droite 
(AB, A'B") étant parallèle aux élémens de la surface, ce plan contiendra l’é- 
lément (ai, a'i’), mené par le point ( a , a’) où sc touchent la tangente Bo et 
la trace abc ; donc ce même plan touchera la surface donnée en (a, a') , et 
par conséquent (281) tout le long de l’élément (ai , a'f) : donc il sera le plan 
tangent cherché. 

Connaissant la trace Ba de ce plan, et un point (A, A'), par lequel il 
passe, on en déduira aisément sa trace verticale; d’ailleurs cette trace passe 
nécessairement par les points (C, C') et (1, 1), où les droites (AB, A'B'), 
(ai, a't), percent le plan vertical : donc le plan (fzB, Cf) est le plan tangent 
demandé. 

345 . Il est clair que ce problème aura autant de solutions qu’il y aura de 
tangentes à la courbe abc menées par le point B. Dans la figure, abc est un 
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cercle, aussi, dans le cas pris pour exemple, le problème proposé a-t-il Pi ». r >. 
deux solutioas, dont une seulement a été construite. *"*•* '' 

346. Exécution de l’épure. Le cylindre donné est représenté par ses traces 
et par les élémens qui servent de contours à l’une et à l’autre de ses deux 
projections. Ce cylindre est entièrement caché par le plan tangent demandé 
(«B, CT) ; donc toutes les lignes qui lui appartiennent, bore l’élément de 
contact (ai, ai 1 ), qui est dans le plan tangent , doivent être indiquées par 
des points. Quant aux droites aB, CT, ai, a'i' , elles sont évidemment 
vues , ainsi que MN et M'N'; elles sont par conséquent indiquées en ligues 
pleines. 

547. Problème a. Par un point (A, A') donné art-dehors d’un cône r, 8 . ». 
dont le sommet est (S, S'), et dont la trace horizontale est la courbe abc , 
mener un plan tangent à ce cône. 

Tout plan tangent à une surface conique devant passer par un des élé- 
mens de cette surface (379), 2 contient nécessairement son sommet; donc le 
plan demandé passera par la droite (AS, A'S') : donc la trace horizontale 
de ce plan passera par le point B, et sa trace verticale par le point C'. 

Menons par le point B la tangente aB à la trace abc-, je dis que le plan 
que déterminera le point (A, A') et la droite aB sera le plan demandé. En 
effet, ce plan contiendra l’élément (aS, a'S'), correspondant au point de 
contact (a , a!) de la trace abc et de la tangente aB ; donc il sera tangent en 
(a, a'), et par conséquent (287) tout le long de l’élément (ad, a' et), à la 
surface du cime donné : donc il sera le plan tangent cherché. 

La trace verticale de ce plan passera évidemment par les points C' et if , 
où les droites (AS, A'S'), (aS, a'S'), percent le plan vertical ; ainsi les traces 
du plan demandé seront les droites a BD et D(fC'. On sait d’ailleurs , par ce 
qui a été dit précédemment (290) , que la trace DefC' sera tangente en et à * 

la trace verticale du cône. 

Il est clair que si l’on mène par le point B une secondé tangente à la 
trace abc, elle déterminera une deuxième solation du problème proposé. 

548. Exécution de l’épure. Le cylindre douné est représenté par ses 
traces , par les élémens qui servent de contours à ses deux projections, par 
son sommet, et par l’élément de contact (aSd, a'S Vf). La nappe inférieure 
est, par rapport aux deux plans de projection , derrière ou sous le plan tan- 
gent; donc les lignes qui lni appartiennent, hors la droite (aS, a'S) qui est 
dans ce plan , doivent être ponctuées. Quant à la nappe supérieure, elle est 
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au-dessus et en avant du plan tangent, par rapport aux deux plans de pro- 
jection; ainsi la détermiuation des parties pleines et ponctuées de cette 
nappe se fera de la même manière que si elle était isolée dans l'esnace 
(186 — 191). 

549. Problème 3 . Par un point donne au-dehors d'une surface sphé- 
rique , mener un plan tangent à cette surface. 

Concevons qu’on ait trouvé le plan demandé, supposons-le solide, ainsi 
que la sphère donnée, et imaginons qu'on le fasse rouler sur cette sphère, 
sans qu’il cesse de passer par le point donné; il est évident que le plan mo- 
bile satisfera dans toutes ses positions au problème proposé : donc le nombre 
de solutions de ce problème est infini. 

Considérons deux positions consécutives du plan mobile; elles se coupe- 
ront suivant une droite qui sera la caractéristique d’un cône ayant pour 
sommet le point donné, circonscrit à la sphère donnée, et touchant cette 
sphère suivant une ligne particulière, qui est le lieu des points de contact 
des diverses positions du plan mobile, et qu’on appelle la ligne de contact 
ou courbe de contact du cône circonsciit et de la sphère donnée. Or, il est 
clair que tout plan tangent à la sphère , en un des points de cette ligne , sa- 
tisfait au problème proposé; d'où l’on voit que la courbe de contact en 
question est «ne espèce de lien qui rénnit les solutions de ce problème, et 
qui fournit le moyen d’en avoir une quelconque à volonté. D’après cela, il 
conviendra de savoir construire cette courbe, 

55o. Pour la déterminer , on mènera par le point M une suite de 
plans verticaux ; chacun de ces plans coupera la sphère donnée suivant 
un cercle; on mènera par le point M deux tangentes à ce cercle; on 
déterminera les points de contact de çcs tangentes, et par ces points on 
mènera une courbe qui sera évidemment la courbe de contact cherchée. 

Il est facile de prouver que cette courbe sera circulaire ; en effet , les 
données qui la déterminent consistent en un point M, et en une sphère 
connue : or , concevons par le centre C de la sphère et par ce même 
point M, une ligne droite MC; les données se trouveront disposées de la 
même manière tout autour de cette droite : donc la courbe de contact 
aura tous ses points disposés aussi de la même manière autour de la 
droite MC. Mais il n'y a qu’un cercle qui puisse satisfaire à cette condi- 
tion ; donc le lieu des points de contact de la sphère et des plans qui 
résolvent le problème proposé est une ligne circulaire. 
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Nous n’appliquerons à aucun exemple les constructions que nous ve- 
nons d'indiquer; les problèmes ci-après les feront suffisamment connaître. 

r>5i. PROBLÈME 4- P ar un point donné hors dune surface de révo- 
lution , mener un plan tangent à cette surface. 

Par le point donné, que nous nommerons M, menons un plan auxi- 
liaire P, coupant la surface donnée, et construisons son intersection tp 
avec cette surface. On pourra mener des tangentes à cette courbe ; car 
ces tangentes ne seront autre chose (i5a) que les intersections du plan P 
et des plans tangens à la surface de révolution , menés par des points 
donnés de cette surface , plans tangens que l’on sait construire (29a). 
Donc on pourra , par le procédé exposé n* 1 ai , mener par le point M, 
situé au dehors de la section f , une tangente à cette section, et obtenir 
le point de contact C de cette tangente. Concevons qu'on mène par ce 
point C un plan tangent à b surface de révolution , ce plan contiendra 
' la tangente MC; donc il contiendra le point M : donc il satisfera au pro- 
blème proposé. Or, comme il y a une infinité de plans comme le plan P, 
le problème aura en général un nombre infini de solutions. 

55a. Si l’on suppose qu’un des plans qui résolvent ce problème tourne 
autour de la surface de révolution , sans cesser de la toucher et sans ces- 
ser de passer par le point M, il engendrera une enveloppe conique , ayant 
pour sommet le point M, circonscrite à la surface donnée, et touchant 
cette surface suivant une ligne , qui est le lieu de toutes les positions 
que le point de contact C aura occupées dans le mouvement du plan tan- 
gent , et qu’on appelle ligne ou courbe de contact de la surface donnée 
et du cône circonscrit. Et comme tout plan tangent en un des points de 
cette courbe , à la surface de révolution , résout le problème proposé , on 
voit qu’elle sert de lien aux solutions de ce problème , et que , pour le ré- 
soudre le plus complètement possible , il convient de la construire. 

Comme les opérations à faire pour cela sont d’une grande importance , 

, nous allons en faire l’objet d’un problème séparé. 

555. Problème 5. Étant donnée la surface de révolution pi 
{(I, IT'), (XY, l'Gp'E'H)} et un point (M, N), on demarulc la courbe de 
contact de cette surface et du cône circonscrit qui aurait pour sommet 
le point (M, N). 

Pour résoudre ce problème, nous rappellerons qu’on peut considérer 
Ja surface donnée , quelle quelle soit , comme l’enveloppe d’un cône mo- 
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bile, d’une sphère mobile ou d’un cylindre mdbile (26g— -*71), et nous 
nous demanderons les points de la courbe cherchée situes sur une ca- 
ractéristique donnée. A cette caractéristique il correspondra uue envelop- 
pée ; cette enveloppée sera touchée par un cône circonscrit, ayant pour 
sommet le point (M, N), suivant des lignes particulières ; il sera facile de 
déterminer les points de la caractéristique qui appartiendront à ces lignes, 
et ces points seront évidemment les points demandés; car les plans tan- 
gens à l’enveloppée, qui leur correspondront, seront tangens suivant ces 
mêmes points à la surface donnée ( 25 1). 

Sachant trouver les points de la courbe cherchée situés sur une carac- 
téristique quelconque , ou pourra déterminer autant de ces points qu’on 
en voudra , et il sera par conséquent aisé de décrire les projections de 
cette courbe. 

Mais, comme l'enveloppe a trois sortes d’enveloppées fort simples , il 
y a trois procédés remarquables qui conduisent aux points de la courbe 
demaudée. Nous allons exposer ces procédés avec détail , ainsi que la 
construction des points singuliers de cette courbe. 

554 . 1" Procédé, dans lequel l'enveloppée est une surface conique. 
Cherchons les points de la courbe demandée qui sont sur la caractéris- 
tique ( oxhy , oit). On construira d’abord la droite o’a, tangente cn o' à 
la méridienne l'Gp'EH ; cette droite sera la génératrice de l’enveloppée 
conique correspondante à la caractéristique donnée , et le sommet de 
cette enveloppée sera le point (I, a). Ensuite , on mènera par le point 
(M, N), et par le point (l, a), la droite (Mb/, N ait); elle percera le plan 
de la caractéristique en (d, d); par ce poiut on mènera les tangentes 
(tir, déc'), ( d/ , dy) à cette même caractéristique ; on déterminera les 
points de contact (a:, a/), (y', y), et ccs points seront les points cherchés. 
En effet , car si l’on mène par ces points des plans tangens à l’enveloppée, 
ces plans passeront par les tangentes (dx, djc), ( dy d'y ) ; Us passeront par 
conséquent par le point (d, d) : mais ils passeront aussi par le sommet 
(I, a); donc ils passeront par la droite (W, a d ) ; donc ils contiendront le 
point (M, N) : or, ils seront tangens en même temps à l’enveloppée et à l'en- 
veloppe ; donc enfin , ccs points seront les points de contact de deux plans 
tangens à la surface donnée passant par le point (M, N) ; donc , etc. 

Si la courbe demandée n’avait aucun point sur la caractéristique cir- 
culaire (oxhy, oK), le point (d, d) se trouverait dans l'intérieur de cette 
caractéristique, et ce procédé ne conduirait à aucun résultat. 
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355. 2 ' Procédé , dans lequel Fcmvloppée est une surface sphérique. 
Cherchons les points de la courbe demandée qui sont sur la caractéris- 
tique ( peqc , p'q')- On commencera part- mener la droite p'b, normale en 
p‘ à la méridienne IGp’E'H ; elle rencontrera 1T' en un point h ; et de 
ce point comme centre , avec le rayon bp ' , on décrira le cercle p'sq'g , 
qui sera la méridienne principale de l’enveloppée sphérique correspon- 
dante à la caractéristique donnée. On imaginera ensuite un cône circon- 
scrit à l’enveloppée , et dont le sommet soit en (M, N) ; on déterminera 
le cercle de contact de ce cùne et de la sphère ; ce cercle coupera la 
caractéristique en deux points, et ces deux points seront évidemment les 
points cherchés. 

Pour trouver leurs projections , nous ferons tourner le méridien Ml 
avec l’enveloppée et le cône circonscrit , autour de l’axe de révolution , 
jusqu’à ce qne ce méridien soit arrivé en M'I. Dans ce mouvement, le 
centre (1,6) de la sphère ne bougera pas, le sommet (M, fl) viendra en 
(M', N') , et l’axe du cône circonscrit se trouvera par conséquent dans le 
plan M'I. Par le point N' on mènera les droites N 's, N'g , tangentes au 
cercle gp'sq 1 ; elles le toucheront en deux points a- et g; on joindra ces 
points par une droite sg , et il est facile de voir que cette droite sera la 
projection du cercle de contact de l’enveloppée et du cône circonscrit. 
Le cercle sg et k cercle p'f, situés sur une même sphère, se couperont 
en deux points, et ces points ne seront autre chose que les positions 
qu’occupent les points cherchés lorsque le point (M, fl) est en (M', fl'). 
Dr, nous remarquerons que ces points sont sur une droits (FF 1 , F), per- 
pendiculaire en (u, 1) au plan méridien M'I ; nous ramènerons ce plan 
en Ml ; le point u décrira autour du point I un arc de cercle uv , il 
s’arrêtera en v, et la droite FC, perpendiculaire en u sur M'I, prendra la 
position ce , perpendiculaire en v à la droite Ml. D’après cela, la droite 
ce contiendra les projections horizontales des points cherchés ; mais le 
cercle peqc contiendra ces mêmes projections ; donc elles seront en c et c. 
il sera facile d’en déduire ks projections verticales e' et c', et l’on aura 
ks points cherchés (e, e'), (c, c'). 

Si les lignes sg et p'q' ne se rencontraient pas dans l’intérieur du cercle 
p'sq'g r les cercles sg et pf nauraient pas de points communs, et il en 
résulterait que la courbe demandée n’aurait aucun point sur la caracté- 
ristique donnée p'f. 

556. 3" Procédé , dans lequel l'enveloppce est une surface cylindrique. 
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Pi. M. Cherchons les points de la courbe demandée qui sont sur la caractéristi- 
que hIiv. Nous ferons d’abord remarquer que l’enveloppée correspondante 
à cette caractéristique est le cylindre horizontal auquel elle sert de base, 
et dont les élémens sont perpendiculaires au plan méridien nw. Nous 
mènerons ensuite la droite (Mn, Nn') perpendiculaire à ce plan ; elle le 
percera en un point (n, n) ; par ce point nous mènerons des tangentes 
ii la caractéristique nw , et les points de contact de ces tangentes seront 
les points cherchés. En effet, les plans qui passeront par ces tangentes et 
par la droite (Mn, Nu'), contiendront le point (M, N), et seront tangentes 
à l’enveloppce suivant les points dont il s’agit : or, ces points sont sur 
la caractéristique; donc les mêmes plans seront tangens à l’enveloppe sui- 
vant les memes points. Donc , etc. 

Pour construire ces points , nous rabattrons le méridien l n en IP ; 
le point («, n') viendra en (P, Q) , et la méridienne nw viendra en 
(XY,I'G//E'H) ; par le point Q on mènera les droites Qr et QÀ', tan- 
gentes en r et K à la courbe l'Gp'E'll ; on mettra les points de contact 
r et K en projection horizontale en é et k ; on les ramènera ensuite 
dans le méridien nw en (<' i) et (m, m'), et ces derniers points seront les 
points cherchés. 

11 est clair que ce troisième procédé donnera autant de points de la courbe 
demandée qu’il sera possible de mener par le point Q de tangentes à la 
courbe I'G/éE'H. 

557. Construction des points singuliers lie la courbe demandée. Au 
moyen des trois procédés précédens , ou même d’un seul de ces procédés , 
on peut trouver autant de points de la courbe demandée quon en peut 
désirer; mais, parmi ces points , il en est de remarquables qu’il est bon 
de construire de préférence à d’autres. 

Menons par le point M les droites MU, MT, tangeutes au contour 
(UTX , U"F) de la projection horizontale de la surface donnée ; ces 
droites seront les traces de deux plans verticaux tangens à cette surface : 
en mettant donc les points U et T en projection verticale en Ü' et T' , 
les points de contact (U, U'), (T, T), ainsi déterminés, seront deux points 
de la courbe demandée. 

Par le point N menons les droites NE', NF', tangentes à la méridienne 
principale ; il est évident quelles seront les traces de deux plans NE', NF , 
qui seront perpendiculaires au plan vertical, et qui toucheront la surface 
donnée suivant les points (E, E'), (F, F), de 1 ? courbe cherchée. 
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558. Enfin , construisons les points de cette même courbe situes dans 
le méridien M id. Pour cela, nous rabattrons le méridien IM sur le méri- 
dien IR , en le faisant tourner sur l’axe (I, II"); le point (M, N) viendra 
en (R, S) , et si par le point S on mène à la méridienne (XY, I'Gp'E'II) les 
tangentes Si', S^, ces tangentes détermineront deux points de contact 
(/, T) , (z, s') , qui , ramenés en (D, D') et (B, B'), dans le méridien MW, 
seront évidemment les points cherchés. 

559 . Ces points (D, D), (B, B'), jouissent d’une propriété remarquable, 
c’est que leurs hauteurs au-dessus du plan horizontal sont des maximum. 
ou des minimum (*). En effet , comparons les hauteurs de ces points à 
celles des points ( t' , t), ( m , m'), obtenus n°356, et situés dans le méri- 
dien quelconque ni. Le triangle M«I est rectangle en n ; donc on a 
MI > ni ; mais MI = IR == I"S , ni = IP = I"Q ; donc , quel que soit le 
plan méridien ni , le point Q sera toujours tel qu’on ait 1"S > I"Q. Il suit 
de là que les tangentes Si', Sa', limitent les positions de celles, comme 
Qr et QA 7 , qui partent des diverses positions que peut avoir le point Q, 
et, par conséquent, que les hauteurs des points i' et a' sont des maximum 
ou des minimum par rapport à celles des points de contact r et A 7 des 
tangentes Qr et QA 7 . Or, les hauteurs des points i' et s* sont celles des 
points (D, D') , (B, B') ; les hauteurs des points r et A 7 sont celles des 
points (/, /), (m, m '); donc les hauteurs des points (D, D’) et (B, B'), 
au-dessus du plan horizontal , sont des maximum ou des minimum par 
rapport à celles des points d’intersection (/', /), (m m'), de la courbe 
cherchée et d’un méridien quelconque /dit». 

36o. De ce que la hauteur d’un point d’une courbe est un maximum 
ou un minimum par rapport aux hauteurs des autres points de la même 
courbe, il s’ensuit que l’élément infiniment petit qui correspond à ce 
point est horizontal ; car, sans cela , cet élément contiendrait des points 
plus hauts que le point en question, et d’autres points plus bas, ce qui 
est impossible. Donc les tangentes à la courbe demandée en (D, D') et 
(B, B') sont des horizontales. Et comme ces tangentes sont dans les 


(*) Dans une suite de grandeurs soumises à la loi de continuité (i 35 note), on appelle 
maximum et minimum les grandeurs plus grandes et les grandeurs moindres que celles 
qui les précèdent et qui les suivent immédiatement. Ainsi les tangentes à l’ellipse VOiT', 
en L et L', étant parallèles à la droite Tn», prise pour axe des abscisses (881), les ordon- 
nées I'L', I L , seront , la première un maximum , et la dernière un minimum. 
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PI *S- plans tangcns menés par le point (M, N) à la surface donnée, il est clair 
que leurs projections horizontales sont des parallèles au* traces horizon- 
tales de ces plans. Mais on sait que ces tra«s sont perpendiculaires à la 
trace MI du plan méridien ( 394 ) ; donc les tangentes de la courbe 
. cherchée en (D, D) et (B, B' ) ont pour projections horizontales 
des perpendiculaires à MI , et pour projections verticales des paral- 
lèles à la ligne de terre : donc ces tangentes «ont parfaitement 
connues. 

56 1 . 11 n'en est pas de même des tangentes au* points singuliers 
(U» U), (T, T'), (Ê, E') , (F, F), précédemment détermines : mais, 
comme elles sont nécessairement contenues dans les plans tangens MU, 

MT, NF, NF', il s’ensuit que les droites MU, MT, NE', KF, en sont 
une projection. 

56a. U résulte de ce qui précède qu’on peut diviser les points sin- 
guliers que nous venons d’obtenir en trois espèces; la première est celle 
des points (D, D') , (B, B') , qui satisfont à la condition detre les plus 
hauts ou les plus bas du petit are de courbe auquel ils appartiennent. 
On connaît les tangentes qui leur correspondent. La deuxième est celle 
des points (U, U'), (T, T'), qui sont sur le contour de la projection ho- 
rizontale de la surface donnée. On connaît les projections horizontales 

MU, MT , des tangentes correspondantes. Enfin, la troisième est celle des 
points (E, E % (F, F'), qui sont situés sur le contour de la projection 
verticale de la surface. On connaît les projections verticales NE', NF', des 
tangentes correspondantes de lu courbe cherchée. 

Ces points singuliers et ces tangentes indiquent pour l’ordinaire la 
forme générale de cette courbe; et comme on les obtient par des opé- 
rations très faciles , c’est toujours par ces opérations qu’il convient de 
commencer la 'résolution du problème proposé. 

563. Exécution de V épure. Dans la figure prise pour exemple, la courbe 
demandée doit passer par les points (U, U'), (T, T'), (E, K'j, (F, F'), 
(D, D'), (B, B'), (x, x'), (y, y'), (c, dj, (e, d), (t, t') et ainsi , 

le tracé de ses projections pourra se faire aisément. 

L’axe de révolution (I, IT') étant compris, de(l, I') en(I, F), dans 
l’intérieur de la surface donnée , il est marqué entre ces points par une 
ligne ponctuée. Au-delà , H est tracé par des lignes pleines. La surface 
donnée est indiquée simplement au moyen des contours de ses projec- 
tions , lesquels sout aussi marqués en lignes pleines. 
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Quant à la courbe demandée , il est évident que l’arc (TBU, T'B'U') P' 
est sur la moitié inférieure de la surface , et que l’arc (TDU, T'D U'), au 
contraire, est sur la moitié supérieure; donc la ligne TBU doit être ponc- 
tuée, et la ligne TDU pleine. En projection verticale, l’arc (FUE, FU'E'), 
situé sur la partie postérieure de la surface , est nécessairement caché , 
tandis que l’arc (FTE, F'T'E 1 ), situé sur la partie antérieure , est néces- 
sairement va ; donc F'U'E' doit être ponctué , et F'B'E' doit être formé 
par une ligne pleine (56). 

Les autres lignes de l’épure sont des lignes de construction. 

364. PnoBLÀna G. Portai point dotait j au dekort d'une turface gauche , mener un 
pion tangent à cette tutface. 

Par le point donné et par un élément quelconque de la surface gauclie, on mènera un 
plan, et ce plan (x45) sera le plan demandé. D’où l’on Toit que le problème proposé aura 
une infinité de solations. 

365. Si l’on en construit un nombre suffisant , que l’on détermine les points de con- 
tact correspondons à chacune , et que l’on mène une ligne par ees points , cette ligne sera 
U courbe de contact de la surface donnée et du cône circonscrit ajaut pour sommet le 
point donné. 

366. Pboblàuk c rarm. Par us point donné au deJiers d'une turface connue , 
mener un plan longeât à cette turf ace. 

Pour résoudre ce problème, on emploiera le procodceipc.sc n“36i. Oa mènera donc par 
le point donné un plan quelconque, assujetti seulement à couper la surface donnée; on dé- 
terminera leur courbe d’intersection (i44) > 0D cherchera le point de contact de la tangente 
menée à cette courbe par le point donné (1 ai) , et en menant par ce point un plan tangent 
à la surface donnée , ce plan satijfera au problème proposé. 

367. Il suit de U que la surface donnée aura en général une infinité de plans tangens 
passant par le point donné. H sera aisé d’en construire autant qu’on en voudra, et si l’on 
détermine les points de contact de chacun d’eux, et qu’on mène une ligne par ces pointa, 
cette ligne sera la courbe de contact du cène qui envelopperait la surface et qui aurait 
jour sommet le point donné. 

363. Si la surface donnée est une surface développable, la courbe de contact sera rem- 
placée par une on plusieurs droites, et le problème proposé n’aura qu’un nombre fini de 
solutions; car tous les plans tangens suivant le» divers points d’tine de ces droites ne 
feront qu’un seul et même plu. Les problèmes 1 et 1 de ce chapitre en fournissant des 
exemples 
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CHAPITRE III. 


Des plans tangens menés parallèlement à une droite donnée. 


36g. Problème i". Mener un plan tangent à une surface cjlin- 
drique { ( ABC, B'C') , (DE, D'ET ) } , parallèlement à la dmite donnée 
(GF, G'F). 

Pour cela , nous remarquerons que le plan cherche esl aussi parallèle 
à la direction (DE, D'E') de la génératrice ; d’on il suit qu’il est à la fois 
parallèle aux deux droites (GF, G'F'), (DE, D'E'). Donc, si par un point 
quelconque (II, II') de la première de ces droites, nous menons (III, HT) 
parallèle à la seconde , et que nous construisions le plan (IG, F'K') , que 
déterminent les deux lignes (GF, G'F') , (III, II T), ce plan sera paral- 
lèle au plan tangent demandé. Si donc nous menons sur le plan hori- 
zontal une droite MN , tangente à la trace ABC et parallèle à IG , et sur 
le plan vertical la droite MO parallèle à F'K', le plan (MN, MO) sera le 
plan cherché. 

Il est clair que le problème proposé aura autant de solutions qu’il 
sera possible de mener, parallèlement à IG, de droites tangentes à la 
trace ABC. 

370. Exécution de l’épure. Le cylindre donné est représenté simple- 
ment par sa trace horizontale et par les contours de scs projections. L’é- 
lément de contact (Nr, né) est ponctué , parce qu’il n’est pas vu. Le 
cylindre donné étant au-dessus et en avant du plan demaudé (MN, MO) , 
il cache une partie des traces de ce plan. 

On a marqué sur l’épure, au moyeu de lignes ponctuées, la droite (DE, 
D E), qui passe par le centre de l’ellipse ABC. Cette droite est une espèce 
d’axe de la surface donnée. 

371. Problème a. Mener un plan tangent à une suif ace conique 
{(ABC, B'C'), (D, D')} , parallèlement à la droite donnée (EF, ET'). 

Le plan tangent cherché devant passer par le centre (D, D') de la surface 
donnée, il ne s’agira que de mener par ce point une droite (DG, D'G') , pa- 
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rallèle à la droite (EF, E'F'), pour avoir un point G de la trace horizontale pi. 17. 
de ce plan. Par ce point , on mènera la droite GH tangente à la courbe ABC ; 1 
cette droite sera la trace horizontale dont il s’agit , et en menant , par le 
point (D, D') , la droite (DK, D'K'), parallèle à G 1 I, elle percera le plan ver- 
tical en un point K', qui déterminera la trace verticale LK' du plan de- 
mandé (LH, LK'). 

11 est clair que dans le cas de la surface prise pour exemple, le problème 
a deux solutions; car on peut mener par le point G deux tangentes à la 
courbe ABC. On n’a marqué sur l'épure qu’une de ces solutions. 

372. Exécution de l’épure. Nous ferons remarquer seulement que la 

nappe inférieure du cône est au-dessous et en-deçà du plan tangent con- 
struit, et que la nappe supérieure est au-dessus et au-delà. C’est pour cette 
raison que l’élément de contact (/D, CD'), est ponctué dans la partie qui 
appartient à la nappe inférieure , et plein dans celle qui appartient à la 
nappe supérieure. . 

373. Problème 3 . Etant données une surface de révolution et une 
droite, on demande un plan parallèle à celte droite et tangent à la surface 
donnée. 

Ce problème, comme on va le voir, a la plus grande analogie avec le 
problème / t du chapitre précédent ( 35 1). 

Imaginons qu’un plan, parallèle à la droite donnée, se meuve parallèle- 
ment à lui-même jusqu’à ce qu’il touche la surface de révolution , et figu- 
rons-nous qu’ensuite ce plan tourne autour de cette surface, sans cesser de 
la toucher et sans cesser d’être parallèle à la droite donnée; il est clair qu’il 
engendrera dans son mouvement une surface cylindrique qui enveloppera 
la surface donnée, et qui aura ses élémens parallèles à la droite donnée. 

Or, cette surface cylindrique et la surface de révolution se toucheront 
suivant une courbe particulière; et comme le plan générateur occupe succes- 
sivement toutes les positions parallèles à la droite donnée dans lesquelles il 
touche la surface donnée, il s’ensuit que cette courbe est le lieu despointszle 
contact de tous les plans tangens qui résolvent le problème proposé. Si donc 
on construit cette courbe, c'est-à-dire la ligne de contact de la surface de 
révolution et du cylindre circonscrit parallèle à la droite donnée, on pourra 
aisément déterminer autant de solutions de ce problème qu’on en voudra ; 
puisqu’il ne s’agira pour cela que de mener, par des points pris arbitraire- 
ment sur la courbe de contact, des plans tangfens à la surface donnée. 

18 
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La construction de cette courbe étant une opération importante qui sera 
souvent utile par la suite, nous allons en faire l’objet d’un problème sé- 
paré (374)- 

S’il ne s’agissait que d’avoir l’une quelconque des solutions de k ques- 
tion proposée, il faudrait employer le procédé général du n* 385. 

pi. .a 374. Problème 4. Soient (I, 11") l'axe d’une surface de révolution , 
'Ai, A'B'IIW) lu méridienne principale de cette surface „• et soit { MN , 
M'!V) une droite menée dune manière quelconque par un point (1 , C) de 
l’asce de révolution : on demande la courbe de contact d une surface cylin- 
drique dont les (démens soient parallèles à la droite donnée , et qui soit cio- 
contente à la surface de révolution. 

Nous ferons remarquer d’abord que ce problème n’est qu’nn cas parti- 
culier du problème 5 du chapitre précédent (353). En effet, l’incon- 
nue de ce dernier problème est la courbe de contact d’uu cône qui 
touche et enveloppe la surface de révolution; or, si l’on suppose que le 
sommet de ce cône s’éloigne h l’infini , ce même cône se changera en nn cy- 
lindre, et le problème à résoudre sera Celui dont il s’agit. Pour eu obtenir 
la solution , nous allons employer des procédés qui découlent, au moyen de 
modifications simples, de ceux qui ont servi à la résolution du problème 5 
du chapitre 11, et qui supposent que la surface donnée soit produite par le 
mouvement d’une enveloppée, Conique, sphérique ou cylindrique {voyez 
les n°* 554 — 36a). 

5 7 5. 1 " Procédé , dans lequel V enveloppée est une surface conique. Nous 
nous demanderons les points de la courbe cherchée qui sont sur une carac- 
téristique (oxhy, o'h’ ), correspondante à l’enveloppée conique dont la gé- 
nératrice est la tangente lia. Concevons qu’on mène, par ces points, des 
plans tangens à la surface de révolution ; ils seront tout-à-la-fois parallèles à 
la droite donnée, et tangens i l’enveloppée conique dont le centre est (1, a). 
Or, menons parce centre anc droite (I d, ad ) parallèle à (MN, M N 1 ); Cette 
droite percera le plan o'h' de la caractéristique en un point (d, d); et si 
par ce point on mène à cette caractéristique les tangentes dx,dy ; qu’on 
détermine les points de contact x et y, et qu’on les mette en projection 

verticale en x' et/, les points (x, x% (/,/)> 5cro,lt lcs P° ,nts ^hés : 
car les plans tangens à l’enveloppée suivant ces points seront parallèles a la 
droite (AIN, M'N'), et tangens à l’enveloppe. . 

En répétant ces constructions Sur un nombre suffisant de caractéristiques, 
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on aura bientôt asse* de points de la courbe cherchée pour pouvoir la rt. is. 
décrire. 

Nous ferons remarquer que si la caractéristique o'h' ne contenait aucun 
point de la courbe cherchée, le point (d, d) se trouverait dans l’intérieur 
du cercle (oxhy , o'h'), et réciproquement. 

376. 2* Procédé , dans lequel l'enveloppée est sphérique. Cherchons les 
points de la courbe demandée qui sont sur la caractéristique (/sci er , p'q'), 
laquelle correspond à l’enveloppée sphérique dont le rayon est la normale 
p'b. Nous imaginerons qu’un cylindre parallèle à la droite donnée enve- 
loppe la sphère dont le centre est (I , b) et le rayon p'b ; ce cylindre 1 a tou • 
chera suivant un cercle; ce cercle coupera la courbe (pcFel 1 , p'q') en deux 
points, et ces points seront les points cherchés : car ils seront tels que les 
plans langeas à la sphère qui leur correspondront seront à la fois paral- 
lèles à la droite donnée et tangens à l’enveloppe. Pour les déterminer , on 
fera tourner le méridien IN autour de l’axe de révolution jusqu a ce qu'il 
vienue en IR; le point (N, N') de la droite (MN, M'iN'j viendra en (R, R';; 
le point (I, C) de la même droite ne variera pas; donc cette droite viendra 
se rabattre en (IR, CR'). Le cylindre parallèle à cette même droite , et enve- 
loppant la sphère, se trouvera projeté verticalement entre les droites g' g, s's, 
tangentes au cercle p'gq's , et parallèles à CR'; il touchera la sphère suivant 
une courbe dont la projection verticale sera la droite gs, qui joint les points 
de contact g et si celte courbe et la caractéristique ( pcl'eC , p'q') se cou- 
peront suivant les deux points (F, l), (/", l) , qui , en supposant toujours que 
le méridien IN soit en IR, seront les points cherchés. Ramenons ce méri- 
dien dans sa première position ; la droite ( l'I ', /) perce le plan IR, auquel 
elle est perpendiculaire, suivant le point u; ce point viendra en <■; la droite 
F P viendra en cc, et les points (/', F), (l', l), se trouveront ramenés en (e, a') 
et (c, d) ; ces derniers points seront par conséquent les points cherchés. 

En répétant ces constructions sur de nouvelles caractéristiques, on ob- 
tiendra de nouveaux points de la courbe demandée, et bientôt on pourra 
la décrire. 

Il est clair que si le plan p'q' contient des points de cette courbe , les 
cordes p’q', g s, se rencontreront; et que si elles ne se rencontrent pas, c’est 
que le plan p'q' ne contiendra aucun de ces points. 

. 377. 3 ' Procédé, dans lequel Fcnveloppée est cylindrique. Cherchons les 
points de la courbe demandée qui sont sur la caractéristique située dans 
le méridien tvln. Pour cela, nous mènerons parallèlement à la droite (MN, 

. 8 ., 
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iS. M'N'), deux plans tangens à l’enveloppée cylindrique qui passe par la mé- 
ridienne wn; ces deux plans toucheront à la fois cette enveloppée et la sur- 
face donnée suivant deux points de cette méridienne , et ces deux points 
seront les points cherchés. Or, les plans tangens dont il s’agit contiendront 
chacun un élément de l’enveloppée cylindrique ; et comme tous les élémens 
de cette enveloppée sont perpendiculaires au plan wn, ces plans tangens 
seront aussi perpendiculaires à ce plan ; donc tout ce qu’ils contiendront se 
projettera sur wn, suivant leurs traces sur ce même plan : mais ils contien- 
dront chacun une parallèle à la droite donnée ; donc leurs traces sur le plan 
wn seront des parallèles h la projection de (MN, M'iY) sur le plan tvn. D'un 
autre côté, ces traces seront nécessairement des tangentes à l’intersection de 
l’enveloppée cylindrique et du plan ivl«, c’est-à-dire à la méridienne «vin; 
donc les points de contact de ces tangentes seront ceux où l’enveloppée et 
l'enveloppe seront k la fois touchées par les plans tangens en question r 
donc ces points sont ceux que nous voulons construire. Il est, d’après cela , 
aisé de les trouver. 

Projetons d’abord la droite donnée sur le plan méridien In; le point 
(1, C) sera lui-même sa projection, et le point (N, N') se projettera dans la 
verticale N, à une hauteur NN' au-dessus du plan horizontal. Rabattons le 
méridien I/i sur IR , le point (I, C) ne bougera pas dans le mouvement , la 
projection du point (N, N') viendra en (P, P'), la projection de la droite 
donnée se trouvera par conséquent rabattue en CP', et la méridienne wn 
se trouvera coïncider avec la méridienne principale (SR , A'B'IIVU'). Nous 
mènerons à cette méridienne des tangentes Q r, Q'A', parallèles à PC; nous 
déterminerons leurs points de contact r' et k'; nous les mettrons en pro- 
jection horizontale en retk sur le méridien SR; nous ramènerons ensuite 
ce méridien dans sa position primitive «7», les points (r, r*), ( k , k'), vien- 
dront se placer en (t , t') et (m, m r ), et ces derniers points, d’après ce que 
nous avons dit , seront les points cherchés. 

Au moyen de ces constructions, on pourra facilement déterminer un 
assez grand nombre de points de la courbe demandée pour pouvoir la 
décrire. 

11 est évident que ce procédé donnera , pour chaque caractéristique , au- 
tant de points de la courbe cherchée qu’il sera possible de mener de tan- 
gentes à cette caractéristique , parallèlement à la projection de la droite 
donnée. 

378 . Construction des points singuliers de la courbe demandée. Les pro- 
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cédés que l’on vient d’exposer, suffisent , chacun en particulier , pour déter- 
miner la courbe demandée ; mais , parmi les points de cette courbe, il y en 
a de remarquables qu’il est bon de construire de préférence à tous les autres. 

Menons, parallèlement à la droite MX, les tangentes FE, CD, au contour 
AEîl) de la projection horizontale de la surface donnée; les droites FE, GD, 
seront les projections horizontales des deux plans verticaux tangens à U 
surface donnée : donc les points de contact (E, E), (D, D’), qu'ils déter- 
mineront sur le contour (AEr-D, AV), appartiendront à la courbe cherchée. 

Si nous menons pareillement les droites TW,Ji', tangentes au contour 
A’B'HVtJ' de la projection verticale de la surface donnée, et parallèles à la 
droite M'X', ces tangentes détermineront deux points de contact il' et i , 
qui, étant rapportés en projection horizontale en B et i, donneront deux 
points (B, B'), («, f), de la courbe cherchée. 

379 . Enfin, construisons les points de cette mémo courbe qui sont situés 
dans le méridien MIX. Ces points seront ceux où la méridienne MX sera 
touchée par deux droites parallèles à (MX, M'X') ; ainsi , les constructions 
à faire seront toutes dans le plan MIX. Ramenons ce plan en SIR; le point 
(N, N') viendra en (R, R'); la droite donnée viendra en (IR, CR'); et en 
menant par cette droite les tangentes XII', LU', elles détermineront deux 
points de contactai, II’), (U, U'), qui, ramenés eu (K, K')ct(V, Y'), dans 
le méridien MIX, seront les points cherchés. 

380. Ces points (K, K'), (V, V'), seront élevés au-dcssu$dii plan horizontal 
de hauteurs qui, parrapportàccllesdesautrcspointsdc la courbe demandée, 
seront des maximum ou des minimum (35y note). Pour le démontrer, com- 
parons les hauteurs des points (t , t ') , (« 1 , ni'), situés dans le méridien quel- 
conque wn, à celles des points en question (K, K'), (V, V'). Les uns et les 
autres sont donnés par le contact de la méridienne avec de certaines tan- 
gentes XII', LU', Q 'k', Q/ / . Or, parmi ces tangentes, les deux premières 
font avec le plan horizontal l’angle de la droite donnée et de ce même 
plan, et l’angle des dernières est celui du plan horizontal et de la projec- 
tion de la droite donnée sur le plan méridien tvn : mais, quel que soit le 
méridien tvn , le premier de ces angles sera plus grand que le dernier; doue 
toutes les tangentes, telles que Q'F, ont pour limite XH'; toutes les tan- 
gentes , telles que Qr', ont pour limite LU' ; donc les hauteurs des points de 
contact H' et U' sont des maximum ou des minimum par rapport à celles 
des points k' et r. Donc, etc. 

58i. U suit de là (56o) que les tangentes de la courbe cherchée, en 
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pi. 38 . (V, V') et (K, K'), sont des droites dont le» projections horizontales sont 
perpendiculaires à MN , et dont les projections verticales sont parallèles à 
la ligne de terre. 

U est évident que les droites FE, GD, sont tangentes à la projection hori- 
zontale de la courbe cherchée (36i), et que les droites TB', JV , sont tan- 
gentes à sa projection verticale (56i); donc les six points singuliers (*) 
(K, K'), (V, V'), (B, B 1 ), (i, t), (E, K'), (D, D'), sont tels qu'on connaît, 
pour les deux premiers , les tangentes de la courbe cherchée ; pour le 5' et 
le /,% les projections verticales de ces tangentes; enfin, pour le 5" et le 6 ', 
les projections horizontales des mêmes tangentes. 

Ces six points et les points (x , xf), (y, y), (c, &) , (e, é), (t, e'), (m, m), 
déjà déterminés , pourront suffire aux personnes habituées aux opérations 
de la Géométrie descriptive pour décrire la courbe demandée (EVDK, 
E'V'D'K'). 

58a. Exécution de l’épure. On voit clairement que l’arc (EKD, E'K'D') 
de la courbe demandée , auquel appartient le point supérieur (K, K'), situé 
sur le dessus de la surface, est vu en projection horizontale; et que l’arc 
(EVD, E'V'D'), auquel appartient le point inférieur (V, V'), n’est pas vu. 
En projection verticale, l’arc vu (BEi, B'E'f) contient le point singulier 
(E, E'), qui est sur la partie antérieure de la surface; et l’arc non vu (BD/ , 
B'DY) contient le point caché (D, D'). 

585. On remarquera que les arcs vus et cachés sont toujours sépares par 
des points singuliers (E, E'), (B, B'), (D, D'), (/, Ü); ainsi, c’est unenouvello 
raison de déterminer ces points. 

384- Problùhb 5. Étant donnée* une turf ace gauche et une droite , mener un plan 
tangent A cette turf ace parallèlement à la droite donnée. 

Si par un élément quelconque de la surface gauclie on mène un plan parallèle à la 
droite donnée , ce plan sera tangent en un point de celte surface (a.^5). 

11 sait de lit que le problème proposé aura une infinité de solations. Il sera facile d'en 
trouver autant qa’on en voudra , et de déterminer les points de contact de celles qu’on 
aura construites (a45) ; et si l’on mène une ligne pur ces points, cette ligne sera la 
courbe de contact de la surface donnée et d’un cylindre enveloppant, parallèle à la droite 
donnée. 

385. PttOBtè H g oÉainjtL. Mener parallèlement à une droite donné*, un plan tangené 
A une surface connue quelconque. 


(*) Ils pourraient être en plus grand on en moindre nombre sur un autre exemple. 
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O» mènera parallèlement à la droite donnée en plan quelconque , assujetti seulement 
à couper la surface donnée ; on déterminera l’intersection commune de ce plan et de D 
surface; on mènera parallèlement à la droite donnée une tangente à cette intersec- 
tion (') ; on déterminera le point de contact do cette tangente; par ce point on mènera 
un plan tangent à la surface doonée, et ce plan sera évidemment une solution du pro- 
blème proposé. 

386. Il est clair que le nombre des solations semblables , que l’on pourra déterminer , 
aéra en général infini. Si l’on construit les points de contact correspondons à plusieurs de 
ces solations, et que l’on joigne ces points par une ligne, cotte ligne sera la coorbe de 
contact de la surface donnée et d’un cylindre enveloppant , dont les élément seront dirigés 
parallèlement à la droite donnée. 

387 . Si la droite donuée était perpendiculaire à l’un des plans de projection , au plan 
horizontal par exemple, cette courLe de contact aurait pour projection horizontale le 
contour de la projection horizontale de la surface donnée, et la courbe de contact divise- 
rait celte surface, ainsi que nous l’avons vu précédemment ()58),cn deux parties, Tune 
vue sur le plan herisontal, et l’autre cachée. D’après cela , on aura toujours un moyen de 
déterminer les contours de» projections d’une surface, et les lignes de cette surface corres- 
pondantes à ces contours. 

388. Si la surface donnée est une surface développable, la courbe de contact en question 
sera remplacée par un ou plusieurs élémeni de cette surface, et les solutions du problème 
seront en nombre fini ; car tous les plans tangens suivant les points d’un même élément 
formeront un seul et meme plau. Les problèmes 1 et a de ce chapitre en fournissent des 
exemples. 
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CHAPITRE IV. 


Des plans tangens menés par une droite donnée. 

58g. ^ous ferons d‘al>ord remarquer que si la surface donnée était une sur. 
face développable, il dy aurait pas en général de plan tangent à cette sur- 
face, passant par la droite donnée. En effet, chaque plan tangent d’une sur- 
face développable est une position du plan mobile générateur de cette 


A*) Ceite tangente peut toujours <tre ment e par Je pcôwdrf du n* in; car pour appliquera procédé', il 
suffit de savoir mener les tangentes à la cctjikc quand les points de cm un «ont donnes s or c’ait ce tpi'cn 
sait dans les cas dont il s’agit, puisque la ungentc en uo point de l'intersection nVst autre diaac que la 
section faite for le | Lin tangent en ce point par le plan auxtliaiic ;i5a). 
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surface (a55); donc il faudrait, pour quelle eût un plan tangent passant 
par la droite donnée, qu’il y eût une des positions du plau mobile géné- 
rateur qui contint justement la droite donnée : or, cette droite est une 
droite quelconque; donc elle ne doit avoir qu’un point de commun avec 
chaque position du plan mobile ; donc, etc. 

5go. Pour éclaircir ceci, supposons que la surface donnée soit cylindri- 
que ou conique. Si elle est conique, tous les plans tangens passeront par 
sou sommet , et le plan demandé devra contenir à la fois ce sommet et la 
droite donnée ; donc il sera entièrement déterminé : donc on ne pourra 
pas lui imposer la condition d’être tangent à la surface du cône (*). Si la 
surface donnée est cylindrique, tousses plans tangens seront parallèles à sa 
génératrice; donc si l'on mène par la droite donnée un plan parallèle à 
l'un des élémcns de cette surface , ce plan sera le plan cherché : mais il est 
clair qu'il se trouve déterminé sans qu’on ait fait entrer en considération 
la condition qu’il soit tangent à la surface cylindrique ; donc en général il 
ne satisfera pas à cette condition. 

D’après cela , les questions qui vont nous occuper ne devront s’appli- 
quer qu’à des surfaces non développables. 

5g i. Problème i pr . Par une droite donnée } mener un plan tangent 
à une surface sphérique. 

Ce problème aura évidemment deux solutions. Pour les trouver , on 
mènera par le centre de la sphère un plan perpendiculaire à la droite 
donnée ; il coupera cette droite en un point , et la sphère suivant un 
grand cercle ; on meuera par ce point deux tangentes à ce cercle , et si , 
par chaque tangente et par la droite donnée, on mène un plan, les deux 
plans qu’on obtiendra seront tangens à la sphère suivant les points de 
contact des tangentes ; c’est-à-dire qu’ils seront les plans tangens deman- 
dés. En effet , tout plan tangent en un point d’une sphère est perpen- 
diculaire à l’extrémité du rayon qui correspond à ce poiut, et récipro- 
quement- (**) : or, imaginons qu’on abaisse du centre de la sphère une 
perpendiculaire sur chacun des plans obtenus ; ces perpendiculaires ne 


(") Nous pourrions dire qu’on ne pourra pas imposer à ce plan la condition d’être au- 
trement tangent à 1a surface du cène; car tout plan mené par le sommet d’un cône peut 
être considéré comme tangent à ce cône (4 1 *)• 

(**) Cette propriété est facile à démontrer ; car si l’on conçoit par le rayon d’une spltcre 
une inimité de plans, ils couperont la sphère suivant des cercles qui sc croiseront par l’eir 
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sortiront pas da plan du grand cercle employé ; car ce plan est perpen- 
diculaire aux deux plans obtenus : mais les tangentes menées sont les 
intersections de ces deux plans et du grand cercle ; donc les perpendicu- 
laires abaissées seront à angle droit sur ces tangentes ; donc elles auront 
respectivement pour pieds les points de contact de chacune de ces mêmes 
tangentes; donc elles seront, dans la sphère, des rayons aux extrémités 
desquels les plans obtenus seront perpendiculaires : donc ces plans se- 
ront tangens à cette sphère. 

3ga. Appliquons maintenant le procédé qui vient d'être décrit. Soit pi. 39. 
(C, C') le centre de la sphère, gbk, pqx, les contours de scs projections, 
et (AB, A'B') la droite donnée. Le plan mené par le point (C, C') , per- 
pendiculairement à cette droite , aura ses traces respectivement perpen- 
diculaires aux lignes AB , A'B' (66) ; donc , si l’on mène par ce point 
deux droites l’une horizontale (Ce , C'e') dont la projection Ce soit, 
perpendiculaire à AB, et l’autre (Ca, C'a') dont la projection Ca soit 
parallèle à la ligne de terre , et dont la projection C'a' soit perpendicu- 
laire à A'B', elles seront toutes deux comprises dans ce plan et le déter- 
mineront. La première (Ce, C'e')j percera le plan vertical AB en (e, e') ; 
la seconde (Ca, C'a') le percera en (a, a'); ainsi, le plan de ces deux 
droites et le plan vertical AB se couperont suivant la droite (ae, a'e'). 

Cette droite et la droite donnée (AB, A'B') ont même projection hori- 
zontale ; donc elles se coupent au point (1, i ) , qui a pour projection 
verticale l’intersection i des projections a'e' , A'B' , de ces droites. D’après 
cela , le point (I, i) appartient à la fois à la droite (AB, A'B') et au plan 
des droites (Ce, C'e'), (Ca, C'a') , c’est-à-dire qu’il est l'intersection de 
la droite donnée et du plan mené par le point (C C) perpendiculaire- 
ment à cette droite. 

Or , suivant ce' que nous avons dit , il faudra maintenant mener par 
le point (I, 1) des tangentes au grand cercle intersection de la sphère 
et du plan des droites (Ce, C'e'), (Ca, C'a'). Pour trouver ces tangentes, 
rabattons ce plan sur le plan horizontal CV, en le faisant tourner autour 
de la droite (Ce, CV) : il est clair que le grand cercle , intersection de la 
splicre , sc rabattra sur gbk ; et que le point (I, i) , après avoir décrit 
un arc de cercle dont le centre est (e, e'), et dont le rayon est l’hypo- 


t rémité da rayon , perpendiculairement à ce rayon -, d’où l’on roit que les diTcrses facettes 
d* une sphère sont perpendiculaires aux rayons correspondans. 

*9 
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pi as- ténuse hi , d’un triangle rectangle Uti , tel que Ui = le , Tiendra se ra-. 
battre en D. Si donc on mène par le point D les droites D d, D g, tangentes- 
au cercle gbk, il ne s’agira plus que de donner au système du point 0 et 
de ces tangentes un mouvement de rotation qui ramène le point D en 
(1, ï), et les positions que prendront ces mêmes tangentes seront dans 
les plans cherchés. Chaque point du système décrira , dans le mouvement , 
un cercle perpendiculaire à la charnière (Cr, CV); donc le poiut de con- 
tact d ne sortira pas du plan dm , perpendiculaire à Cr, ni le point g 
du plan gn, parallèle à dm : mais les points (o, o'), (r, r), des tangentes 
Bd, Dg, sont sur l’axe de rotation (Cr, C'r'); donc ils ne bougeront pas 
dans le mouvement ; donc la droite Bod viendra se placer en (loin, to'm') , 
et la droite rDg en (rl/t, /in') ; donc le point de contact d viendra se 
projeter horizontalement en m et verticalement en m' ; et le point de 
contact g, horizontalement en n et verticalement en ni. 

11 suit de là que l’un des plans tangens demandés passera par la 
droite (Im, M) , et l’autre par la droite (In, in') : ils contiendront d’ail- 
leurs tous deux la droite (AB, A'B') , et ils auront pour points de contact , 
le premier le point (m, m'), et le second le point (n, «'). U sera aisé de 
construire leurs traces. Pour cela, on mènera par les points de contact 
(m, m'), (n, n') , des parallèles (ms, mW), (nu, n'u'), à la droite donnée 
(AB, A'B') : la première parallèle (ms, mW) percera le plan horizontal 
en (s, s') , et le plan vertical en (t, t') ; la droite donnée perce les mêmes 
plans de projection en (A, A") et (L, L') ; donc celui des plans demandés 
dont (m, m') est le point de contact aura pour trace horizontale la 
droite AsP , et pour trace verticale 1a droite RL Y. La seconde parallèle 
(nu, nu 1 ) percera le plau horizontal en (v, v) , et k pku vertical eu 
(u, «') ; donc le plan tangent dont (n, n') est le point de contact aura 
pour trace horizontale la droite TAt», et pour trace verticale la droite 
L'iz'U : donc enfin , les plans (PQ, QR), (TS, SU), sont les deux plans 
demandés. 

5g3. Ayant obtenu les points de contact (m, mi ) , (n, ni) , on aurait 
pu mener par ces points les rayons correspoodans de la sphère, et 
comme les plans demandés sont perpendiculaires à ces rayons, on aurait 
déterminé leurs traces par la condition quelles fussent respectivement 
perpendiculaires aux projections des mêmes rayons. 

On fera remarquer que la corde dg , menée par les points de contact 
d et g des tangentes Dd , D g , coupe la charnière Cr en un point qui 
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ne doit pas varier dans le mouvement des tangentes autour de cette Pt *9- 
charnière : donc les positions dg et mn de cette corde doivent couper 
Cr en un même point. 

394. Exécution de V épure. La sphère est comprise entre les denx plans 
tangens demandés , et il est aisé de voir quelle est au-dessous de celui 
(TS, SU) , qui passe par le point ( n , n ) , et derrière celui (PQ, QR), qui 
passe par le point (m, m r ) ; donc les contours gbk , pqx , des projections 
de cette sphère , ne sont pas vus. 

En examinant la projection horizontale de l'épure, on voit que le plan 
tangent (TS, SU) couvre toute la partie du plan horizontal située du 
côté C de TS , et que le plan tangent (PQ, QR) couvre toute la partie 
du même plan située du côté r de PQ ; donc il n’y a que la partie 
QASQ du plan horizontal qui soit vue. La ligne AP est sous le plan 
(TS, SU) ; ainsi , elle est cachée. La ligne AT est sons le plan (PQ, QR) ; 
donc elle est pareillement cachée. Quant aux parties AS, AQ, des traces 
TS, PQ, elles sont évidemment vues, ainsi que la projection AB de l’in- 
tersection des deux plans demandés. 

En projection verticale , k partie du plan (TS, SU) , qui se projette 
horizontalement dans l’angle TAB , et celle du plan (PQ, QR) , qui se 
projette horizontalement dans l’angle BAP , couvrent évidemment tout le 
plan vertical et cachent tout ce qu’il contient. 11 résulte de là que les 
traces SU, QR, ne sont pas vues, et qu’il ne doit y avoir de lignes pleines, 
sur le plan vertical, que la projection AU' de l’arête (AB, AU), suivant 
laquelle se joignent dans l’espace les deux parties des plans demandés 
qui se projettent sur le plan horizontal en TAB et BAP. 

Il n’est pas nécessaire d’ajouter que les lignes AL, A'L', S*», SL', Qt' , 
qni sont sur les parties postérieure et inférieure des deux plans de pro- 
jection , ne sont pas vues. 

395. Problème 2. Par une droite donnée , mener un plan tangent 
à une suif ace de révolution. 

. Nous allons donner deux solutions de ce problème. 

3q6. 1™ Solution , dan» laquelle on emploi» de» cônes auxiliaire». Concevons deux 
points sur la droite donnée, et imaginons que chacun de ces points soit le sommet d’un 
cône circonscrit 1 la sur Lee de révolution. Cette surface sera touchée par chacun de ces 
cènes suivant une courbe de contact facile à déterminer (353) , et le point d’intersection 
des deax courbes de contact sera 1e point de contact du plan tangent demandé ; car le 
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plan tangent en ce pointa la surface donnée passera par chacun des sommets des deux 
cônes auxiliaires; d'où l'on voit qu’il contiendra la droite donnée tout entière 

Il suit de là que le problème proposé aura autant de solutions que les deux courbes 
de contact des deux cônes auxiliaires auront de points communs. 

PL 3o. 397. Soit donc (l , TT) l’axe de révolution, (GH, v'i/t) la méridienne principale de 

la surface donnée, et (CD, C'D') la droite donnée. Il est clair que le problème aura deux 
solutions. Pour les déterminer arec exactitude , nous ferons remarquer avant tout que 
si les sommets des deux cônes auxiliaires étaient très voisins l’un de l’autre , les courbes 
de contact correspondantes se croiseraient sous des angles très aigus , d’où il résulterait 
nécessairement que les points d’intersection de ces courbes ne seraient pas bien dis- 
tincts (907). Il est aisé de sentir, d’après cela, que les points de la droite (CD, C'D'), qu’il 
est convenable de choisir pour ces sommets , doivent donner des courbes de contact à peu de 
chose près rectangulaires entre elles : or, on ne sera pas loin de Satisfaire à cette condition, 
si l’on prend l’un des sommets en un point (D , D') très voisin de la surface donnée , et 
l’autre à l’infini sur la droite (CD, CD'). 

398. Le cône dont le sommet sera en (D, D') touchera la surface de révolution 
suivant une courbe ( mrns , mVi» Y), que l’on déterminera par les moyens exposés précé- 
demment ( 353 ). • 

Le chic dont le sommet sera situé à l’infini sur la droite (CD, C'D') aura ses élémcns pa- 
rallèles a cette droite; ainsi , ce ne sera pas , à proprement parler, un cône , mais bien un 
cylindre. 11 touchera la surface de révolution suivant la ligne (mtunv , mYu'nV), que 
l’on construira facilement par les procédés des n°* 375, 376 et suivans. 

Ayant déterminé les deux courbes (mrns, mrns ) , 'mtunv ,ni Y Unv), 011 remarquera 
qu’elles sc coupent aux deux points (m, m ) , (n, n), et l’on en conclura que ces points 
sont ceux de contact des deux plans tangens demandé». Il aurait été facile d’obtenir les 
traces de ces plans; mais, pour que l’épure soit moins confuse, on s’est dispensé de 1rs 
construire. 

399. Comme les projections des courbes de contact (mrns, mrns), (mtunv, mt'unv '), 
ne se croisent pas seulement suivant les projections m, n, m,n t dc leurs intersections, 

il est nécessaire d’établir quelques règles pour que l’on sache trouver aisément les points 
cherchés ni et n, m et n, parmi les différons points de rencontre m, y,n,x, m, w , ti, s, 
des lignes mrns, mrns , mtunv , m t'un\ * . D’alwrd nous ferons remarquer que pour 
qu’uu point m soit la projection d’un des points de contact des plans demandés , il faut 
qu’il ait un correspondant m sur l’autre projection. Et comme il faut de plus que le 
point (m , m ) soit l’intersection de deux arcs (vint, v m () , (stnr, s ni V) , des courbes de 
contact, il est indispensable que ces arcs soient sur une même portion de la surface donnée; 
d’où l’on voit que ces mêmes arcs, k l’endroit du point (m, m ), doivent être sur chaque 
projection tous deux vus ou tous deux cachés. D’après cela, les points x ,y, z , w, où se 
coupent des arcs pleins et des arcs ponctués des deux lignes (mrns , mrns'), (mtunv , 
nit'unv), ne peuvent être les projections des points cherchés , ce qui, dans le cas actuel, 
fait connaître immédiatement ces points, et, dans tout autre cas, facilite infiniment leur 
détermination. 

4 00. La surface prise pour exemple offre des propriétés intéressantes ; parce qu’elle 
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est de l’espèce des ellipsoïdes de révolution, et <|uc toute surface conique ou cylindrique, PI. 3e. 
qui enveloppe un ellipsoïde , le touche suivant une courbe plane elliptique (*) dont 
chaque projection est toujours une ellipse (589). Cela posé, prenons pour sommet d'un 
cdne auxiliaire le point (G, G'), où la droite donnée (CI), C/D') traverse le méridien GU. 

Ce méridien divise la surface de révolution en deux parties symétriques; donc le cône 
qui aura son sommet dans le même méridien sera aussi divisé par le plan GH en deux 
parties symétriques; donc la courbe de contact correspondante à oc cône sera également 
divisée par le même plan en deux parties symétriques; doue le méridien GH contiendra 
l’un des axes de cette courbe de contact; donc elle aura son plan perpendiculaire au plan 
vertical : donc enfin elle sera projetée verticalement suivant une droite iK. Il sera facile 
d’obtenir cette droite ; car si l’on mène par le point G' deux tangentes G'» , G ’l à la mé- 
ridienne v’Uk , elles toucheront celte méridienne en deux points i e lé, qui seront des 
points de la droite cherchée. Or, la surface conique dont le sommet est en (G, G') touche 
la surface donnée suivant une courbe a laquelle appartiennent les points (m, m) , (n, «'); 
donc la projection il de cette courbe doit coutcnir les points m' et ce qui fournit un 
moyen simple de vérifier l’exactitude des constructions précédentes. 

Si l’on prend pour sommet d’un cène auxiliaire le point (K. , K') , où la droite donnée 
perce le plan horizontal K'L, qui divise la surface de révolution en deux parties symé- 
triques , la courbe de contact correspondante aura pour projection horizontale une droite 
qd , passant par les points m et », et l’on aura un second moyen , analogue au premier, de 
vérifier les positions des points (»s , m), (», »'). 

4oi. 11 est clair que les courbes de contact qJ et il auront pour secondes projections 
deux ellipses : d’où l’on voit que si l’on prend pour sommets îles deux cènes auxiliaires 
les points (G, G'), (K, K') , on aura deux droites et deux ellipses i déterminer , au lieu 
de quatre ellipses, ce qui simplifiera beaucoup les constructions. 

Si la surface donnée est un hypcrboloïde de révolution à deux nappes, un hyperboloïde 
de révolution à une nappe , ou un paralmloïde elliptique de révolution , il V aura des cônes 
auxiliaires, analogues à ceux dont les sommets sont les points (K , K') et (G, G’), et l’em- 
ploi de ces cônes simplifiera licaucoup la résolution du problème proposé. 

4oa. Exécution tic l’épure- La distinction des parties pleines et ponctuer, est d’une 
grande importance; mais, comme elle est exposée avec détail aux n°* 3G3 et 382, nous 
renvoyons à ces numéros. 

L’ellipsoïde donné est le même que sur les planches 26 et 28 ; la droite (CD , C'D') est 
parallèle à la droite (MN, M'N') de la pL 28, et le sommet (D, D') est le même que le 
sommet (M , N) , pl. a6, en sorte qu’on n’a eu besoin , pour faire l'épure de la p'. 3o , que 

de ràppôi ter sur cette épure les résultats obtenus pl. 26 et pl. 28. 

4o3. a* Solution , dans laquelle on emploie un hypcrboloïde de révolution 
à une nappe. Imaginons que la droite donnée sc meuve autour de l’axe de 
révolution pour engendrer un hypcrboloïde, et concevons par le point de 

(*) y , pour l'intelligence de ce numéro et du suivant , le» Tuiles de l'application de P Analyse 1 la 
Géométrie des trois dimensions. , 
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contact du plan tangent demandé un plan méridien ; ce dernier plan cou- 
pera la droite donnée en un point , et je dis que le plan tangent demandé 
sera tangent en ce point à l’hyperboloïde. En effet, puisque ce plan est le 
plan demandé, il passe par la droite donnée, c'est-à-dire par l’élément de 
l’hypei'boloïde qui contient le point d’intersection de cette droite et du plan 
méridien ; mais il est perpendiculaire à ce plan comme étant tangent à la 
Surface donnée ( 294 ) : donc il est tangent à l’h yperboloide en ce point d’in* 
tersection (3o6). 

Il suit de là que si l’on mène un plan tangent par l’axe de révolution 
et par le point de contact du pian demandé et de la surface donnée, ce 
plan coupera cette surface et celle de l'hyperboloïde , chacune, suivant sa 
méridienne , et le plan tangent suivant nne droite tangente aux deux mé- 
ridiennes. Si donc on construit les méridiennes principales de ces deux sur- 
faces, qu’on leur mène une tangente commune, et qu’on fasse tourner cette 
tangente autour de l’axe de révolution, elle viendra rencontrer la droite 
donnée en un point, elle appartiendra, dans la position où elle sera parve- 
nue, au plan tangent demandé, et le point où elle touchera la méridienne 
de la surface donnée sera le point de contact de ce plan. Dès que ce point 
sera connu , il sera facile d’en déduire le plan tangent cherché. 
pi. Si. 4°4- Soit (I, IT 1 ) l’axe de révolution, (gk, a'b'c) ou (ik,/d'e), la méri- 
dienne principale de la surface donnée , et (CD, C'D') la droite par laquelle 
il s'agit de mener le plan tangent demandé. 

11 est clair que le problème aura plusieurs solutions. Nous allons opérer,' 
pour les trouver, comme il vient d’être dit ; ainsi , nous chercherons d’a- 
bord la méridienne principale de î’hyperboloide dont la droite (CD, C'D') 
est la génératrice. Pour cela, nous suivrons les procédés indiqués n° aoo; 
nous remarquerons qu’un point quelconque (C, C')de cette droite engen- 
dre un cercle horizontal (CEAG , FG') , qui est coupé par le méridien gk 
eu deux points (F , F'), (G, G'), de la courbe cherchée ; nous opérerons de la 
même manière sur d'autres points de (CD, C'D'), et .bientôt nous pourrons 
décrire la projection verticale F'H'B', G'KT/, de la méridienne principale 
de l’hyperboloïde. Ensuite, il s’agira de mener une droite à la fois tan- 
gente à cette méridienne et à la méridienne donnée a'b'c, fd'e' (voyez la 
Note 6). Au lieu dune, il est visible qu’on en pourra mener quatre, sa- 
voir : ù'B', i'H', r/K', c'L'. Ne nous occupons maintenant que de la pre- 
mière a'B 1 . ÿ 

Concevons par cette tangente un plan perpendiculaire au méridien FG; 
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ce plan sera tangent à la surface donnée en (a, d), et à l’hyperboloïde en M. 3.- 
(B, B'). Or, si l’on fiât prendre à la tangente d B', ou (FG, dK), un mou- 
vement circulai» autour de l’axe (I, l'I*), et qu’on suppose que cette tan- 
gente yt ufftène avec elle le plan a'B', ce plan, dans son mouvement, uo 
cessera pas d’ètra tangent aux deux surfaces en question , suivant les po- 
sitions qu’occuperont successivement les deux points (B, B'), (a, a'). Mais 
une des p or ti o n» du premier do ces points se trouvera en (E, E') sur la 
droite donnée ; la position correspondante de la tangente (FG , «'15') se trou- 
vera dans le plan méridien El; donc la position correspondante du point 
(a, a') sera en (F, F'): donc le plan mobile touchera la surface donnée en 
(P, F), et l’hyperboloïde en (E, E'). Et comme il ne peut toucher l’hyper- 
bdknde sans passer par la génératrice correspondante (CD, C'IV), il coïn- 
cidera avec le plan demandé; donc enfin (P, P') est le point de contact de 
ce plan. 

La tangente MB' conduira à nne seconde solation. Pour la déterminer, 
on amènera le point (H, H') en (N, N') sur la droite donnée, an moyen 
d’un arc de cercle horizontal (HN, H'N'), dont le centre sera en (I, M); on 
mènera la trace IN du méridien qui contient le point (N, M'); on amènera 
k» point de contact (b, b 1 ) dan» ee méridien , au moyen de l’arc (bS, b’ S') , 
et le point (S, S') sera ,1e point de contact d’un second plan tangent à la 
surface donnée, passant par (CD, C'D'). 

Quant aux tangentes <fK', e'L',il est évident qu’elles seront symétriques 
aux tangentes bld!, a B'. Il s’ensuit que les points de contact F et L', b' et 
d', d et c, U' et K', seront dans les mêmes plans horizontaux ll'L', b d’, 
de', H'K', et à des dlKianwt égales de l’axe de révolution; d’où l’on voit que 
lorsqu’on ramener» lee points (K, K') et (L, L') sur la droite donnée, ils 
viendront se placer respectivement en (N, N') et (E, Y), et les points de 
contMtt (d, d 1 ), (e, d), aux points déjà obtenùs (S, S') et (P, F), en sorte 
que les tangentes <fK', c'L', donneront les mêmes solutions que les tan- 
gentes //U', a'B'. Malgré cela, il conviendra de mener toutes ces tangentes, 
parce que la condition qu’elles soient symétriques deux à deux, ainsi que 
leurs points de contact, fournira le moyen de vérifier l’exactitude des ré- 
sultats obtenus à gauche de l’axe 11", par la confrontation de ceux obte- 
nus à droite. 

Nous n’avons pas mené les traces des deux plans cherchés; on connaît 
pour chacun d’eux un point et une droite qu’ils contiennent, ainsi ils sont 
détermines. 
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pi. 3i. 4°5. Celte solntion, plus expéditive que la première, est d’une exécution 

assez délicate, parce qu'on n’a pas de méthode graphique simple pour 
mener les droites a'H', //II', tangentes à deux courbes connues, et pour dé- 
terminer leurs points de contact a', B', b 1 , H'; mais elle se recommande par 
son élégance , et elle conduit d’ailleurs aussi sûrement qu’une autre à des 
résultats exacts, lorsque l’on dessine avec soin. 

406 . Exécution de l'épure. La surface prise pour exemple est engendrée 
par un cercle; clic a la forme d'un anneau et appartient à la variété de 
surfaces de révolution que l’on appelle surfaces amudlaires (5oi). 

La recherche des lignes pleines et ponctuées ne présente aucune diffi- 
culté. On a tracé la méridienne F'H'B', L'K'G', au moyen delémens recti- 
lignes interrompus, parce que l hyperboloide employé ue fait partie ni des 
données ni des résultats du problème. 

4o^. Problème césèbjl. Etant données une droite quelconque et une surface quel- 
conque , on demande le plan tangent à la surface donnée , passant par la droite donnée. 

Il y a deux procédé» généraux pour résoudre ce problème. 

408. Le premier consistes circonscrire à la surface donnée deux cônes qui aient leurs 
sommets sur la droite donnée : il est clair que le plan demandé, aura son point de contact 
à l’intersection des courbes de contact de ces deux cônes; donc il suffira de déterminer ces 
courbes (36^) et le point où elles se couperont, pour avoir le plan tangent demandé. On. 
a vu précédemment un exemple de celte solution ( 396 ). 

409 . Voici en quoi consiste le second procédé qui conduit à la solution. Nommons D la 
droite donnée, 5 la surface donnée, et P un plan, perpendiculaire à la droite D, sur le- 
quel on fera une projection auxiliaire. On commencera par construire le plan P, et le 
point d, où la droite donnée sc projettera sur ce plan ; on déterminera ensuite la courbe 
de contact Y d’un cylindre parallèle à ta droite D et enveloppant la surface S (386) ; on 
construira la courbe y, projection de Y sur le plan P; enfin, on mènera , par le-point d , 
une tangente p à la courbe y, et cette tangente sera la trace et la projection du plan tan- 
gent demandé. En effet, la ligne y sera le contour de la projection de la surface donnée 
sur le plan P ', donc le plan p n’aura de commun avec cette surface que la facette infini- 
ment petite qui sc projettera sur le plan P suivant l’élément linéaire infiniment petit 
commun à la courbcy et à la tangente p ; donc, etc. Connaissant la droite p, on trouvera 
aisément les traces boriionlale et verticale du plan tangent demandé. 

Ce moyen de solution, sauf quelques légères modifications, est celui qu’on a employé 
( 391 ) pour mener par une droite donnée un plan tangent à la sphère. 

4to. Si la surface donnée était une surface développable, la ligney serait une ligne 
droite, ou le système de plusieurs lignes droites, et il ne serait pas possible de mener la tan- 
gente p ; donc il n’est pas possible de mener par une droite donnée un plan tangent à une 
surface développable. C’est une vérité précédemment démontrée (38g). 

La surface donnée étant toujours une surface développable, si l’on veut employer le 
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moyen des cônes «miliaire» (4o8) , on trouTer* , pour lignes de contact, des élémens in- 
définis de la surface ; en général , ces élémens ne se rencontreront pas , d’où l’on voit que 
l’on sera conduit à la conclusion précédente , qui est que , dans l'hypothèse faite , le pro- 
blème proposé est impossible. 

4> >- S‘ cependant la surface donnée était un cône, les lignes de contact se couperaient 
suivant son sommet; d’où il suit que le plan mené par la droite donnée, et parce sommet, 
serait tangent au cône suivant ce même sommet. Et, comme la droite donnée est une 
droite quelconque, il faut tirer de lè cette conséquence, que tout plan passant par le som- 
met d’une surface conique est taDgent à cette surface. Cette vérité singulière se trouve 
expliquée note 5, n° 90a. 

>ssn»tv tsvsvsm > v» vr> vwsss va*\ssvs« w>«\ s twsswwvssa ws v w «* > vvtvw vwvss wmwifTW aaw Lw vs wuv n/ iviAxa 

CHAPITRE Y. 

Des plans tangens à plusieurs surfaces. 

41 2. Il est facile de concevoir qu’un plan ne peut être assujetti à toucher 
plus de trois surfaces données; ainsi, comme nous savons mener un plan 
tangent à une surface isolée, par un de ses points, par un point quelconque, 
parallèlement à une droite donnée, et par une droite donnée, il ne nous res- 
tera plus à parler que des plans tangens à deux et à trois surfaces. 

4> 3 . Problème l* r . Étant dontli'es deux surface t quelconques , on demande un plan 
qui les touche à la fois toutes les deux. 

Soient S et a les deux’snrfaccs données ; on meneTa dans l’espace un plan quelconque P ; 
ou déterminera les courbes de contact A et Q de» deux surfaces S et s avec deux surfaces 
cylindriques enveloppante» dont les élémens soient perpendiculaires au plan P (38G). 
Cela fait , on construira les .lignes t et » suivant lesquelles les courbes A et Q se projet- 
teront sur le plan P ; on mènera une tangente commune <p à ces deux ligues (903) , et 
cette tangente sera , sur le plan P, la trace et la projection du plan tangent demandé. En 
effet, les élémens linéaires communs entre les courbes / et «,et leur tangente p, sont les 
projections de facettes infiniment petites des deux surfaces données , communes à ces sur- 
faces et au plan f ; donc ce plan sera tangent aux surfaces S et * : donc , etc. 

Connaissant la situation du plan f par rapport au plan P, on déterminera facilement les 
traces du premier do ces plans. 

4 < 4- Comme le plan P est entièrement quelconque; il est clair que le problème pro- 
posé aura en général une infinité de solutions. Ces solutions ont un lien commun, et ce 
lien est la surface développable qui enveloppe les deux surfaces données : car tout plan 
tangent aux surfaces 5 et » est l’enveloppée de la surface développable dont i! s’agit ; en 
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sorte que tout plan tangent à cette surface est une solution du problème en question , et 
réciproquement. 

On conclura de là que pour résoudre ce problème le plus complètement possible , il 
convient de déterminer l'enveloppe développable circonscrite aux deux surfaces S et s. 

4 1 5. Pour cela , ayant mcnc un plan quelconque P; ayant construit, les courbes A et O, 
leurs projections / et * sur le plan P, et la tangente p aux lignes / et • , on déterminera 
le pointrn,où la droite p et la ligne / se toucheront , et l’on déterminera pareillement le 
point de contact n des lignes f et». Ces deux points m et n seront les projections sur le 
plan P des deux points M et N , suivant lesquels le plan p touchera les surfaces S et s. Les 
points M et N seront situés sur les courbes à et fl ; il sera aisé de les construire , et en me- 
nant une droite MN qui les contienne, cette droite sera un élément de la surface déve- 
loppable cherchée. En construisant donc de nouveaux plans auxiliaires de projection P 7 , 
P", P", etc. , on obtiendra de nouveaux points M', M*, M", etc., N', N*, N*, etc. , analo- 
gues à M et à N , et la suite des droites MN , M'N', WN ', M"N”, etc. , que l’on déduira de 
ces points , déterminera cette surface. * 

Connaissant les points M , M', M', etc. , N , N', N', etc. , il sera facile de construire les 
lignes MM'M". . NN'N* — , suivant lesquelles la surface développable circonscrite tou- 
chera les surfaces données S et s. 

Nous n’appliquerons cette théorie à aucun exemple : les ombres nous fourniront l’oc- 
casion de l’employer. (V oyex le livre I er de la Science du dessin.*) ' 

4iG. Si l’une des surfaces données , la surface S , par exemple , était une surface déve- 
loppable , la ligne / serait une ligne droite , ou le système de plusieurs lignes droites , et 
il ne serait pas possible de mener la tangente p-, d’où il suit que le plan quelconque P ne 
conduirait à aucune solution. * 

Cependant, si la position de ce plan était telle que quelques-unes des droitesqui rem- 
placent la ligne / touchassent la ligne m , ces droites seraient elles-mêmes les traces et 
les projections des solutions du problème proposé. * 

Il est facile de voir qu’en général , lorsqu’il n’y a qu’une des deux surfaces données qui 
soit développable , le problème n’est pas insoluble ; car si l’on fiait tourner, autour de la 
surface développable S , un plan tangent à cette surface, ce plan, généralement parlant, 
touchera la surface non développable s , dans une ou plusieurs des positions qu’il occu- 
pera, et ces positions seront tangentes aux surfaces S et s. Nous laisserons chercher aa 
lecteur un moyen graphique de construire ces positions du plan tangent mobile. 

Si les surfaces S et s étaient toutes deux développables, le problème serait impossible: 

4*7- Problème a. Deux surfaces quelconques non développables étant 
connues , on demande le plan tangent mené à ces surfaces par un point 
pris arbitrairement dans l'espace. 

Ce problème sera déterminé , et pour le résoudra il, ne s’agira que de mener. psg le 
point donné un plan tangent à la surface développable circonscrite aux deux sarfaom 
données. On doit sentir que les opérations à faire seront en général très compliquées : en 
voidi l’exposé. 
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On construira , par 1« procédé du n° 4i 5 , plusieurs clémens MH , Al'N', M"N*, etc. , de 
la surface développable circonscrite aui deux surfaces données; les projections borixon- 
tales de ces éléraens seront tangentes à une courbe J que l’on décrira; leurs projections 
verticales seront tangentes à une courbe Ç' que l’on décrira pareillement , et l’on aura 
l’arétc de rebroussement (Ç,Ç') d° nt c03 deux courbes seront les projections. 'Cela fait , 
on mènera par le point 'Sonné, que nous nommerons K , un plan sécant quelconque ; il 
coupera lesélémens MN,M'N', M'N', etc., suivant une suite de points r, r, r', etc.; on 
construira le lieu de ces }<oiuts ; par le point K on mènera une tangente 6 à la courbe 
rrr ". . . ; par le point de contact de celte tangente on mènera une autre tangente à 
l’arête (Ç, Ç')> cette nouvelle tangente sera un élément de la surface développable, et le 
plan qui passera par cet clément et par la tangente 6 sera évidemment le plan tangent 
demandé. 

/{i8. Supposons que les surfaces données soient deux sphères, la solution 
du problème sera fort simple , ainsi qu’on va le voir. 

Soit (A, A') le centre de l’une de ces sphères, AT» son rayon, (B, B') le Pi. S». 
centre de l’autre sphère, B7/ sou rayon, et (C, C') le point par lequel on de- 
mande de mener un plan tangent à ces deux sphères. 

Parles points (A, A') et (B, B') noas mènerons la droite (AB, A'B'), et 
nous remarquerons qu’il y a deux cônes qui touchent et enveloppent les 
deux surfaces données. L’un est engendré par le plan vx, tangent extérieu- 
rement aux deux sphères et mobile autour d’elles : il a pour sommet le 
point (D,-D'), où la droite (AB, A'B') perce le plan vx. L’antre est formé 
par les intersections consécutives d’un plan mobile tangent intérieurement 
au système des surfaces données : il a pour sommet l’intersection (E, E') du 
plan_ys et de la droite (AB, A'B'). 

Tout plan tangent à l’une des deux surfaces coniques auxiliaires sera évi- 
demment tangent aux deux sphères; donc, si l’on mène par le point (C, C') 
des plans tangens à ccs surfaces, ces plans résoudront le problème proposé. 

11 suit de là que ce problème aura quatre solutions; caron peut mener par 
le point (C, C') deux plans tangens à chaque surface conique auxiliaire. 

4«g. Construisons celles de ces quatre solutions qui correspondent au 
cône dont le sommet est en (D, D'). Et, pour abréger le discours, dési- 
gnons chaque sphère par son centre, et chaque cône par son sommet. 

Cela posé, uous remarquerons que le cône (D, 1 D') touché la sphère 
(A, A') suivant un cercle qui .peut être pris pour base du cône ; que les 
plans tangens demandés passent par la droite (DC, D'C') ; et enfin, que si 
l’on prolonge cette droite jusqu a ce qu’elle perce le plan de la hase eu un 

• ao. . 
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Pi. 3s. point , chaque plan tangent passera par une tangente à la base , menée par ce 
même point. 

Amenons le système des donne'cs, en le faisant tourner autour de la 
verticale dont le pied est en A, dans une position telle que le plan AD 
ait pour trace la droite AG parallèle au plan vertical ; il sera facile ensuite 
de trouver les plans cherchés, parce que cette position donnera presque im- 
médiatement le cercle de contact de la sphère (A, A') et du cône (D, D'). 
Dans le mouvement du système , la sphère aura tourné sur elle-même , 
sans changer de position; le point (D, D') sera venu en (G, G') ; le point 
(C, C') aura décrit un arc de cercle (CH, C'H') égal à PQ, pour venir 
s’arrêter en (H, H'); l’axe (AD, AD'), du cône (D, D') , se sera rabattu en (AG, 
A'G') ; et je dis que si l’on mène par le point G' une tangente G ’c au cercle 
abc, et par le point de contact c de cette tangente une perpendiculaire bc 
à l’axe A'G', bc sera la projection verticale du cercle de contact de la sphère 
(A, A') et du cône (G, G'). En effet, concevons que le cercle (SK, abc),, et 
la tangente (GA, G'c'), se meuvent circulairement autour de (AG, A'G*); 
il est évident que le cercle abc décrira la sphère (A, A'); que la droite G'c 
décrira le cône (G, G'), et que le poiut c engendrera le cercle de contact de 
ces deux surfaces : or, ce cercle sera dans un plan perpendiculaire à Taxe 
de révolution (AG, A'G'); donc il sera dans le plan (Ll', \'b), passant parle 
pointe, et perpendiculaire au plan vertical de projection : donc enfin il 
sera projeté verticalement en bc. 

Connaissant le plan (LE, Vb) de ce cercle , on construira le point (n , n') 
où ce plan est percé par la droite (Gll, G'H'), que contiennent les plans 
tangens cherchés, et il ne s’agira plus, pour déterminer ces plans , que de 
mener par le point (n, ri ) des tangentes au cercle bc. Pour cela, on ra- 
battra le plan de ce cercle sur le plan vertical AG, en le faisant tourner au- 
tour de l’intersection (AK, bcO) de ces plans : le centre d ne prendra au- 
cun mouvement; donc ce même cercle rabattu sera celui ôUcV, dont le 
- centre est en d , et dont le rayon estefc. La droite Kn, perpendiculaire à l’axe 
de rotation (AK, bcO) , viendra en n'N, et le point N sera le rabattement de 
(n, ri); enfin, la trace horizontale Ll', du plan (IA', l'b) , se rabattra sui- 
vant une ligne RT, perpendiculaire en I' à la ligne bO. D’après cela, si l’on 
mène par le point N les tangentes NU, NV, elle» appartiendront chacune 
à l’un des plans cherchés; et comme elles seront rencontrées par 1a trace 
RT du plan (LE, l'b) , la première en R et la seconde en T, il sera facile d’en 
déduire ces plans. Ramenons d’abord le cercle MJcV dans le plan bc ; ta 
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droite RT , en tournant autour du point (1,1'), qui restera immobile , vien- pi. 3 ,. 
dra se placer, sur I'IL. Concevons ensuite qu’on ramène tout le système 
dans sa position primitive , en faisant tourner le plan AG autour de la ver- 
ticale A, le point (I, F) viendra en i ; le rabattement RT, de la droite (Ll', I'), 
perpendiculaire à AG , viendra en rt , perpendiculairement à AD ; et les 
points R et T viendront en r et t, de façon que l’on ait Ai= AI, rr= RI', 
it = I'T. D’où l’on voit que les points r et t du plan horizontal appartien- 
dront aux plans cherchés; mais ces plans passent parla droite (DC, D'C 1 ), 
qui perce le plan horizontal en (F, F'); donc les droites rF, /F, sont les 
traces horizontales de ces plans. Quant aux traces verticales , on ne les a 
pas construites afin que l'épure soit moins confuse : il est aisé de voir com- 
ment elles s’obtiendront. 

Il serait facile de se tromper en rapportant les points R et T, en r et t, 
si l’on ne remarquait pas que les points R et N sont situés du même 
côté par rapport à l'axe de rotation bO : or, en projection horizontale, 

AO se trouve en AK , et le point N en b; donc le point R doit être , 
ainsi que le point n , derrière le plan AK ; donc lorsqu’on ramène ce 
plan en AD , le point R doit être du côté vers lequel s’avance le plan 
mobile, c’est-à-dire du côté A' de AD. 

4ao. Exécution de l’épure. Comme on n’a pas construit les traces 
verticales des deux plans tangens dont on s’est occupé , on suppose que 
ces plans n’existent pas dans l’espace, et l’on marque leurs traces hori- 
zontales en lignes mixtes (55). Toutes les autres lignes de l’épure sont 
des lignes de construction , hors les contours des projections des deux 
sphères, lesquels sont indiqués en lignes pleines. 

4ll. PnOBCKUE 3. Soient (A, A'), (B, B') , (C, C), Ut centres de trois surfaces sphi- PI, 33. 
riques , et Ka , Bi, Ce , les rayons respectifs de ces surfaces i on demande un plan gui les 
touche à la fois toutes lei trois. 

Hou» remarquerons, en premier lien, que tout plan tangent à trois cônes qui enreloppcnt 
deux i deux les trois sphères données , est tangent à ce» sphères : or , ce plan tangent con- 
tient les sommets des trois cônes enveloppans ; mais ces sommets sont nécessairement sur 
les droites (AB, A'B'), (AC, A 'C ) , (BC, B'C'), ou , ce qui revient au même, dans le plan 
des centres des sphères : donc ils sont sur une même droite qui est l’intersection de ce 
plan et du plan tangent. 

Remarquons , en second lieu , que les sphères données peuvent être enveloppées par six 
oôoes, savoir : trois dont les sommets sont au-delà de l’espace compris entre les sphères 
qn’ils enveloppent, et trois dont les sommets sont situés entre les sphères enveloppées. Les 
trois premiers sont indiqués en projection hnr iaontale , et ont lenrs sommets en (D, tf)» . 
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PI. 33. (E, E'), (F, K'). Le» trivia «Urnien sont indiqués en projection verticale, et ont pour 

sommets les points (G, G'), (H, H'), (1,1'). 

Eniin remarquons , en troisième lien, que lorsqu’on plan est tangent à deux sphères, et 
qu’illaisse ces sphères <l’un même côté, il est tangent au cône enveloppant dont le som- 
met est au dehors des sphères; tandis que s’il laisse les sphères de côtés diflèrens , il est 
tangent au cône enveloppant dont le sommet est entre les sphères. 

Cela posé désignons, comme dans le problème précédent, les sphères par leurs centres , 
et Us cônes enveloppans par leurs sommets. 

11 est clair, i°. qu’ou pourra mener aux trois sphères un plan tangent qui les laisse d’un 
même côté : or , ce plan touchera les trois cônes (D , D') , (E , E') , (F, F”) ; donc les som- 
mets de ces cônes seront sur une même droite (DEF, D'E'F'); a 0 , qu’on pourra mener aux 
trois sphères un plan tangent qui laisse celles dont les centres sont en (A, A') et (B, B') 
d'un même côté , et la sphère (C , (T) de l’autre côté : or, ce plan touchera les trois çô nés 
(D, D'), (H, H'), (1, 1'); donc les sommets de ces cônes seront sur une même droite (DI H, 
DTH') ; 3". qu’on ponrra mener aux trois sphères nn plan tangcntqui laisse celles dont 
le» centres sont en (A , A') et (C , C*) d’an même côté , et la troisième sphère (B , B) de 
l’autre côté : or, ce plan touchera les trois cônes (E , E ) , (G, G') , (1 , 1') ; donc les som- 
mets de ces cônes seront sur une même droite (GIE , GTE ) -, 4° enfin, on pourra mener 
aux trois sphères un plan tangent qui laisse d’un même côté les sphères (B, B )ct(C,C), 
et de l’autre côté la sphère (A, A') : or, ce plan touchera les trois cônes (F, F), (G , G') , 
(H, II ) ; donc les sommets de ces cônes seront sur une même droite (GIIF, G'n'F*). 11 suit 
donc de là que les sommets des six cônes enveloppans sont les intersections de quatre 
droites (DEF, D'E'F ), (DIH, DTH') , (GE1, GTE') et (GHF, G'H'F') située* dans un 
même plan. 

11 est évident que tout plan mené par une de ces droites, Ungentiellcmeüt à Tune des 
trois surfaces coniques dont elle réunit les sommets , touchera les trois sphères données; et 
comme on peut mener par une droite deux plans tangens à un cône droit, nous en conclu- 
rons qu’en général le proldèrae proposé doit avoir huit solutions. 

On pourra facilement construire ces huit solutions, puisqu’il ne s’agira, pour en avoir 
uue, que de mener un plan tangent au cône circonscrit à deux sphères connues, par 
une droite sur laquelle soit le sommet Je ce cône. C’est la question qui Tient d’être ré- 
solue n° 4*9* . * * 

4»2. Problème 4 -Étant données trois surfaces quelconques P, Q, R, on demandé un 
plana qui les touche toutes les trois. 

Imaginons une première surface développable auxiliaire, qui touche et enveloppe les 
deux surfaces 1* et Q. Imaginons une seconde surface développable âuxiliaire , qui touche 
et enveloppe pareillement les surfaces R et R. Il sera possible de déterminer les courbes de 
contact p et ^ des deux surfaces auxiliaires avec la surface P (4*5) : cca courbes étant fi-* 
tuées sur une meme surface, elles auront en gériéral des point* d intersection , et il sera fa- 
cile de les construire. Soit rn un de ces pointa; je dis que le plan tarigent en m à la surface P 
sera le plan demandé : en effet; oe plan , touchnnt la surface P en un point des courbes p 
et 4, sera tangent aux deux furfcow développables auxiliaire*; donc il fera tangent aux 
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surfaces Q et R ; donc , etc. D’après cela , on toit comment on pourra trouver toutes les so- 
lutions du problème proposé. 

4a3. Si le» surface» données sont de» sphères, les surfaces développables auxiliaires se- 
ront des cônes. 11 y aura deux de ces cônes qui envelopperont les sphères P et Q (4i8),et 
ils toucheront la première de ces sphère» suivant deux cercles x ci y. 11 y aura pareille- 
ment deux cônes qui envelopperont les sphères P et R, et qui toucheront la sphère P sui- 
vant des cercles x' et y. Chacun de ces cercles rencontrera en quatre points les cercles i 
et y, par conséquent, le problème dont il s’agit aura huit solutions, ainsi que nous l’avons 
déjè dit (4ai). 

4a4- Si Tune des surfaees données était développable, le problème serai t impossible ; 
car, si Fon imagine que cette surface soit celle qu'enveloppent à la fois les deux surfaces 
auxiliaires , les ligne» de contact f et ^ seront des élémens de la surface développable don- 
née, et ces élémeas , on général , n’auront pas de posais communs. 

Le problème serait h plut forte raison impossible si deux des trois surfaces ae trouvaient 
en même temps développables. 

Mous n’appliquer ous cette solution à aucun exemple. 



v. L . 
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4a5. Nocs avons indique, livre II (« 44 ) > les procédés généraux qui 
servent à déterminer les intersections des surfaces ; mais nous n’avons 
pu en parler que très succinctement; et comme la détermination de ces 
intersections est un objet d'une grande utilité , il est nécessaire que nous 
exposions avec détail tous les moyens qui servent à les construire. 

Nous chercherons d'abord les intersections des plans et des surfaces 
courbes ; puis celles de ces dernières surfaces entre elles ; ensuite nous 
nous occuperons des tangentes à ces intersections , et nous terminerons 
par une théorie synthétique des principales propriétés des sections planes 
des cônes à bases circulaires. 

4a6. Pour qu’une intersection demandée soit connue le mieux possi- 
ble, nous ne nous contenterons pas toujours de chercher scs projections. 
Si elle est plane , nous construirons ce que nous appellerons son rabat- 
tement : c’est-à-dire sa figure sur le rabattement de son plan , ou , ce 
qui revient au même, sa véritable forme; et, si elle est située sur une 
surface développable , nous développerons cette surface , et nous con- 
struirons la figure de la courbe sur le développement obtenu : nous ap- 
pellerons cette figure la transformée de cette courbe. 

CHAHTRE PREMIER. 

Des intersections de plans et de surfaces courbes . 

427 . Problème t". On donne un cylindre et un plan , et ton 
demande , i°. leur intersection commune ; 2 0 . le rabattement de cette 
intersection; 3°. la transformée de la même intersection sur le déve- 
loppement du cylindre. 
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L’énoncé de la question laissant le choix des plans de projection , 
noos prendrons pour plan horizontal un plan perpendiculaire à la gé- 
nératrice du cylindre donné , et pour plan vertical un plan à la fois 
perpendiculaire au plan horizontal et au plan donné. 

428. D’après cela, soit (PQ, QR) le plan donné, et ABCD. . . la trace PL JJ. 
horizontale de la surface cylindrique donnée. Tous les points de cette 
surface auront leurs projections horizontales sur la courbe ABCD... , et 
ses élémens seront des droites verticales (A, «A'), (B, iB'), (C, cC')... , etc. 

De môme que les points du cylindre donné se projettent horizontale- 
ment sur une ligue ABCD. .. , ceux du plan donné se projettent verti- 
calement sur la droite QR; donc les points de l’intersection cherchée, 
devant se trouver à la fois sur le cylindre et sur le plan donnés , se 
projetteront horizontalement suivant ABCD . . . , et verticalement suivant 
QR. Et comme les élémens du cylindre sont tous compris, en projection 
verticale, entre les contours «A' et gG ' , les points de l’intersection cher- 
chée ne pourront occuper sur QR que la partie A'G'; donc cette inter- 
section sera la courbe (ABCD . . . , A'G'). 

D’où l’on voit que , d’après le choix que nous avons fait des plans 
de projection , l’intersection demandée se trouve représentée immédiate- 
ment au moyen des lignes qui figurent les données. 

4ag. Construisons maintenant le rabattement demandé. Pour cela , il 
ne s’agira que de rabattre le plan (PQ, QR) sur l’un des ,deux plans de 
projection , ou sur un plan parallèle à l’un de ces deux plans , et l’inter- 
section (ABCD..., A'G') viendra s’abattre sur ce plan suivant la courbe 
cherchée. Soit MN , par exemple , un plan vertical parallèle au plan ver- 
tical de projection , ce plan et le plan donné (PQ , QR) se couperont 
suivant une droite (AG, A'G'). Imaginons que le plan donné tourne au- 
tour de cette droite jusqu’à ce qu’il coïncide avec le plan MN : dans 
le mouvement, les différons points de l’intersection (ABC. . . , A'G') ne 
changeront pas de situation par rapport à l’axe de rotation ; donc les 
points (F, F') , (H, P) , situés sur la droite (FH, F') , perpendiculaire 
à cet axe au point ( 0 , F') , et distans de ce point des longueurs OF, OH , 
seront, après le mouvement, sur la droite ^F'x perpendiculaire en F' à 
l’axe A'G' , à des distances du point F', <pF' = OF , «P z=s OH ; c’est- 
à-dire que ces points seront, le premier (F, P) en <p, et le deuxième 
(H, H') en a. 

En faisant les mêmes constructions sur d’autres points de l'intersection 

21 
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Pi demandée , on déterminera le rabattement X'SyJ'npG ' qui n’est autre 
chnsé que cette intersection dans sa véritable grandeur. 

430. Passons à la construction du développement du cylindre donné, - 
et de la ligure que prend sur ce développement l'intersection (ABCD. . . , 
AtV). 

Concevons que tous les élémens de ce cylindre soient autant de char- 
nières , et imaginons que les petits plans formés par deux élémcns con- 
sécutifs quelconques tournent , autour de ces charnières , jusqu’à ce qu’ils 
soient tous compris dans un même plan ; l’ensemble de leurs nouvelles 
positions formera le développement cherché , et il est clair que la courbe 
ABCD... sera une droite sur ce développement. En effet, tous les élé- 
mens du cylindre sont perpendiculaires à cette courbe ; donc elle sera 
composée , dans le développement , d’une infinité de petites droites 
comprises chacune entre deux élémens voisins et perpendiculaires à ces 
élémens : or , dans le mouvement , ces deux élémens consécutifs con- 
serveront leur parallélisme ; donc, après le mouvement, tous les élémens 
seront encore parallèles ; donc toates ces petites droites formeront une 
droite unique. 

D’après cela , il sera facile d’avoir le développement du cylindre donné. 
Soit ri ri une droite quelconque tracée Sur un plan ; prenons ce plan 
pour celui du développement cherché , et prenons la droite riri pour 
représenter sur ce développement la courbe ABCD.. .A. On portera les 
arcs AB, AC, AD. . . , à partir d’une origine commune a', de eé en A', de 
ri en d , de ri en ci 1 , etc. , sor la droite ri a'; par les points ri, b', d, et 
eu élevera des droites ri K' , ATT , c'C*... , perpendiculaires a a' a" , et 
l’ensemble de Ces droites représentera le développement du cylindre. 

43 1 . Pour rapporter la courbe (ABCD... , A'G') sur ce développe- 

ment , on remarquera que les points (A, A 1 ) , (B, B') , (C, C') . . . , de 
Cette courbe , sont, sur les élémens (A, tïA') , (B, AB') , (C, cC) ...» au- 
dessus du plan horizontal , c’est-à-dire au-dessus de la courbe ABCD . . . , 
des hauteurs respectives «A', AB' , eC' , etc. , et l’on en conclura qu’en 
portant ces hauteurs de ri en A' , de d en B 1 ' , de c' en C* , et ainsi de 
Suite, les points A", B", C". . . appartiendront à la transformée deman- 
dée : donc , en réunissant ces points par 1 une ligne A"B*C'' ... on aura 
Cette transformée. « » 

43a. Nous ferons observer que lorsqu'il arrive, comme dans la figure 
•prise pouf exemple , que la courbe ABCD. . .A soit fermée, rien ne dit 
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que U série des arcs AB , AC , AD , etc. , soit terminée à l’un de ces ri. J(. 
arcs; donc il est nécessaire d’admettre quelle soit indéfinie, e’est-à-dire 
- que la courhe ABCD. . .A soit formée d’une infinité de circonvolutions , 
qui partent du point A, tant d’un côté de eo point que de l'autre côté, 
et qui se rectifient sur la droite indéfinie a a’ , depuis le point a' jusqu’à 
l’infini à gauche de ce point , et depuis ce même point jusqu’à l'infini à 
droite. Il suit de là que l’arc A "C'A"' n’est qu’une partie de la trans- 
formée A"B"C"D"... , et que cette courbe s’étend à l'infini à droite et à 
gauche de l’élément r/A 7 . 

Il est aisé de voir que lorsqu’on aura porté l’arc ADGKA de a' en fl 7 , 
il ne s’agira , peur développer l’arc ADGKA li , que de porter AB a> a! b', 
au-delà du point fl" , jusqu’en un certain point que nous nommerons b' 1 , 
et que, pour avoir le point correspondant de la transformée , il faudra 
porter la hauteur bW es b'ft' , au-dessus du point ô 7 . D'où l’on voit que 
les points de la transformée qui suivent le point A'" sont placés les 
uns par rapport aux autres, comme ceux qui suivent le point A" sont 
placés aussi les uns par rapport aux autres. Nous concluions de là que 
la transformée de l’intersection demandée est composée de parties égales 
à l’arc A"G"A'% lesquelles l’ajoutent las unes aux autres , et ont pour 
longueur commune le développement «a" d'une circonvolution 4c la 
courhe ABCD. . .A (*). 

433. Connaissant les deux projections ABCD. . . A , A'G', de l’inter- 
section cherchée , son rabattement A'SyS. . . .A' , et sa transformée 
A"G"A m . . . , on devra parfaitement se figurer la situation de cette courbe 
sur le cylindre ABCD. . . Et s’il fallait la décrire sur un cylindre solide, 
égal an cylindre donné, la transformée A"G"A"' en fournirait un moyen 
à la fois fort exact et fort simple : car il ne s’agirait que de prendre la 
surface plane A 7 a'fl"A'"G"A", et de la rouler sur le cylindre solide de 
manière que les points a' et «* coïncidassent en un seul ; alors la ligue 
A"G"A"' formerait , sur ce cylindre , une courbe tout-à-fait égale à l’in- 
tersection (ABCD. . .A, A'G'). 

434- 'Si l’on avait fait un autre choix de plans de projection , l’inter- 
section demandée ne se serait pas trouvée immédiatement représentée ; 


(*) Si le cylindre donné est comme dans l’qpure up cylindre à base circulaire. U ligne 
rabattue K'Zy. . . A' sera elliptique (58s) , et la transformée A’G* A* aéra une aimuoïde. 
(Fqy/s Note 7 . ) 

ai. . 
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H- 11- mais on l’aurait déterminée aisément , en construisant les points de ren- 
contre des élémens du cylindre donné avec le plan donné (6a3). 

455. Exécution de V épure. Le rabattement X'GydtqG'ttX', de la courbe 
demandée, étant situé dans le plan vertical MN, il est caché par la partie 
antérieure du cylindre donné ; donc les arcs de ce rabattement, qui sont 
compris entre les droites aX' , gG' , doivent être ponctués. Il est facile de 
voir comment les autres lignes dont nous avons parlé doivent être mises 
au trait. . !•» 40*1+ étm#*; 

Le développement complet d’un cylindre à base circulaire couvre 
entièrement un plan indéfini ; mais , comme nous n’avons développé ici 
que la partie du cylindre donné qui est comprise entre le plan hori- 
zontal de projection et le plan horizontal XY, l’épure n’est couverte par 
le développement obtenu qu’entre les droites parallèles a a " , xj. La 
dernière de ces droites , construite de façon qu’on ait alx = gz , est 
évidemment la transformée de l’intersection du cylindre donné et du 
plan XY. 

On parlera plus loin ( 5oa — 5o4) des tangentes qY , n’<p et qT". 

4 36. Problème 3 . Trouver, 1 ”. F intersection d’un cône droit et 
d un plan ; à", le rabattement de cette intersection ; 3°. la transformée 
de la même intersection sur le développenumt de la surface du cône. 

Lorsqu’on résout un problème, on doit employer les moyens les plus 
simples pour arrriver à sa solution ; d’apres cela , nous prendrons pour 
plan horizontal un plan perpendiculaire à l’axe du cône , et pour plan 
vertical un plan à la fois perpendiculaire au plan donné et au plan 
horizontal. • 

pi. 35. Soit donc (A, A') le centre du cône donné, BCDE le cercle décrit du 
point A comme centre , suivant lequel la surface de ce aine coupe le 
plan horizontal; enfin , soit (LF, FD') le plan coupant dounc'. Le contour 
de la projection verticale du cône sera évidemment formé par les élé- 
mens (RAQ, R' ATJ) , (QAR, Q'A'S). 

437 . Cela posé , on voit d’abord que les points (B,F), (C, F), (M, M') 
et (G, G') , appartiennent à l’intersection cherchée ; les deux premiers , 
parce qu’ils sont communs anx traces des deux surfaces données , et 
les deux derniers, parce qu’ils sont ceux où les élémens (RAQ, R'AU), 
(QAR, Q'A'S) , percent le plan (LF, FD'). 

Four avoir d’autres points de cette intersection , on mènera des élé- 
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mens (H'A, HA'), (H" A, HA'), du cône; on déterminera les points (1', 1), P* 3r '- 
(l”, I) , où ils percent le plan (LF, FD') , et ces points appartiendront 
à la courbe cherchée. En menant donc un grand nombre delémens 
du cône donné, on trouvera autant de points de cette courbe qu’on en 
■voudra , et l’on pourra bientôt décrire ses deux branches FM') , 

(DGE, D'G'). 

A la simple inspection de la figure , on voit clairement qu’en prolon- 
geant indéfiniment le cône et le plan (LF, FD') , ces deux surfaces conti- 
nueront toujours de se couper; d’où il suit que les branches (BITHI"C, FM'), 
(DGE, D'G') , s’étendent à l’infini (*). 

433. Cherchons maintenant le rabattement de l'intersection obtenue. 

Pour le trouver, nous imaginerons que le plan coupant (LF,FD') tourne 
autour de sa trace verticale FD' , et vienne se rabattre sur le plan verti- 
cal ; dans le mouvement qui aura lieu , chaque point (F, 1) de la courbe 
(BTMTC DGE, FD') décrira un cercle dont le plan li sera per- 

pendiculaire à la charnière , et dont le rayon sera la distance NI' du point 
([', I) à la droite FD' : donc , si l’ou porte cette distance de I en i, le 
point * sera le rabattement du point (F, I). En opérant de la même ma- 
nière sur d’autres points de l’intersection (BI'MI"C. . .DGE, FD'), on trou- 
vera de nouveaux points du rabattement de cette courbe , et lorsqu’on 
aura un nombre suffisant de ces points , on décrira les deux branches 
b'im'c', plp"‘ , du rabattement demandé. 

43g. Nous ferons remarquer que l’intersection du plan et du cône 
donnés est composée de deux parties symétriques par rapport au plan 
RQ. Il en résulte que si l’on porte la distance F/, de F en/’, sur une 
droite F/* perpendiculaire è la charnière FD', et qu’on mène la ligne// 
parallèle à FD', cette b’gne fj divisera le rabattement b'im'id . ..plp "’ . . . , 
en deux parties' symétriques ; en sorte qu’après avoir mené la ligne IT“, 
perpendiculaire en I à la charnière, il suffira, pour avoir deux points i 
et J de la courbe rabattue, de porter la distance TI'' = TI' , de T' en i 
et de T* en J. 

Comme la forme de la courbe b'im'ic' plp'" est indépendante 

de la grandeur F f , il est clair qu’en construisant les points de cette 
courbe , au moyen de la ligne// - , ainsi qu’on vient de construire les 


(*) Ce* deux branches forment une hyperbole (583). 
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PL 15. 


PI. 35 
et 

PI. 36. 
Fi*. ». 


points i et J, on pourra prendre la distance Vf absolument quelconque. 
Cette conséquence s'appliquera au problème qui suit. 

44° • Pour construire le développement du cône donné, on remar- 
quera que tous les points de ce cône , situés sur le cercle (DCDE, R'Q') , 
sont à la même distance A'R' du sommet (A, A'), et qu’ils forment par 
conséquent, sur le développement cherché, un arc de cercle dont le rayon 
est A'R'. D'après cela, prenons sur un plan un point a; menons par ce 
point uuc droite rau , que nous prendrous pour représenter l'élément 
(RAQ, R'A'U) ; décrivons du point a comme centre , avec le rayon 
ar=z A'R' , un arc de cercle qrq' ; portons sur cet arc, à partir du point 
r, l'arc RBEQ de r en q , et à partir du même point r, mais dans le sens 
opposé , l'arc RCDQ du r en q. Euiin , menons par les points q , q' , et 
par le point a , des droites indéfinies qa, q'a : lus deux soc leurs opposes 
qaq' , sas ' , que l’on obtiendra , représenteront le développement de 1« 
surface du cône {(A, A') , (BCDE, R'Q')}. En effet , imaginons que cette 
surface s'ouvre suivaut l'élément (QAR , Q'A 'S) , pour se développer sur 
v le plan tangent en (R, R'); la droite (RA, R 'A') se trouvera être, sur le 
développement, une certaine droite ta égale à RA'; la circonférence 
QDCRBEQ sc trouvera être un aie q'rq, décrit du point a comme centre 
avec le rayon tir, tellement que les longueurs développées de cet arc et 
de la circonférence QDCRBEQ soient égales entre elles. Donc l’élément 
(QAR, Q'A'S) se trouvera dans les deux positions qas, q’as' ; donc le sec- 
teur qaq' sera le développement de la nappe inférieure du cône , et le 
secteur sas’ , celui de la noppe supérieure : doue enfin ces deux secteurs 
représenteront le développement du cône donné. 

44i. Il sera aisé de rapporter sur ce développement la section (RMC. . . 
DGE, FD') ; car si l’on porte l’arc RH' de r en h', et qu’on mène la droite 
lia, cette droite représentera l’élément (IF A, HA') or, cet élément con- 
tient un point (1', I) de celte section, et ce point est situé vers le sommet 
du cône, à une distance (HT, Hi) du point (H' # il); donc si l’on construit 
cette distance et qu’on la porte de /»' en i , le point i sera, sur le dévelop- 
pement du cône, la position qu’occupe le point (I', I). On trouvera parle 
même moyen la position 'C du point (T', I), et en répétant cette con- 
struction sur un assez grand nomhre de points de la section (BMC. . - DGE, 
TD '), on obtiendra la transformée cÜ'nub . . .dp n g .. .gp'e . . . de cette sec- 
tion. 

Comme nous avons supposé <jue pour développer la surface donnée ou 
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ouvrait cette surface suivant ï 'élément (QAR, Q'A'S), il est clair que la pi. 31 
branche supérieure de l’intersection demandée se trouve divisée en-deux “ 
parties dp*É, gp'e, sur le développement du cône. Fig. 1. 

44a. Pour fixer les idées sur des parties bien connues du cône donné , 
nous avons coupé ce cône par un plan horizontal SU, situé au-dessus du 
plan horizontal h une hauteur égale à deux fois n.V, et nous ne nous 
sommes occupés que de la partie du cône {(A, A'), (BCDE, R'Q')} , située 
entre les plans R'Q', SU. 11 est évident que tous les élémens de ce cône font 
le même angle avec la droite (A, aüa'), et il en résulte qu’ils percent le 
plan SU en des points éloignés du point (A, A') d’une même distance 
A'U = AU'; donc le bord SU de la nappe supérieure du cône est sur le 
développement de ce cône un arc sus 1 du même rayon que q'nj. 

Cest aussi pour fixer les idées sur des parties bien connues des données , 

«t en même temps pour simplifier l’épure, que nous avons supposé que le 
développement <frq , du cercle QDCRBEQ , s’arrêtait en 7 et 1/ : car, après la 
convention de placer le point R en r, il était naturel de porter les arcs RH', 

RB, REQ, REQC, etc., de r en h', de r en b, etc. , sans s’arrêter h aucun 
point Q; et de porter pareillement RH", RC, RDQ, RDQB, etc., en rh" , 
rc , etc. , sans s’arrêter non plus à aucun point Q. De cette manière, les cir- 
convolutions infinies de la trace BCDE se seraient développées sur une 
infinité de circonvolutions du cercle ustf rqd-, les branches de courbe cC'mf b, 
dp"g‘, gp'e> se seraient reproduites h l’infini , et les deux dernières, au lien 
de s’arrêter à des points g 1 et g, se seraient liées à d’autres branches sans 
que ces points eussent rien de remarquable. 

Si le plan donné (LF, FD') avait eu pour trace verticale une droite nx, 
il n’aurait coupé que la nappe inférieure du cône , et l’intersection deman- 
dée aurait été, comme dans le problème précédent , une courbe fermée. 

Pour mettre plus de variété dans les lignes qui composent les épures, nous 
avons choisi la trace FD' de façon que le plan (LF, FD') coupe à la fois les 
deux nappes du cône; mais il résulte de là cet inconvénient, que les élé- 
mens de ce cône perçant le plan (LF, FD”) sous des angles fort aigus, il 
est difficile de dessiner l’épure avec exactitude. O11 obviera à cet inconvé- 
nient en déterminant les points de l’intersection cherchée par le procédé 
suivant. 

445 - La surface donnée est une surface de révolution dont Taxe est 
^A, aa!), et dont la méridienne principale est le système des deux droites 
(RQ, R'U), (QR, Q'S); donc, si Ton coupe le plan et le cône donnés pr 


Digitized by Google 


PI. JS 

Cl 

Pi 36 . 
Fi*. .. 


168 LIVRE IV. INTERSECTIONS DE SURFACES. 

un pian horizontal quelcouquelK', ce plan déterminera sur le cône {{A, A'), 
(IiCl)E, R'Q')} une section circulaire (ITP'KP', IK 1 }, et sur le plan (LF, 
FD') une section rectiligne (ON, I); ces deux sections, situées dans le 
même plan, se rencontreront en général en deux points (F, I), (I", 1), qui 
appartiendront évidemment à l’intersection cherchée. 

Si la position VK" du plan auxiliaire coupe la nappe supérieure du cône, 
les sections (KF'T'TTP', K''V) , (P'P% P), se rencontreront eu deux points 
(P', P), (P'', P), de la branche (DGE, G'D'), de cette intersection. 

444. On peut remarquer que tous les points d’un cercle VK’, de la sur- 
face donnée, étant éloignés du sommet (A, A') d’une même distance A'K’, 
les points de ce cercle sont nécessairement distribués, sur le dé veloppement 
du cône, suivant les points d’un arc circulaire tp''kp't', dont le rayon ak 
égale A’K.". Il résulte de là que pour rapporter sur ce développement les 
points (P', P), (P", P), il suffira de décrire avec un rayon A'K" l’arc tkt’ , 
et de porter les arcs égaux KP', KP", de k en p' et de k en p", sur ce même 
arc tkt'. Les points // et p" , que l’on trouvera ainsi, seront les points- 
cherchés. 

Le plan IK' ayant été mené de manière que la droite K'K" soit perpen- 
diculaire à la ligne de terre, les deux cercles 1K', VK", ont même 
projection horizontale, et occupent sur le développement les arcs tkt', 
t"!'it m , du même cercle tkt't"'i't". Et comme le cercle IK' passe par 
les points (F I), (I", I), le cercle doit nécessairement contenir les 

points f et i". 

445. Si le cône donné, au lien detre un cône droit, était tin cône quel- 
conque, l’intersection demandée et son rabattement s’obtiendraient de 
même par les procédés des n°* 4^7 > 4^8 et 45g. Mais il faudrait employer 
des moyens que nous exposerons plus loin ( 629 ), si l’on voulait obtenir le 
développement de ce cône et la transformée de l’intersection demandée. 

44®- Exécution de répure. On a supposé que le plan et le cône donnés 
étaient terminés au plan horizontal SU : il en résulte, i°. que sur la pro- 
jection horizontale, la nappe inférieure du cône est exactement cachée par 
sa nappe supérieure ; 3 “. que la branche BMC de l'intersection demandée 
doit être ponctuée ; 3°. que la section SU, qui termine k partie supérieure 
du cône, sc projette horizontalement suivant le cercle BCDE, et que ce 
cercle doit par conséquent être indiqué au moyen d’une ligne pleine ; 4°- que 
la partie du plan donné, que l’on considère dans l’épure, est comprise 
entre les horizontales (LF, F), (ED, D'), k dernière , vue dans toute sa 
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longueur sur la projection horizontale , et la première , cachée seulement pi. 35. 
dans la partie BC , qui est située sous le cône donné. 

La branche supérieure DGE de l’intersection demandée est évidemment 
vue, ainsi que les projections verticales FM', GU', des deux branches de 
cette intersection. 

Le plan VK" coupe le cône suivant un cercle (TP"KP', VK*), vu ch 
projection verticale , et en projection horizontale caché seulement par 
la petite partie PD' du plan donné. L’intersection du même plan VK”, 
avec le plan (LF, FD'), est une droite (P'P 1 ', P), qui n’est cachée, en pro- * 
jection horizontale , que par la portion du cône comprise entre les cer- 
cles VK" et SU. 

Le plan ÏK' coupe le cône suivant un cercle (TP"KP', 1 K'), qui est vu 
en projection verticale, et qui, en projection horizontale, se confond avec 
le cercle (TF'KF, VK"). Le même plan 1 K' , et le plan donné (LF, FD*) , 
sc coupent suivant la droite (ON, I), qui n’est évidemment vue, sur le plan 
horizontal , qu’au dehors du cercle BCDE. 

Les élémens (ÎI'X', HA'), (H"X", HA'), ne sont vns, en projection hori- 
zontale , qu’à partir des points z et s' , où ils sortent de dessous le plan 
donné FD’. 

Le rabattement demandé est fait sur le plan vertical ; ainsi , il ne peut 
être vu qu’au dehors des projections SAU, R'A'Q' , des nappes de la sur- 
face conique. ’ 

Quant au développement de cette surface , il est évident qu’il est entiè- 
rement vu. 

Il sera parlé plus loin ( 5 o 5 — 5 i 5 ) des autres lignes de l’épure dont 
on ne dit rien ici. 

447- Problème Z. Une surface de révolution quelconque étant donnée , 
on demande son intersection avec un plan connu. 

Prenons pour exemple un hyperboioîde de révolution à une nappe 
(3S6) , et choisissons pour plan horizoutal un plan perpendiculaire à l’axe 
de révolution , et pour plan vertical un plan à la fois perpendiculaire 
au plan donné et au plan horizontal. 

D’après cela, soient (A, A' A") l’axe de révolution , (BC, B'C') la droite gé- Pi. 3;. 
nératrice de la surface donnée , et (DE, DF) le plan donné. 

448. Coupons les deux surfaces données par des plans horizontaux ; 
chacun de ces plans aura pour intersection avec le plan donné une 

sa 
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Pi. '<■ droite , et avec l’hyperboloïde un cercle : cette droite et ce cercle se 
couperont en général en deux points, et ces points appartiendront évi- 
demment à la courbe cherchée. Soit G'H un de ces plans ; il coupera le 
plan (DE, DF) suivant la droite (IFH", H) , et la génératrice (BC, B'C') 
suivant le (G, G') : or, ce point , dans la génération de l’hyperboloïde, 
aura décrit un cercle situé dans le plan G'H ; donc si nous décrivons 
du point A comme centre, avec le rayon AG, un cercle GI1', ce cercle 
sera la projection horizontale de l’intersection du plan G'H et de la sur- 
face donnée : donc les points I, F, seront les projections horizontales des 
deux points (1, H), (F, 11) de la courbe cherchée (K1SF, K'S'). En menant 
de nouveaux- plans horizontaux , et en opérant sur ces plans, comme ou 
vient d’opérer sur le plan G'H , on obtiendra de nouveaux points de 
cette intersection, et l’on pourra bientôt la construire. 

449- Pour quelle soit bien tracée , dans le cas particulier pris pour 
exemple , il importe d’obtenir directement les poiuts (K, K') , (S, S') , 
où elle perce le méridien principal cB. Or , si l’on fait attention que ces 
points résultent nécessairement de l’intersection de la droite (cB, DF), avec- 
deux des positions que prend la génératrice (BC, B'C'), quand elle se meut 
pour produire l’hypcrboloïde , on découvrira aisément le moyen suivant 
d’avoir ces points. 

Imaginons que la droite (cB , DF) tourne autour de l’axe de révolu- 
tion : elle engendrera dans son mouvement un cône dont le sommet 
sera en (A, a), et dont la trace horizontale sera le cercle < ale; ce cône 
sera percé en deux points par la génératrice (BC, B'C'), et ces poiuts ap- 
partiendront à deux élcmons difljirens du cône. Concevons qu’on ramène 
ces deux élémens , un à un , dans la position (cB, DF), en les faisant 
tourner circulairement autour de (A, A' A") , et que chacun d’eux soit 
-suivi, dans son mouvement, par la génératrice : il est clair que cette 
génératrice viendra prendre les deux positions où elle rencontre la ligne 
(cB, DF) saivant les points cherchés , et de plus , que ces points seront 
ceux où viendront s'arrêter les intersections du cône et de la génératrice. 
D’après cela, il ne s’agit plus que d’opérer. Menons un plan parle sommet 
(A, a) et par la ligne (BC, B'C') : ce plan passera par la droite (A h, aff) , 
parallèle à (BC, B'C') j donc il aura pour trace horizontale la ligne B!> ; 
donc il coupera le cône suivant les deux élémens ehm, dnk. Mais la gé- 
nératrice (BC , B'C') , coapc ces élémens on deux points dont les projec- 
. lions horizontales sont en m et n ; si donc nous, ramenons les élémens 
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(•Am et dh , dans la position ch, fc point n viendra en K, le point m N. >7- ' 
viendra en S, et les points cherchés (K, K') et (S, S') seront déterminés. 

450. Si l’on veut construire l’intersection (KIS1', K'S') , dans sa véri- 
table grandeur, il ne s’agira que de rabattre son plan sur le plan vertical , 
comme on a fait dans le problème précédent (438). Pour éviter que ce 
rabattement ne sorte du cadre , et attendu que l’intersection demandée 
est divisée en parties symétriques- par la droite (KS, K'S'), on a fait 
usage , en employant le procédé décrit n* 43g , de l’observation qui ter- 
mine ce numéro. En conséquence, on a pris tout simplement la droite ks, 
parallèle à MF , pour représenter le rabattement de (cB, DF^{ et pour 
avoir les points quelconques (I, H), (F,, H), rabattus, fl a sutli délevcr 
par lo point H la droite lli perpendiculaire à DF, et de porter les di- 
stances ZI = ZI' , de z en 1 et de z en ii , ce qni a donné les points i et ï 
du rabattement kiti’ de l’intersection demandée. On voit comment, avec- 
d’autres points, construits comme i et i‘ , on a pu décrire ce rabattement. 

45 1 . Il est clair que la solution que nous venons d’exposer s’applique, 
à toute espèce de surface de révolution. 

Dans le cas que nous avons choisi pour exemple , 011 peut résoudre le- 
problème par un autre moyen, que nous allons développer, et qui con- 
siste à déterminer des élémens de l’hyperboloïde, et à construire direc- 
tement les points où ils percent le plan donné. 

Pour employer commodément ce moyen , on décrit d’abord les deux 
cercles (BMR, B'T), (CPLO, O'C'P'), de l’hyperboloïde. Le premier, en- 
gendré par le point (B, B'), de la droite (BC, B'C') , est la trace horizon-’ 
taie de cette surface ; et le second, engendré par le point (C, C'), de la 
génératrice (BC, B'C), est ce que nous avons appelé la gorge de thjper- 
boloïilc (a38). Connaissant ces deux cercles , on trouvera autant d’élémens 
de la surface donnée qu’on en voudra ; car les projections horizontales 
de ces élémens sont toutes tangentes au cercle CPLO. Si donc on prend 
un point M sur la trace BMR; que l’on mène par ce point la droite MO, 
tangente en 0 an cercle CPLO ; que l’on mette les points 0 et M en pro- 
jection verticale , le premier en (F sur OT', le second en A' sur DB', et 
que l’on mène A'O', la droite (MO, A 'O') , ainsi déterminée , sera un élé- 
ment de l’hyperboloïde , et le point (Y, Y'), où cet élément perce le plan 
(DE, DF), sera un point de l’intersection demandée. On voit par là qu’en 
construisant un nombre suffisant d 1 'élémens de la surface donnée ou dé- 
terminera facilement cette intersection. 
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Pi. Ayant obtenu un point (Y, Y') de (KY1SF, K'S'), on mènera par le point 

Y' la droite Y'y , perpendiculaire à DF ; on portera XY de x eny et de 
x en y , et l’on aura deux poiuts y et f du rabattement kyîsijr. 

Les constructions que cette solution exige offrent l’avantage de dessi- 
ner l’hyperboloïde. Et lorsque les élémens dont elle nécessite la construc- 
tion sont assez rapprochés les uns des autres, ils déterminent les branches 
de courbe B'P'S', TK'Q, qui forment tout-à-la-fois la méridienne prin- 
cipale de la surface donnée , et le contour de la projection verticale de 
cette surface. 

45a. Exécution de t'épure. Afin que la partie supérieure de l’hyper- 
boloïde, et le rabattement ki'sjr , ne se confondent pas, on a supposé que 
l’hypcrboloïde ne se prolongeait pas au-dessus du plan donné (DE, DF). 

D’après cela , ce plan occupe la partie supérieure du système ; ainsi , 
en projection horizontale, tout ce qu’il contient est vu , et il cache tout 
ce qu’il ne contient pas. Donc l’intersection demandée et les droites 
DE, (H'H", II), sont les seules grandeurs vues en projection horizontale. 

Eu projection verticale, toutes les parties des élémens situées en avant 
du méridien cB sont vues ; et toutes celles qui sont en arrière de ce 
méridien sont. cachées. Or, les points où ces élémens percent le plan 
cB sont les points de la méridienne B'P'S', TK'Q , suivant lesquels les 
projections verticales de ces élémens touchent cette même méridienne ; 
donc les élémens de l’hyperboloïde cessent d’être vus, ou commencent 
à être vus, en projection verticale, aux points où ils touchent le contour 
B'P'S', TK'Q. Cette conséquence suffira pour déterminer toutes les parties 
pleines et ponctuées des lignes de la projection verticale (*). 

453. Problème général. Trouver Vintcrsection itun plan et dune 
surface quelconque. 

De quelque manière que le plan donné et la surface donnée se trouvent 
représentés , le moyen général de solution consiste à trouver les points où 
uu nombre suffisant de positions de la génératrice de la surface courbe per- 
cent le plan coupant; car il est clair qu’en joignant ces points par une 
courbe, cette courbe sera l’intersection demandée. 


(*) Le lecteur pourra facilement démontrer que la méridienne de la surface donnée 
jouit de la propriété exposée n° 58o, et qu’en conséquence celte méridienne est uue hy- 
perbole. Il s’ensuivra que la dénomination dliyperboloïde de révolution à une nappe est 
d’accord avec ce qu’on a tu n” 20 g. 
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Les problèmes qui précèdent ont fait voir que le choix des plans de 
projection pouvait quelquefois simplifier beaucoup les constructions. Mais 
ij n’est pas toujours possible de se donner ces plans : souvent ils sont fixés 
par les données du problème, et dans ce cas on est réduit à déterminer 
l’intersection demandée par le moyen que nous venons d’exposer, à moins 
que le cas particulier que l’on traite ne présente quelque procédé plus 
exact ou plus simple que le procédé général. 

CHAPITRE II. 

Des intersections de surfaces courbes. 

454 . Problème 1 ". Trouver l'intersection commune de deux cy- 
lindres. 

Supposons ces cylindres donnés par leurs traces horizontales, et soient PL 3*. 
(ABCD, BD) celle du premier , (EFGII, F 'H') celle du second, (AI, AT) 
la génératrice du premier, et (EJ, E'J') la génératrice du second. 

455. Nous remarquerons que si l’on mène dans J’espace une suite de 
plans à la fois parallèles aux deux génératrices (ÂI , AT) , (EJ , E'J') ; 
chacun de ces plans coupera en général le premier cylindre suivant deux 
éiémens, le second aussi suivant deux élémens, et que ces quatre élé— 
mens auront quatre points communs , qui seront des points de l’intersec- 
tion demandée. 

U résulte de là un procédé fort simple pour obtenir cette intersection : 
car les plans auxiliaires , étant à la fois parallèles aux deux génératrices , 
sont nécessairement parallèles entre eux, en sorte que lorsqu’on connaît 
un de ces plans , on en mène aisément autant d’autres qu’on en veut. 

456. Soit (K, K') un point quelconque de l’espace; menons par ce point 
deux droites, l’une (KL, KT/) , parallèle à la génératrice (AI, AT); l’autre 
(KM, K'M') , parallèle à la génératrice (EJ, EJ'); la première de ces droites 
percera le plan horizontal en un point L ; la seconde le percera en un 
point M , et la droite LM sera la trace horizontale d’un des plans auxi- 
liaires en question. Opérons au moyen de ce plan; il ne sera pas néces- 
saire pour cela de construire sa trace verticale. 
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pi. 38. La trace LM, du plan auxiliaire que nous appellerons LM, coupera les 
traces ABCD , EFGH , des deux cylindres donnés, en quatre points (N, n), 
(0, o), (I* , p ) , (G, g) ; par ces points menons les élémens (NN', nN") , 
(00', oO ' 1 ) , (PP', PP 1 ') , (GG', g G'*) : ils seront dans le même plan LM ; 
donc ils se couperont en quatre points (Q, y), (R, r), (S , r) , (T, t), de 
l'intersection demandée. En menant donc de nouvelles droites, parallèles à’ 
I.M , que l’on considérera comme les traces de nouveaux plans auxiliaires, 
et sur lesquelles on exécutera les opérations que nous venons de faire sur 
LM, on déterminera d’autres points de la courbe cherchée (neQSunVTRcn , 
a' qsyz'xtra') } et lorsque ces points seront en nombre suffisant, on décrira 
les projections de cette courbe. 

457 . Pour que les constructions soient satisfaisantes , il sera bon de 
prendre entre autres plans auxiliaires que l’on emploiera , i° ceux comme 
AZ , dont la trace touchera la base ABCD d’un des cylindres donnés, 
a* ceux, comme UV, qui contiennent un élément dont la projection 
horizontale VU' sert de contour à la projection d’un des cylindres dounés ; 
5" enfin , ceux comme IIY , qui contiennent un élément dont la projection > 
verticale H'H'' sert de contour à la projection (Pim de ces mêmes cylindres. 
On va voir, en effet, que ces plans auxiliaires donnent des points de la. 
courbe cherchée qu’il importe d’obtenir , parce qu’ils font connaître im- 
médiatement les deux projections , ou an moins l’une des deux projections , 
des tangentes à cette courbe suivant ces poirjts. Opérons pour cela sur les 
plans auxiliaires AZ , UV, HY. 

458. he plan AZ n’aura de commun avec le cylindre dont la base est 
ABCD, et que pour abréger nous nommerons le cylindre ABCD, que l’élé- 
ment (Al , AT) , qui passe par le point A. Le même plan coupera le 
cylindre EFGH suivant deux élémens (EJ, E'J'), (ZZ', Z'Z"'), lesquels 
rencontreront l’élément (Al , A'I') en deux points (a, a'), (z, z'), de l’in- 
tersection demandée. Or, la droite AZ étant tangente en A au cercle 
AilCD , le plan auxiliaire AZ sera tangent au cylindre ABCD tout le long 
de l’élément (AI , AT) ; donc ce plan contiendra les facettes infiniment 
petites de ce cylindre auxquelles appartiennent les points (a, a'), (z, s'): 
donc il contiendra les élémens linéaires infiniment petits de la courbe cher- 
chée qui .correspondent à ces points. Mais ces élémens linéaires sont aussi 
sur des facettes du cylindre EFGH ; de plus , ces facettes sont respecti- 
vement contenues dans les plans tangens à ce cylindre suivant les positions 
(EJ, E'J'), (ZZ', Z"Z'"), de la génératrice : donc ces élémens linéaires sont* 


Digitized by Google 



CHAP. jr. DES INTERSECTIONS DC SURFACES COURBES. Ï75 

& la fois dans le plan auxiliaire AZ , et dans les plans tangens au cylindre Pt 
EFGH suivant les droites (EJ , E'J',) , (ZZ', Z"Z"'). Donc ils foftt partie de 
ces droites ; car elles sout les intersections des plans tangens dont il s’a- 
git : donc enfin les droites (EJ, E'J') , (ZZ', Z"Z W ), sont les tangentes en 
(a, a! ) et (a, a') à la courbe demandée. 

Cette oonséquence repose évidemment sur ce théorème , que la tangente 
en un point de l’intersection des deux surfaces est l’intersection des plans 
tangens à ces surfaces en ce point (i5a). Et comme elle résulte de ce 
que le plan auxiliaire AZ a pour trace une droite tangente à la base du 
cylindre ABCD,nous en conclurons que tout plan auxiliaire, dont la 
trace touche l’une des bases des deux cylindres donnés, a pour inter- 
section avec l’autre cylindre des droites tangentes à la courbe demandée 
suivant les points de cette courbe que le plan auxiliaire contient. 

: /[5g. Le plan auxiliaire UV ne donne pas , comme AZ , les deux pro- 
jections de la tangente à l’intersection cherchée , il 11 ’en donne que la 
projection horizontale VU'. Ce plan VU coupe le cylindre EFGH suivant 
on élément dont la projection VU' sert de contour à celle de ce cylindre ; 
il coupe le cylindre ABCD suivant les élcmens dont les projections ho- 
rizontales sont D d et U« ; ces trois projections VU', D d et Uw , se coupent 
en u et v : donc les points acte sont les projections horizontales de deux 
■points de l’intersection (aeQSus/VTRcn , a'qsjr^xtm'). Cela posé, remar- 
quons que les élémens linéaires infiniment petits , qui correspondent sur 
cette intersection aux deux points u et v , sont dans le plan vertical VU', 
■tangent au cylindre EFGH , et nous en conclurons que les tangentes à la 
courbe (acQSuz... a'qs ...) se projettent horizontalement suivant VU'; 
c’est-à-dire que le contour VU', qui correspond au plan auxiliaire UV, 
-touclic 1a courbe aeQSuz. . . suivant les points u et v, que le plan U V 
dé termine. 

: 4 Go. Le troisième plan auxiliaire IIY donne deux points de cette inter- 
section, auxquels correspondent des tangente qui ont pour projection 
-verticale le contour H'H", projection de l’élément qui passe par le point H. 
Eu effet, ce plan HY coupe le cylindre ABCD suivant deux élémens qui 
■partent des points X et Y , et dont les projections verticales sont \'x , Y(y; 
ccs projections rencontrent H'H" en deux points x et jr , et ces points sont 
évidemment les projections verticales de deux points de l’intersection de- 
mandée. Or, les élémens linéaires infiniment petits qui correspondent 
aux poiuts x et_y , sont dans le plan H'H", perpendiculaire au plan ver- 
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pi. 38. tical; donc ces élémens prolonges, c’est-à-dire les tangentes à la courbe 
(aeQSuz. . . , n'qsjz . . suivant ces points, ont H'H" pour projection 
verticale : donc enfin cette droite H'H'' touche en x et y la projection ver- 
ticale a' qsyz' xtra' , de l’intersection demandée. 

461. Dans l’exemple que nous avons choisi , chacun des deux cylindres 
donnés a des élémens qui ne rencontrent pas l’autre cylindre : on dit alors 
que ces cylindres s'arrachent , et l’on donne à leur intersection commune 
le nom de courbe d'arrachement. S’il arrivait au contraire que tous les 
élémens du plus petit rencontrassent le plus gros, ce dernier se trouverait 
percé par le premier de part en part; l’intersection se composerait de 
deux branches , l’une d’entrée du petit cylindre dans le grand , et l’autre 
de sortie , et l’on dirait qu’il y a pénétration entre ces deux cylindres. 

46a. En général, une branche de l’intersection de deux surfaces est une 
branche de pénétration , lorsque toutes les positions de la génératrice d’une 
de ces surfaces ont un point sur cette branche ; parc.e qu’il arrive alors 
qu’une de ces surfaces traverse entièrement l’autre. Dans le cas contraire , 
c’est-à-dire quand les génératrices de l’une des surfaces n’ont pas toutes un 
point sur une branche de leur iutersection , cette branche est une branche 
d'arrachement ; parce quelesdeux surfaces, au lieu de présenter une pénétra- 
tion ne font que s’entamer mutuellement (*). On doit sentir d’après cela , et 
nous en verronsdesexemples,que l’intersectionde deux surfaces peut se com- 
poser de plusieurs branches, les unesde pénétration, etlesautresd’arrachement. 

463. Si l’on imagine que le cylindre EFGH soit sensiblement plus petit 
et plus rapproché du plan vertical qu’il ne l’est, il coupera évidemment 
le cylindre ABCD suivant deux branches de pénétration , l’une que l’on 
appelle la courbe d entrée , et l’autre que l’on appelle la courbe de sortie. 
La première sera le lieu des points où les élémens du petit cylindre entre- 
ront dans le grand ; et la seconde , celui des points où ces mêmes élémens 
sortiront du grand cylindre. Si l’on conçoit que le petit cylindre grossisse 
peu à peu , il arrivera bientôt qu’un de ces élémens, au lieu de percer le 
gros cylindre en deux points, ne fera plus que le toucher en un point uni- 

(*) On pourrait objecter qu’une lurface étant susceptible de plusieurs générations, une 
franche (l’intersection de deux surface* peut être, sou» le rapport d’une génération , une 
branche de pénétration, et, sous le rapport d’une autre génération, une branche d’arrache- 
ment. Cela est vrai ; mais comme on n’envisage guère une lurface que sous le rapport de 
ta génération la plus simple, on n'est jamais embarrassé pour appliquer les noms d’arra- 
clununt et àc pénétration. 
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que, qui appartiendra tout-à-la-fois à la courbe d’entre'eet à celle de sortie; 
eu sorte que ces deux courbes ne feront plus qu'une même branche, pré-, 
sentant un point multiple. Après un nouvel accroissement du cylindre 
EFGH , les élémens voisins du point multiple , et l'élément qui donnait ce 
point, n’auront plus de points communs avec le cylindre ABCD ; la réunion 
des deux branches de l’intersection en une seule sera tout-à-fait opérée ; 
les deux cylindres s'arracheront mutuellement , et leur intersection sera 
de la forme de celle que l’épure représente. 

464. Il est facile de voir si les deux cylindres donnés se coupent par un 
arrachement, ou par une pénétration , sans construire leur ligne d’intersec- 
tion. En effet , pour qu’ils s’arrachent, il faut, d’après ce que nous avons 
dit , que chacun de ces cylindres ait des élémens qui ne percent pas l’autre , 
ce qui exige que parmi tons les plans parallèles à leurs élémens il y en ait 
qui coupent le cylindre le plus gros sans couper le plus petit , et d’autres 
qui coupent le plus petit sans couper le plus gros. Pour qu’il y ait péné- 
tration , au contraire , il faut qu’un des cylindres soit percé par tous les 
élémens de l’autre , ce qui exige que tout plan auxiliaire qui coupe le der- 
nier, coupe aussi le premier. Or, la trace VU, d’un plan auxiliaire, coupe 
la base d’un des cylindres donnés, quand le plan et le cylindre se coupent , 
et réciproquement ; donc on devra conclure de ce qu’il y a des parallèles 
à LM qui coupent la base EFGH , sans couper la base ABCD , et d’autres qui 
coupent la base ABCD , sans couper EFGH , que ces cylindres s’arrachent. 
Et si toutes les parallèles à LM , qui coupent EFGH , coupaient ABCD , il 
y aurait pénétration du cylindre ABCD par le cylindre EFGH (46a). 

Dans ce dernier cas, et les deux cylindres ayant toujours , comme dans 
l’épure , des traces horizontales circulaires , chaque élément du cylindre 
EFGII percerait le cylindre ABCD en deux points, et l’intersection serait 
composée , comme nous l’avons dit, de deux branches de pénétration , une 
branche d’entrée et une branche de sortie ; c’est-à-dire qu’il y aurait péné- 
tration double, de l’une des surfaces données par l'antre. 

465 . Exécution de f épure. La distinction des parties vues et cachées 
de {l’intersection demandée exige beaucoup d’attention, quoique les règles 
suivantes, d’après lesquelles on détermine ces parties, soient d’une grande 
simplicité. 

1” Règle. Deux élémens vus des deux cylindres donnés se coupent sui- 
vant un point vu de l’intersection de ces cylindres. 


a3 
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a* Règle. Deux éicmens, tous deux cachés ou dont ïun est caché , se 
coupent suivant un point caché. 

Ces règles , qui sont fondées sur ce qu’il faut qu’aucune des lignes qui 
passent par un point ne soit cachée , pour que ce point soit vu , s’appliquent 
à chaque projection , ainsi qu’on va le voir. 

PL .’8. Les élémens qui partent des points A, E et Z, sont vus en projection 
horizontale ; donc les points a et z sont vus. Les mêmes élémens sont vus 
en projection verticale ; donc les points a' et d sont vus. Des deux élémens 
qui parlent des points N et P, celui qui part de ce dernier point est caché 
sur le cylindre EFGH , tant en proj -'ion horizontale qu’en projection ver- 
ticale, donc le point (Q, 7), où ils se coupent, n’est vu ni en projection 
horizontale , ni en projection verticale. Les deux élémens qui partent des 
points 0 et G ne sont vus ni en projection horizontale, ni en projection 
verticale; donc le point (T, t'), où ils se coupent, a scs deux projections 
cachées. 

Nous ne donnerons pas d’autre exemple; on sait, d’après ce qu’on a vu 
précédemment (170 — 175) , si un élément des cylindres donnés est vu ou 
n’est pas vu; ainsi, rien ne pourra embarrasser le lecteur. Nous ferons 
seulement remarquer que les points de séparation des parties vues et ca- 
chées sont toujours situés sur les contours des projections des cylindres. 

466 . L’exécution de lepure exigera encore que l’on détermine les par- 
ties des élémens vus d’un cylindre qui seront cachées par l’autre cylindre. 
On fera usage pour cela des plans auxiliaires. S’il s’agit , par exemple , de 
l’élément (AI , AT) du cylindre ABCD , on remarquera que le plan auxi- 
liaire AZ laisse au-dessous de lui toute la portion de surface qui s’appuie 
sur l’arc EFG11Z, mais qu’il est au-dessous de la portion qui passe par l’arc 
EZ; et l’on en conclura que la projection horizontale AI de l’élément (AI, 
AT) est cachée de a en z, c’est-à-dire dans l’intervalle des deux élémens 
EJ, ZZ', qui partent des extrémités E et Z de l’arc EZ. Pour la projection 
verticale, on remarquera que la même portion de surface, qui passe par 
l’arc EZ , est en avant du plan AZ , et qu’elle cache par conséquent , de a' en 
z', la projection verticale AT, de l’élément (AI, Al') situé dans ce plan. 
S’il s’agit de l’élément (NN', nN"), situé dans le plan auxiliaire LM, on 
verra que ce plan est au-dessous et derrière la surface cylindrique qui a 
pour base l’arc GI1ZEP, et l’on en conclura que l’élément en question est 
caché sur chaque projection daus la partie où il traverse la projection du 
cylindre EFGH. • . * 


Digitized by 


Google 


CHAP. XI. DES INTERSECTIONS DE SURFACES COURBES. 179 

467. PnoBtJmB a. Trouver l’intente tien d’un cint et d'un cylindre. 

Soient ABCD la trace tioriiontale du cylindre donné , RE la direction des élémens de Fl* ^ 
ce cylindre en projection horizontale, A'F leur direction en projection verticale, GHIK 
la trace horizontale du cône donné , et (L, I/) le sommet de ce cône. 

468 . Il est évident que si l’on mène, par le sommet (L, L') du cône, un système de 
plans parallèles aux clémens du cylindre , ib couperont les deux surfaces données suivant 
des droites qui se rencontreront suivant des points de la commune intersection demandée. 
D’après cela , menons par le point (L, L') la droite (LM, L'M') parallèle aux élémens du 
cylindre; elle percera le plan horizontal en un point (M , M') , et toutes les droites qui 
seront menées par ce point seront des traces de plans du système en question. 

Soit BMGI l’une de ces traces ; elle coupera les lisses des deux surfaces données suivant 
les points B, N, G, I. Le plan correspondant à cette trace coupera ces surfaces suivant des 
élémens dont les projections horizontales seront , pour le cylindre , les droites BE , Ne , et 
pour le cône , les droites CLE, ILQ.Or, ces élémens , situés dans un même plan, se ren- 
contreront en un même point , dont les projections horizontales seront nécessairement en 
E, Q, O et P; et comme ces points appartiendront è l’intersection cherchée, leurs pro- 
jections E, Q, O, P, appartiendront évidemment aux projections horizontales QUE, S PO, 
des branches de cette intersection. 

On construira de la même manière les points des projections verticales des mêmes bran- 
ches. Ainsi , ayant mené la trace AMH d’un plan auxiliaire, on aura les points A , C, H , 
où les élémens correspondans des surfaces données perceront le plan horizontal , on en 
déduira les projections verticales A'F, GU et H’L', de ces élémens-, oes projections se 
croiseront suivant des points U et F, et il est clair que ces points appartiendront aux pro- 
jections verticales FXT, UVT, des branches de l’intersection demandée. 

En menant donc un nombre suffisant de plans auxiliaires, tels que BMI et AMH, snr 
lesquels on exécutera les constructions fort simples qui viennent d’être décrites, on trou- 
vera autant de points qu’on en voudra des deux projections de cette intersection , et l’on 
pourra bientôt tracer ces deux branches (QRE, XYF), (SPO , UVT). 

469. Pour opérer avec intelligence, il faudra que l’on prenne parmi les plans auxiliaires 
qu’on emploiera, 1*. les plans, comme AMH, dont les traces toucheront une des hases 
des deux surfaces données ; a*, ceux , comme BMI , dont les traces passeront par un point, 
tel que le point N , où le contour Ne de la projection horizontale d’une des surfaces don- 
nées touche la base ABCD de cette snrface; 3 °. enfin, ceux dont les traces passeront par 
un point, tel que le point <f, qui est commun au contour dh' de la projection verticale 
d’une des mêmes surfaces, et è la base GHIK de cette surface. Ces plans auxiliaires, tout 
è fait analogues à ceux dont il est question n” 4$7 > donneront , comme ces derniers, des 
points de la courbe cherchée, et l’une des deux projections, ou les deux projections, de la 
tangente correspondante (4S7 — 4&>)- 

le plan AMH, par exemple, est tangent au cône suivant l’élément qui passe par la 
point H , et il contient les points de la courbe demandée qui ont leurs projections verti- 
cales en F et U. Or, concevons par ces points des tangentes à cette courbe , elles seront 
dans le plan AMH ; mais elles seront aussi dans les plans tangens au cylindre suivant les 
élémens qui partent des points A et C ; donc elles seront les intersections de ces plans tan- 

» 3 . . 
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^9 gens et du plan AMH : c'est-à-dire qu'elles coïncideront avec les élémens qui partent des 
points A et C ; car ces élémens sont évidemment les intersections dont il s'agit. Donc en- 
fin les projections horizontales et verticales de ces mêmes élémens seront des tangentes 
à l’intersection demandée, suivant les points de cette intersection qui se projettent en F 
et U. Pour ne pas rendre l’cpure trop confuse, on n’a mené que les projections verticales 
A'F, CU , de ces tangentes. 

Examinons, pour le second exemple, les résultats que donne le plan auxiliaire BMI. 
Ce plan coupe le cylindre suivant l’élément qui part du point N , et dont la projection Ne 
sert de contour à la projection horizontale du cylindre; or, le plan vertical qui correspond 
à cet élément est tangent au cylindre; donc il contient l’élément linéaire infiniment pe- 
tit qui correspond au point P de l’intersection , situé dans le plan BMI : donc le plan NP 
contient la tangente à cette intersection , menée par celui de scs points qui se projette en 
P. Mais tout ce que ce plan contient est projeté horizontalement suivant sa trace ; donc 
enfin la droite N P est tangente en P à la ligne SPO. 

Ces deux exemples suffiront pour montrer le parti que l’on peut tirer des plans auxi- 
liaires dont il vient d’être question. 

47°* Dans le cas que l’cpure traite , le sommet du cône est dans l’intérieur du cylindre , 
en sorte que tous les clémens du ctiue ont un point sur chacune des branches (QRE, XYF), 
(SPO, U VT), de l’intersection demandée. Ces branches sont, d’après ce que nous avons 
précédemment dit (462), des branches de pénétration. 

471. Lorsqu’il y a pénétration, ou lorsqu’il y a arrachement, entre les deux surfaces 
données, il est facile de le reconnaître sans construire leur intersection : le simple examen 
de la disposition des plans auxiliaires suffit pour cela. En effet, menons par le point M 
les traces MH , MA , tangentes à la hase H IRA du cône ; et faisons remarquer que dans un 
système de projections obliques, faites sur le plan horizontal de telle manière que le 
point M soit la projection du sommet (L, L'), le cyliudre donné aura pour projection sa 
trace ABCD, et le cône les angles indéfinis AMH, AMr, que déterminent les tangentes 
MH, MA. On sentira que l’intersection des surfaces données se trouve représentée, dans 
ce système de projections, par les aies C/j, Ar, de la trace ABCD ; et comme le cône n’a 
pas un élément dont la projection oblique BMNI ne traverse les arcs Cn et Ar, on eu 
conclura que les branches Cn et Arde l’intersection sont des branches de pénétration. 

Si les projections obliques des élémens ne rencontraient pas toutes une branche quel- 
conque A r de l’intersection, cette branche serait une brauchc d’arrachement (*). 

47 a « Nous ferons observer en passant qu’il peut y avoir arrachement entre un cylindre 
et un cône dont les hases sont circulaires ou elliptiques, quoique ces surfaces aient pour 
intersection une courbe composée de deux branches, cc qui n’aurait pas lieu pourdeux 


(*) Cette considération de» projection» oblique», appliquée à l'intersection de deux cylindre», fera auu; 
connaître immédiatement »i rcuc intersection est un arrachement ou one pénétration. On soppoerra que le» 
projection» soient faite» parallèlement aux démens de l'un de» cylindre»; sa projection ne »crn antre chose 
qu • ta trace, n l'intersection cherchée ayant pour projection oblique 1rs arcs de cette trace compris entre 
le» plan» auxiliaire» qui enfermeront la trace du second cylindre, on verra si ce» arcs sont rencontrés par le» 
projection» obliques de tou» le» démens de ce dernier cylindre. S'il» le sont , l'intersection «ers nue pénetra- 
. lion, et s'il» oc le sont pa», cc sera un arrachemeot. 
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cylindres. Cela tient a ce que chaque nappe du cône peut rencontrer le cylindre suivant PI. 39. 
une branche particulière de leur intersection. 

473 . Pour décrire facilement cette intersection, et pour être, bieu sûr de ne pas faire 
passer une branche par un point qui ne lui appartienne pas, il faut , pour chaque branche, 
passer en revue les points obtenus , en examinant soigneusement les élémens sur lesquels 
ces points sont situés , et en suivant , pour cela , l’ordre où ces mêmes élémens sont présen- 
tés par l'une des luises des deux surfaces données. Dans l’exemple que nous avons choisi, 
il faudra procéder en suivant la base du cône, plutôt qu’en suivant la base du cylindre, par 
la raison que tous les élémens du cône perçant le cylindre, l’examen à faire ne présentera 
aucune discontinuité. Supposons que Ton parle du plan auxiliaire extrême AU , l’élément 
qui part du point U donnera un point de la courbe d’entrée; celui qui part du point I 
donnera un autre point de la même courbe; ceux qui partent des points K. , e , b, e, G, «, 
jusqu’au point de départ H , en donneront d'autres, et tous ces points se présenteront, suc- 
cessivement, dans le même ordre que si l’on suivait la branche d’entrée en partant de 
l’élément LH pour revenir, cet élément, ce qui indiquera, d'une manière sûre, comment 
le trait qui doit réunir ces points devra être meué. Cet examen, appliqué à chaque branche 
et à chaque projection , préviendra les erreurs que la multiplicité des points obtenus pour- 
rait entraîner. 

474. Exécution de l’épure. Une des principales conditions auxquelles on doit se pro- 
poser de satisfaire dans l’exécution d’une épure, c’est que les données, les constructions 
et les résultats, s’y montrent clairement, et sans qu’une partie de l’épure soit chargée de 
lignes tandis qu’une autre en serait vide. C’est pour nous assujettir è cette condition que 
nous avons employé deux plans auxiliaires B 1 , Ail , l’un pour déterminer les projections 
horizontales P et Q, de deux points de l’intersection cherchée; l’autre, pour avoir les 
points T et F de la projection verticale de cette intersection. Dans le cas qui nous oc- 
cupe, les données lie permettaient pas que les élémens d'intersection d’un méuic plan 
auxiliaire, avec les surfaces données, pussent être projetés horizontalement et vertica- 
lement sans rendre l’épure confuse. 

Cest aussi par cette raison que nous n’avons pas construit les traces des surfaces don- 
nées sur le plan vertical. 

475. Occupons-nous maintenant de la mise au trait des lignes de l'épure. II est évi- 
dent, d'abord , que la portion N DW de la trace du cylindre est cachée par les élémens de 
la partie NZW ; et que la partie WZ de celte même trace est cachée par la nappe supé- 
rieure du cône. 11 est clair aussi que l’arc abc de la base de ce cône n’est pas vu. 

Quant aux parties vues et cachées de l’intersection dcmaudéc , elles se déterminent par 
les mêmes règles que dans le cas de deux cylindres ( 4 <> 5 ) , en ayant soin de faire attention 
que les élémens d’un cône qui sont vus sur l'une deses nappes 11e l’étant pas sur l’autre (190), 
on doit, lorsque l’intersection s’étend sur les deux nappes, considérer ces deux nappes 
chacune en particulier. 

D'après cela , sur chaque nappe du cône, deux élémens vus des surfaces données se ren- 
contrent en un point vu de l’intersection ; et deux élémens cachés, ou un élément caché et 
un élément vu , se rencontrent en un point caché de la même intersection. 

Appliquons ces règles à chacune des projections de l’épure, et commençons par consi- 
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El. 3j- durer la nappe inférieure du cène. Les élémens qui ont pour projections horizontales le* 
droites IL, HP, étant rus sur le plan horizontal, lorsque l’on suppose chaque surface isolée^ 
lo point P, projection horizontale du point où se coupent ces deux élémcns , doit apparte- 
nir à un arc plein de l’intersection demandée. De même , les élémens H'U, CL, étant rua 
sur le plan vertical, le point U , où ils se coupent, appartiendra à un arc vu de la projec- 
tion verticale de cette intersection. 

Pour la nappe supérieure, l’élément LQ, prolongement de LI, sera caché; ainsi le 
point Q de l’intersection , situé à la rencontre de LQ et de BQ , sera caché. En projection 
verticale , l’élément A'F sera vu, et l’élément L'F, prolongement de H'L', sera caché ; donc 
le point F sera caché. 

En continuant ainsi, on déterminera aisément les parties vues et cachées de l’intersee- 
tion demandée. 

4^6. Il nous resterait à indiquer comment on détermine les parties de chaque élément 
de l’une des surfaces données qui sont cachées par l’autre ; mais comme cette détermina- 
tion n’offre aucune difficulté , nous ne nous j arrêterons pas. Nous préviendrons seulement 
que les élémens qui servent de contour aux projections de ces surfaces commencent en 
général à être vus, ou cessent d’être vus, aux points où ils sont tangens aux branches de 
l’iutersection. , 

477. PnoaLÀM* 3. Deux turf acta coniques étant données , on demande leur inttnee- 
ùcn commune. 

El- lo. Prenons pour exemple deux surfaces coniques à hases circulaires, et choisissons le plan 
vertical de manière qu’il soit à la même distance des deux sommets de ces surfaces. D’a- 
près cela , soient (U gf ned, UV) la base de la première de ces mêmes surfaces, (*, #') son 
sommet, (XcaV i, X'Y') la base de la seconde, et (s, »') ton sommet. 

Nous remarquerons que si l’on coupe les deux surfaces données par un système de 
plans auxiliaires menés par les sommets (r, «'), (s‘, t), on aura pour sections des élé- 
mens de ces surfaces qui se rencontreront suivant des points de l’intersection demandée. 
Or , tous ces plans passeront par la droite (es , es) , dont la trace horizontale est le point 
(1», m) ; donc ils auront pour traces horizontales des droites passant par le point ns. 

Soit cm la trace d’un de ces plans; elle coupera les hases des deux surfaces données sui- 
vant les points c,g, t, n,et le plan auxiliaire correspondant coupera ces surfaces suivant 
quatre élémens ci,ii, eg , en, qui se couperont suivant les quatre points p, q,r, o, de la 
projection horizontale de l’intersection demandée. Pour avoir les projections verticales 
correspondantes aux projections p, $,r, o,on mettra les pointse,^, t, n,e n projection 
verticale en c',g',k'’n'-, on mènera les élémens c’t, i't',g'e, ni, et les points p\ q' t /, 0', où 
ils se couperont , seront les projectious cherchées. 

En menant de nouvelles traces de plans auxiliaires, telles que cm, on déterminera da 
nouveaux points de l’intersection demandée : il ne s’agira plus , pour décrire les branches 
de cette intersection , que da bien distinguer les points qui devront être joints les uns 
avec les autres. 

478. D’abord on verra facilement , par l’inspection delà projection verticale, que parmi 
les points obtenus (p, p ') (q, q), (r, r), (o, o'), le premier et les deux derniers appartien- 
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uent à l’intersection des nappes inférieure» des cône» , et que le point (g, jO appartient à PI. <o. 
l’intersection de leurs nappe* supérieures. Mais comme deux nappes (par exemple ici le* 
deux nappes inférieures) peuvent se couper suivant deux branches de courbe» , il faudra 
examiner si les points d’intersection de ces nappes appartiennent à une seule brandie , on 
li plusieurs branches, et, dans le dernier cas, reconnaître les points qui appartiennent b 
une même branche. 

Pour cela, on examinera de proche en proche les résultats obtenus par le moyen de» 
divers plans auxiliaires; on trouvera que celui de ces plans qui vient après cm, a des 
points analogues aux points c,g,k, n, et qu’il détermine un point d’intersection analogue 
au point p , un point analogue au point q , un point analogue au point r, et un point ana- 
logue au point o. On marquera d'un même signe tous les points liés entre eux par la 
même loi d’analogie, et il est évident qu'ils appartiendront à une même branche de 
courbe; car, si l’on multipliait & l’infini les plans auxiliaires, les points marqués d’un 
même signe se suivraient sans solution de continuité. 

Lorsqu’on sera arrivé à un plan auxiliaire mb , tangent h l’une des bases des deux sur- 
faces données en un certain point d, on remarquera que les points n et g, où la trace cm 
coupe la base gfnd, sont réunis en un seul point d\ et que les points h et c sont situés, 
l’un en /, et l’autre en b. On en conclura que le point r a pour analogue le point A; que 
le point o a aussi pour analogue le point A ; et, par conséquent, que la branche de courbe 
qui passe par les points analogues au point r, se réunit en A avec la branche de courbe 
qui passe par les points analogues au point o. C’est-à-dire que les point* r et o sont analo- 
gues entre eux et appartiennent à une seule et même branche. 

Les mêmes observations montreront que le point 11 réunit deux séries de points; l’une 
formée des points analogues au point p\ l'autre formée de points analogues entre eux , 
qui ne sont fournis que par les plans auxiliaires très voisins de mb. 11 sera parlé plus 
loin de ce* derniers points (486). 

4^9- Après l’examen que nous venons de faire, on saura que l’intersection demandée est 
composée, dans le cas pris pour exemple, 1 °. d’une branche d’intersection (JwZqï , 
Z'q'ÿ) de* deux nappes supérieures : ce sera une branche d’arrachement (46») > car elle 
n’aura de points que sur une partie des élément de chacune des surfaces donuées ; a°. d’une 
brandie d’intersection (sroxA, v r AV) des deux nappes inférieures : ce sera une branche 
de pénétration ; car elle aura un point sur chaque élément du cône dont le sommet est en 
(»,«'); 3°. enfin, d’une branche d’intersection (aVyB tpux, t'IŸf) des deux nappes in- 
férieures : cetera une branche d’arrachement; car elle n’aura de points que sur une partie 
des élémens de chacune des deux surfaces données. 

48o, Comme les nappes supérieures et inférieures des deux cènes («, t ) , (s , i) , se pro- 
longeât jusqu’à l’infini , il est assez présumable que les branches d’arrachement s’étendent 
aussi à l’infini. Pour nous en assurer, construisons les élémeni parallèles de ces cônes. 

Pour oela, imaginons que l’un des cônes donnés, celui dont le sommet est (s‘, r) , par 
exemple, le meuve parallèlement à lui-même, de manière que le sommet (i, t f ) vienne 
coïncider arec le sommet (r ,»’). Dans cette position, les deux cônes auront en général un 
certain nombre d'élément communs, et il est clair qu’en ramenant le cône mobile dans sa 
première position, les élémens qui coïncidaient se trouveront, après le mouvement, des 
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PI. 4°- élémens parallèles. Dans l’épure , les cônes donnés ont des cercles pour bases : et comme 
les sections faites dans un cône, par des plans parallèles, sont des courbes semblables 
(voyti la Note S) , le cône (e, e) est coupé par le plan horiiontal MN suivant un cercle 
CDE facile à déterminer; et le cône (i, «') , lorsque son sommet est en (a, «'), est coupé 
par le même plan MN suivant le cercle FGHI (*). Ces deux cercles CDE, FGHI , se cou- 
pent en deux points K et L, et les élcmens Kef 1 , LrP, sont ceux du cône (e, «') auxquels 
il correspond , sur le cône (» , f) , des élcmens parallèles R ta , S»Q. Si l’on veut trouver la 
projection verticale /*K' d’un de ccs élémens f cK., il ne s'agira que de mettre le point/* 
en projection verticale en f“, et de mener /"/R. 

De ce que les deux surfaces données ont des élémens parallèles , U s’ensuit évidemment 
que leur intersection a des points à l'infini. 

481. Pour bien concevoir la situation de ccs points et la forme générale de l’intersection 
demandée, concevons que la génératrice du cône (r, e') parte de 1a position («s, «V), 
qu'elle se meuve en avançant vers le point n pour décrire ce cône, et suivons-la dans son 
mouvement, en examinant les positions des points où elle percera successivement le 
cône (i, /)■ 

D’abord il est clair qu’elle ne cessera pas de passer par un des points de la branche de 
pénétration (twAir, iVA'rV) ; ainsi, nous n’avons à nous occuper, dans l’examen que 
nous allons faire, que des branches d’arrachement. 

Dans sa position initiale, la génératrice (es , «V) percera le cône («,**) au point (<,0> 
lorsqu'elle sera en (en , e'n) , elle le percera en (p , p) ; lorsqu’elle sera eu (K r/*, KV/*) , 
elle sera parallèle à l’élément R/a , et elle rencontrera cet élément à l’infini par ses deux 
extrémités : c’est-à-dire qu’elle donnera un point de la branche d’intersection (ipus , 
ip'K), situé à l’infini au-dessous du plan horizontal, et un point de la branche (yj’*', 
y <]'), situé à l’infini au-dessus du plan horizontal. En continuant d’avancer, la généra- 
trice ne rencontrera plus la nappe inférieure du cône (i, /), msis *Ue percera sa nappe 
supérieure. Lorsqu’elle sera en ( eg , e'g) , le point d’intersection sera en (y, y'); et lors- 
qu’elle sera en («U, «'U') , il sera en (Z, Z'). En continuant de la faire mouvoir, les mômes 
circonstances se représenteront : car le plan vertical ei divise évidemment les deux côues 
donnés en deux parties symétriques ; mais ce sera dans un ordre contraire. 

482 . Pour construire avec exactitude l’intersection qui fait l’objet de ce problème, il 
sera lion d’emplojrer , parmi les plans auxiliaires , ceux comme md, qui seront tangens à 
la base fnedU ; parce que ces plans donneront à la fois des points de la courbe cherchée, 
et les tangentes à cette courbe suivant ces points. En effet, le plan auxiliaire md est tan- 
gent au cône (a, «') suivant l’élément («f, et/) , il coupe le cône (i, /) suivant les élè- 
meus (if, /f) , (&,/!/) , et il détermine les points (A, A'} , (B, B') , de l’intersection de- 


(*) Li droite (il, f'/i') , mente per le toinmcl (/, i*J d’un cône, et psr le centre (A , A') rte te baec, con- 

tient les centres de tontes 1rs sections parallèles à celte base. D'aptes cela, si l'on mène par le point (a, e*) 
ta droite (ex, c'a"), parallèle à (Ai, A' ?) , elle percera le plan MN en nn point (x, x*}, qui sera le centre 
du cercle FGHI. Pour décrite ce cercle, il faudra encore obtenir on de ses pointa; or ai l’on mène par la 
point (e, a') nne droite (ef , e'f), parallèle A on élément quctronqne frit» , fTj, cette droite aéra un élément 
du cône (i, i') ramené en (e, e’) : donc elle percera le plan MN en nn point (i, /) du cercle FGIU. 


i "( jritTde 



CHAP. IV. DGS INTERSECTIONS DE SURFACES COURBES. l85 


mandée : or , le» tangente» à cette intersection suivant ees points sont situées, d’une part/ PI. 4 a. 
dans le plan auxiliaire md , d’autre part, dans les plans tangens au cône (« , s) suivant 
les éléroens {if, i/), (ü, îb') ; et comme ce» élémens sont les intersections de ce» plans 
tangens et du plan nid, il en résulte que ces mêmes élémens sont lès tangentes cherchées. 

483 . Les plans auxiliaires menés par les points s , V, U, X, par lesquels passent le» élé- 
mens qui serrent de contour» aux projection» verticales de ces cônes , donnent à la 
foi» des points de la court* cherchée, et les projections verticales des tangentes qui 
correspondent b ces point». Mais , dan» le cas choisi pour exemple , tous ces plans »e 
confondent dans le plan vertical mX , en sorte que pour un point quelconque (v ,»•'), ol>- 
tenu par le moyen du plan /nX , la tangente correspondante est comprise dan» deux plans 
«X', v'i , perpendiculaires au plan vertical : d’où l’on voit que cette tangente est perpen-" 
diculaire au plan mX, et qu’elle se projette verticalement en d . On trouverait de mêm e 
que les courbes dé AV, tH'f , éj'q'y' , ont leurs tangentes en x , i et Z', perpendiculaire» 
au plan mX. 

Cette particularité provient de cc qu’on a pris pour plan vertical un plan également 
distant des sommets (e,*'), («, O; c,r ^ cn résulte que le plan si, ou mX , divise les deux 
surfaces données , chacune en deux parties symétriques , et que la partie de l’intersection, 
située en avant du plan mX, a même projection verticale que celle située en arriére de 
ce plan , cn sorte que la projection verticale de celte intersection s’arrête court en d , x , ( , 
et Z". On verra cependant ( 5 a i) un procédé qui donne les tangentes correspondantes à 
ces points. 

484 Si les plans mX , roU , mV, ms , différaient les uns des autres , les points de l’inter- 
section fournis par ces plans auraient des tangentes dont les projections verticales se- 
raient le» droites i'X', *'U', rV', «V; parce que ces plans sont les plans analogues du 
plan auxiliaire employé n° 460. 

485 . Si les sommets des cônes ne se projetaient pas horizontalement dans l’intérieur de 
leurs bases, ou ce qui revient au même, si les projections horizontales de ces cône», n’étant 
pas indéfinies dans tous les sens, se trouvaient bornées à des contours , les plans auxi- 
liaires qui passeraient par les poiuts de contact de ces contours et des bases donneraient 
des points de l’intersection cherchée , auxquels correspondraient des tangentes dont ce» 
mêmes contours seraient les projections horizontales. 11 sera aisé d’en sentir la raison, si 
l’on a bien compris ce que nous avons dit précédemment ( 459 ). 

486. Avant de passer à l’exécution de l’épure , nous ferons remarquer que les plans auxi- 
liaires compris entre les plans dm et PQm donneront des points de la branche d’arrache- 
ment des nappes inférieures , situés sur l’arc Ba', entre le point B et l’infini. Ces points , qui 
n’ont pas d’analogues parmi les points/), q, r, 0, forment une branche particulière qui alu- 
nit ii la branche B Ip suivant le point B. Il était nécessaire d’en parler pour que l’on sût dé- 
terminer les points -de l’arc B*’.- 

487. Execution de l’épure ., On suppose que les cônes donnés soient terminés, d’une part, 
au plan horizontal de projection , d’autre part, au plan MN. Cc dernier plan coupe le 
cône («, O suivant le cercle CDE, et le cône (i, s 1 ) suivant le cercle RSïT". Ces deux 
cercles occupant la partie supérieure du système sont nécessairement vus, en projection 
horizontale, ainsi que la projection JwZqY, de la courbe d’arrachement dre deux nappe» 

*4 
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PI. fi. supérieures. Le* autre* branche* de l’intersection , et la base f nsdV du cône («,«'), sont 
évidemment cachée* en projection horizontale, Quant à la base aVbX du côné (», »') , 
il est clair qu’elle n’est vue que dans les deux arcs situés au dehors des cercles CDC, 
R5YV'. 

En projection verticale, les parties vues et cachées sont faciles à déterminer. 

On a indiqué sur l’épure divers élémens , dont il a été question précédemment, eu li- 
gr.es pleines et pouctuée* , selon que leurs parties sont vues ousont cachées. 

Comme on a supposé que les deux cônes ne s’étendaient pas au-delà des plans X'm', 
MX , on a indiqué sur la projection horizontale , en lignes ordinaires de construction, les 
parties au, sz,yY, y" J , de l’intersection demandée, qui sont au-dessous ou au-dessus 
de ccs plana 

• /j 88 . Problème .{. Deux surface I de révolution dopt les axes ont un point commun , 
étant données j on demande leur intersection commune. 

Prenons pour exemple un hypcrboloidc et un paraboloïdc de révolution. Et pour que 
les constructions soient les plus simples possibles, choisissons les plans de projection de 
manière que le plan horizontal soit perpendiculaire à l’un des axes de révolution, et que 
le plan vertical leur soit parallèle à l’un et à l’autre, cc qui évidemment sera toujours 
possible. • 

PI. 41. D’après cela , soient (A, A' A') l’axe de l’hypcrboloïde, B'CDE la méridienne principale 
de cet hypcrboloïde , (GF, G't”) l’axe du paraboloïdc , et (GF, HIKLM.V) sa méridienne 
parallèle au plan vertical. Le point (A, O) aéra celui où se rencontreront les deux axes de 
révolution. 

489. Pour construire les points de l’intersection demandée, il faut d’abord choisir ou 
système de surfaces auxiliaires qui déterminent, sur les surfaces données, une suite de SCO 
t jons les plus simples possibles. Or, après un peu de réflexion , on reconnaîtra facilement 
que ces surfaces auxiliaires sont les sphères concentriques dont le centre est en (A, O). 

Soit DCKM le grand cercle d’une de ces sphères situé dans le méridien GF. Il cil clair 
que si l’on fait tourner ce cercle autour de l’axe (A , A'A') ,en même temps que l'hyper- 
bole B'CDE,, il engendrera la sphère à laquelle il appartient, et q uc la courbe B'CDE en- 
gendrera l’byperboloïde donné, cn.sortc que les points C' et D, communs aux génératrices 
DCKrM, B'CDE , décriront des cercles horizontaux C'P, Dîi, communs a la sphère et à 
l’hypcrboloïde. En imaginant de même que le cercle DCKM tourne autour de l’axe 
(GF, G 'F') , en môme temps que la parabole HIKJjMN' , cc cercle engendrera la même 
sphère auxiliaire , la parabole engendrera le paralmlcnde , et les poiuts I et K engendre- 
ront deux cercles IQ , KM , communs à ccs deux surfaces. Il suit de là que les quatre cer- 
cles DX , CP, IQ, KM , dont les plans sont perpendiculaires au plan vertical , et qui appar- 
tiennent, les deux premiers à l’hyperboloïde, les deux derniers au paraboloïde , étant si- 
tués sur une même sphère, so couperont suivant des points projetés verticalement en s, 
en *' et en u . ‘ ’ 

11 sera facile de construire leurs projections horizontales. Pour avoir celles des poiuts 
qui sont projetés en s', par exemple, on construira la projection horizontale xCs du cercle 
CP J on mçnera la droite*'* perpendiculaire à la ligne «le terre , et les points * cl v , ou 
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telle ligne couper* le cercle *Cs, seront le* projections horivontale* cherchées , en sorte PI. 41. 
que le* deux points (*, s*), (». O, seront deux point* de l’intersection demandée. 

En menant de nouvelles sphères auxiliaires, on obtiendra de nouveaux points de cette 
intersection, et bientôt on pourra construire les deux branches (yt'az’ , ÿru') , (rstvtix , 
/jV«V), qui la composent. ' * 

4 go. Éxecution de Fipure. On suppose que les deux stfrfaces données soient terminées 
au plan horizontal EE', qui coupe l’iiyperboloîdc suivant le cercle vu (TtR'R”, EE') , cl le 
paraboloïde suivant la courbe aussi vue (V\Y, V'N'). 

L’intersection demandée a scs deux branches vues en projection verticale. En projec- 
tion horizontale , la branche inférieure est entièrement cachée, et la branche supérieure 
n’est vue que dans la partie z'yz‘, qui est au-dessus de la gorge z Za* de l’hyperboloïde. 

Il est clair que les ares ry‘,yti, av, v r , des méridiens des surfaces données, seront 
compris dans l’intérieur de ces surfaces. Ils devront par conscqucn\ être ponctués. 

Pour (que l’épure soit bien complète , il faudra construire le contour TUT' de la projec- 
tion horizontale du paraboloïde ( 38 -), La partie de ce contour comprise dans le cercle a 
RR' R' sera évidemment cachée , et il est clair que l’arc Z'Z", de la trace Z'Z S'S de l’Iiy- 
perboloïde , sera aussi cachée. 

Nous laisserons au lecteur le soin de construire les deux lignes TXT, Tl T " 

491. Problème uésèral. Étant douâtes deux surfaces quelconques S et s , un de- 
mande leur interfection commune. . 

Pour résoudre ce problème, on choisira d’abord un système de surfaces auxiliaires qui 
aient pour intersections avec les surfaces S et s des lignes faciles à déterminer. Si la na- 
ture particulière des surfaces données n’indique pas, parnii les surfaces courlics, de telles 
surfaces auxiliaires, on prendra pour surfaces auxiliaires des plans. Et si aucun sys- 
tème de plans ne présentait un avantage remarquable, sous le rapport de la construction 
des intersections de ces plans avec les Surfaces S et s, on prendrait pour plans auxi- 
liaires , ainsi que nous l’avons supposé n° 1 44 , des plans horizontaux. Dans tous les cas , on 
pourra prendre des surfaces planes pour sorfaocs auxiliaires , et ce ne sera que pour simpli- 
fier les constructions qu’il sera quelquefois nécessaire de recourir h des surfaces courbe*. , 

Ce système choisi, on mènera une suite de*sur|aces auxiliaires ï, £', ï” ... ; ces surfaces 
couperont la surface S suivant une suite de courbes M , M', M'. . . , et la surface s sui- 
vant une suite d’autres courbes m, m', m’ . . . Les sections M et m, M' et m', M' et m', etc., 
étant deux à deux ssr une môme sttffnce auxiliaire, Se rencontreront en général suivant 
des points a ,b,c . .. , situés sur la surface £ ; a', b', c ' . . . , 'Situés sur lu surface X';o”, b", 
c . . ,, situés sur la surface i'; etc. Et comme ces points seront cormumts aux deux sur- 
faces Set», il ne s’agira que de les joindre convenablement par des lignes pour obtenir 
toutes les branches aa'a". . ,,bb'b’.. .,ecV... , etc., de l’intersection cherchée. 

49». 11 est clair quo pour mener ce* lignes, il faudra soigneusement classer les points 
obtenus a, b,c. i', c'. ..,0”, b", t “. .., etc., selon les lois d’analiigic qui le? lieront 

les uns aux autres. Sans cela , 011 serait exposé à joindre entre eux des points de branches 
différentes de l’intersection demandée, cl les arcs de courbe qui en opéreraient la jonction 
n'appartiendraient pasi celte intersection. y<H '■ 

. » 4 -* 
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Le classement des points obtenus présente quelquefois de la difficulté ; mais , lorsque les 
sections auxiliaires sont proches les unes des autres , chaque couple de sections correspon- 
dantes, M et m, SI' et m, M* et m", etc., diffère peu de la couple suivante et de la couple 
précédente, ce qui rend l’analogie des points obtenus facile à reconnaître. 

4ç)3. Souvent deux branches se réunissent , et les surfaces auxiliaires qui sont d’un cité 
du point de réunion ne contiennent pas' de points de ces branches, tandis qne les surfaces 
auxiliaires qui sont de l’autre cûté donnent un point de chacune d’elles. Dans ce cas, il 
faut de l’habitude, ou de la sagacité , pour ne pas s’embrouiller dans les résultats obtenus 
bien que le rapprochement successif des points des deux branches indique d'ordinaire leur 
réunion. 

494- Le choix des surfaces auxiliaires, pour que les constructions soient les plus simples 
possibles, est un objet bien important. Et comme il peut y avoir des positions particulières 
de ces surfaces qui donnent des points singuliers de l’intersection , on doit mettre beau- 
coup de soin a employer ces positions de préférence à d’autres. • 

La construction des intersections de surfaces est certainement une des parties les plus 
difficiles de la Géométrie descriptive. Nous pensons qu’au moyen de la solution générale 
qu'on vient de voir, cl des problèmes qui précèdent, dans lesquels nous avons tâché d’é- 
claircir toutes les difficultés, on pourra déterminer ccs intersections dans tous les cas 
possibles. 

CHAPITRE III. * 

Des tangentes aux intersections de surfaces. 

4ç)5. Nous avons vu précédemment (i 5 a) que la tangente en un point de 
l’intersection de deux surfaces est l’iutersection de deux plans tangens à ces 
surfaces en ce point : il résulte de là un premier procédé pour construire les 
tansentes aux intersections de surfaces. 

a • * 

496. On peut remarquer aussi que la tangente est perpendiculaire aux 
normales des deux surfaces., et conséquemment au plan que ces normales 
déterminent," ce qui fournil un second procédé, qui n’est à la rigueur 
qu’une modification du premier, mais qui doit être préféré lorsque les plans 
tangens se déduisent des normales, parce qu’il évite la construction de ces 
plans , et qu’alors il est plus simple. Nous le nommerons le procédé du plan, 
rtonrurf. On 1 appliquera plus loin ( 5 t 8 - 5 ai)à des exemples pour lesquels 
J1 présente des avantagesparticulicrs. 

497. Lorsqu’une des deux surfaces données est développable, l’intersec- 
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lion , sur le développement de cette surface , est une courbe particulière , 
que nous avons nommée (426) transformée de t intersection , et à laquelle 
on va voir que l’on sait aussi mener des tangentes. 

Soit /t un point de cette intersection , e l’élément indéfini de la surface 
développable sur lequel est le point k, et m l’arc infiniment petit de l’inter- 
section auquel appartient le même point k. L’élément e et l’arc m déter- 
mineront une zone infiniment étroite de la surface développable ; et si l’on 
conçoit qu’on développe cette surface , il est évident que cette petite zône 
sc trouvera, sur le développement, absolument telle quelle était 'sur la 
surface : donc l’angle de l’arc m et de l’élément c ne changera pas quand on 
fera ce développement. Mais l’arc m est dirigé, sur la surface développable, 
suivant la tangente à l’intersection, et sur le développement, suivant la 
tangente à la transformée ; donc les angles de ces tangçntcs et des élémens 
indéfinis qui leur correspondent sont égaux. . 

11 suit de là que si l'on sait mener une tangente à l’intersection , il né 
s’agira que de construire l’angle de cette tangente avec l’élément de là 
surface développable sur lequel sera le point de contact , et de rapporter 
cet angle sur le développement , pour construire la tangente à la trans- 
formée. 

. 498- Les moyens de mener des tangentes à l’intersection de deux sur- 
faces, et à la transformée qui résulte de cette intersection, si l’une de cés 
surfaces est développable , s’appliquent , quel que soit l’angle sous lequel se 
coupent les surfaces, pourvu que cet angle ne soit pas nul. 

Mais lorsqu’il est nul, le plan tangent à l’une de ces surfaces sc confond 
avec le plan tangent à l’autre; ces deux plans n’ont pas, par conséquent, 
d’intersection commune, ou- plutôt, ils ont à la fois pour intersection toutes 
les droites qui se croisent par le point de contact sur la surface de l'un d’eux , 
et la tangente demandée, qui est une de ces droites , reste indéterminée. 
Et comme les normales aux deux surfaces se trouvent confondues quand 
les plans tangens se confondent , le procédé du n“ 496 ne donne rien de 
plus qué celui du n° 4 q 5 . 

' 499 - D résulte de là que lorsque deux surfaces se touchent suivant une 
ligne, ce qui est la même chose que si elles sc coupaient suivant les points 
de cette ligne sous un angle zéro , on ne sait pas mener de tangentes à cette 
même ligne par le moyen des plans tangens à ces surfaces. • , 

Ces lignes portent , comme on sait , le nom de courbes de contact ; elles 
forment dans la Géométrie descriptive une grande classe de courbes , aux- 
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quelles on ne sait menerdes tangentes que par le moyen qn’ori verra n* 766. 

5 00. Lorsqu'une branche de courbe est iuflnie, comme on en a vu pré- 
cédemment des exemples {4^7 set 480), la tangente quiason point de contact 
à l'infini est ce qu’on appelle une asymptote (877). 

Parmi les courbes que nous connaissons le mienx , l’hyperbole et la pa- 
rabole nous présentent, par rapport aux asymptotes , ce qu’offrent les lignes 
courbes en général. Pour les unes, la tangente tout entière passe à l'iniini 
quand le point de contact s’éloigne à l'infini : telle est la parabole ( 883 ) : 
telle est aussi l’hélice. Ces courbes, et toutes celles qni sont dans le même 
cas, ne présentent pas d’asymptotes. Pour les autres , l’éloignement du point 
de contact à l’infini n'cutralnc pas tous les points de la tangente aussi à 
l’infini -, cette tangente prend alors une situation particulière , et , dans cette 
situation , elle est l’asymptote de la courbe : c’est ce qui a lieu pour l’hy- 
perbole ^876 et 877). 

5 01. Dans tous les cas , la tangente à une ligne d’intersection étant l'in- 
tersection des deux plans tangens correspondans , il arrivera, lorsque le 
point de contact passera à l’infini , que les plans tangens seront à l’infini, 
ou seront parallèles, si la courbe n’a pas d’asymptote, ou qu’ils se coupe- 
ront , si elle en a une. D’où l’on voit que la question de mener des asym- 
ptotes aux intersectionsde surfaces se trouve ramenée à la recherche des 
plans tangens qui touchent les surfaces données à l’infini. 

Les problèmes suivans achèveront d’éclaircir ce qui précède. 

n. 34 . 5 oa. Problème i". Par un point donné (F, F') , de l'intersection 
(ADGK , A'G') d'un cylindre vertical ABCD. , ., et d'un plan A'G', mener 
une tangente à cette intersection. 

Menons par le point F la droite Fi], tangente à la base .ABCD. ... du 
cylindre ; la tangente demandée sera dans le plan vertical F q : mais elle 
sera aussi dans le plan A'G' de lintersection ; donc cette tangente sera la 
droite (F q, F'Q). 

5 o 3 . Il sera facile de la rapporter sur le rabattement \'€yS . car il 
est clairque lorsqu’on fait tourner le plan A'Q, autourde la droite (MN, A’Q), 
le point (n, «') de la tangente (Fq, F'Q), situé sur la cliamière, ne prend 
aucun mouvement : donc il est lui-même son rabattement. Or le point 
(F , F') se rabattant en <p , la tangente (F-/ , F'Q) se rabattra en n'f. 

5 o 4 - Problème a. Étant donnée , sur le développemeht da'yx du 
cylindre ABCD. ’, la transformée A'B'C* de Fintersedtkm 
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(ABCD..., A'G '), mener par le point F* une tangente à cette Iran»- pi *4 

formée . • 

On connaîtra , sur l’intersectiou (ABCD . . ., A'G') , le point (F , F') qui 
dans le développement devient F ; on mènera, par le procédé du problème 
précédent, la tangente (Fy, F'Q) , et comme l’angle de cette tangente et 
de l’élément (F, /F') ne varie pas quand on développe le cylindre ( 497 ), 
il ne s’agira que de construire, sur le développement, le triangle rectangle 
que forment les points (F, F'), (F,/), ( q , Q), et l’on obtiendra la tan- 
gente demandée. Or, on a déjà f F* — ./F', 1 angle Vf a* est droit, 
donc à l’on prend fq— F q , et que l’on mène q F", le triangle fq' F' sera 
le triangle cherché, et la droite </'F* la tangente demandée. 

505. Problème 5. Etant donnés le cône {(A, A'), (BCDE , R'Q')} , Pi- J 5 . 
le plan (FL, FD’), et les deux branches (BMC, FM'), (DGE, D'G'),‘ 

de leur intersection , on demande les asymptotes de cette intersection. 

Il s’agira de trouver les plans tangensau cône à l’infini (5oi), et pour 
cela il faudra chercher d’abord les clcmens sur lesquels se trouvent les points 
des branches (BMC, FM'), (DGE, I)'G'), situés à l’infini. Pour obtenir ces 
élcmcns, menons par le centre (A , A') de la surface eoniqoe donnée 
un plan (ct£c f, «A'), parallèle au plan coupant (FL, FD'); ce plan coupera 
le cône suivant deux clcmens ( 6 A, oA'), '(cfA , «A'), parallèles au plan 
(FL, FD'), lesquels, par conséquent, ne pourront rencontrer ce dernier 
plan que suivant quatre points situés à l'infini : ((SA , ctA'), (<fA , «A'), 
seront donc les éldmens cherchés. 

506. Si l’on veut savoir comment les points situés à l’infini Se lient aux 
deux branches de l’intersection , on imaginera que Fclémcnt (RA, ICA') se 
meuve pour engendrer le cône. Dans sa position initiale , il percera le plan' 
ooupant en (M, M'); lorsque le point B sera eu H', le point d'intersection 
sera en (F, 1), il viendra ensuite en (B, F); puis à mesure que le point R 
approchera du point cT, le point d’intersection s’éloignera , sur la nappe 
inférieure du cône, des points (M, M'), (F, 1)» (B, F). Enfin ce point 
dintcrsection sera, à l’infini, au-dessous du plan horizontal, quand le 
point R coïncidera avec le point J'; car alors la génératrice occupera la 
position (<f A, oc A') parallèle au plan coupant. A partir du cette position, la 
droite mobile donnera des points de la branche supérieure de l'intersection; 
et d’abord lclément (tf'A , «A') devant percer le plan coupant, aussi bien par 
son extrémité inférieureque pour son extrémitésupérieure, cet élément don- 
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pi. 35. uera un point de la brandie (P*D , PD 1 ), situé à l'infini au-dessus du plan 
horizontal. Ensuite , à mesure que le point R avancera vers le point Q , le 
point d’intersection s’abaissera, en parcourant la branche (DP*G, D'G), 
et quand le point lt sera en Q , le point d’intersection sera en (G, G'). En 
continuant de faire mouvoir le point R sur le demi-cercle QDCR , les 
circonstances qu’on vient d’examiner se reproduiront danc un ordre 
contraire. 

507 . Maintenant nous remarquerons que la tangente en un point (P, I),' 
de l’intersection donnée, est la droite suivant laquelle le plan tangent au 
cône suivant (F, I), ou, ce qui revient au meme, tout le long de l’élément 
(AIE, A' A), coupe le plan (LF, FD'). D’après cck, l’asymptote à la branche 
(TB , IF) sera l’intersection du plan coupant et du plan tangent au cône 
suivant l’élément (AeT , Ma.). 

508. Pour’constmirc cette intersection , nous remarquerons qu’elle est 
nécessairement parallèle à la droite (A<f, A'«) ; nous mènerons par le 
point J 1 la droite «Te , tangente au cerde BCDE ; cette droite sera la trace 
horizontale du plan tangent au cône suivant l’élément '(A/, Ma), elle 
coupera la trace horizontale FL, du plan coupant, en un point Ç qui 
appartiendra à l’asymptote parallèle à (A S' , Ma) : donc en menant par ce 
point la droite (£0, FD'), celte droite sera l’asymptote cherchée. 

Si l’on voulait mener l’asymptote de la branche (P’D , PD') , on serait 
conduit au même résultat par les mêmes constructions : donc la droite 
((0 , FD') est l'asymptote de deux branches de l’intersection donnée. 

En menant un plan tangent au cône suivant l’élément (SA , aM), il 
aura pour trace horizontale la droite. St, tangente en S au cercle BCDE, 
et il coupera le plan (FL, FD') suivant l’asymptote (zrp, FD'), des deux 
autres branches (I"C, IF), (P'E , PD 1 ), de l’intersection. D’où l’on voit 
que les parties (BMC, M'F), (DGE, G'D'), de cette intersettion , qui est 
une hyperbole (585), sont conjuguées entre elles au moyen de leurs asym- 
ptotes (£0, FD'), (w<p, FD*). 

5og. Si l’on veut avoir ces asymptotes sur le rabattement de l’inter- 
section, il ne s’agira que de construire deux points de chacune d’elles 
sur ce rabattement. Or , il est clair que si l'on prend Ftt = Fît , et 
F£' = F£ , les points W et £' seront les rabattemens de K et Ç ; en cher- 
chant donc , par le même moyen , les rabattemens de deux autres points 
tels que 0 et <p , on pourra mener les asymptotes Ç'O' , du rabatte- 
ment de l’intersection. • 
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, j _ j » p|. 35- 

5io. Si le plan coupant ne rencontrait qu urfe des deux nappes du 

cône , l’intersection n’aurait pas d’asymptotes , quoiqu'elle pût avoir des 
points à l’infini. En effet , prenons pour plan coupant le plan «4 > P er ~ 
pendicnlaire au plan vertical et parallèle à l’élément (RQ , R'U) ; il est 
clair qu’il ne pourra rencontrer que la nappe inférieure du cône. Or , 
chaque élément percera ce plan en un point, et la suite de ces points for- 
mera une courbe qui , à partir du point A, s’étendra jusqu’au point où 
l’élément A'R' et le plan »4 se rencontreront, c’est-à-dire jusqu’à l’in- 
fiui. Mais la tangente à l’infini , ou, ce qui revient au même, l’asymptote, 
sera l’intersection du plan R'A , tangent au cône et perpendiculaire au 
plan vertical , avec le plan «4 '* ct conltne ces plans sont parallèles , ils 
ne se coupent qu’à l’infini : donc l’intersection dont il s’agit , qui est une 
parabole (586), n’a pas d’asymptotes (5oo). 

5it. Nous ferons remarquer que les droites (ÇÔ, FD') , (-rr<p , FD'), ont 
leurs projections horizontales ponctuées dans l’intérieur du cercle BCDE. 

La raison en est que ces droites sont situées au-dessous de la nappe su- 
périeure du cône , et quelles ne sont vues , en projection horizontale , . 
qu’au dehors de la projection de cette nappe. 


5ta. Problème 4- On demande sur le développement du cône 
{(A, A*) , (BCDE, R'Q')} , les asymptotes de la transformée . . .cmb. . . , 
• • -dp" g 1 . ..gp'c... 

Imaginons que le développement du cône soit fait sur le plan tangent 
correspondant à l’élément (J' A , a A') , plan dont la trace est S't , et qui 
contient l’asymptote ({8 , FD'). Il est clair que dans l’opération du déve- 
loppement , la petite zone commune à ce plan et au cône n’éprouvera 
aucun changement : et comme cette zône contient les extrémités des 
branches de l’intersection suivant lesquelles cette intersection est tou- 
chée par l’asymptote (£Ô, FD'); il s'ensuit que cette asymptote , en con- 
servant sa position par rapport à l'élément («TA, «A'), sera l’asymptote 
de la transformée. Mais le développement est toujours le même , quel 
que soit le plan tangent sur lequel on le suppose fait : donc les asym- 
ptotes de 1a transformée sont des droites parallèles à ce que .deviennent 
les éléments («TA, aA'), (€A, «A'), lorsqu’on développe le cône. De plus, 
ces droites sont éloignées de leurs parallèles des distances «ff, Cx , qui 
séparent les asymptotes (ÇÔ, FD'), (trf , FD'), des élémens («TA, «A'), 
(CA, aA'). 


PI. 35 
et 

PL 36. 
Fig. i. 


a5 
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Pi- 35 ■ Il suit de là que si Ion porte les arcs R/ , R6 , de r en iT, et de r 
p' 1 ^ eu Ç, sur le développement, pour avoir les élémens J*a, Ça, qui ne 
Fig. i. sont autre chose que les positions qu’occupent (cTA , aA'), (6A, a.M), sur 
ce développement , et qu’ensuite on prenne sur les droites ÇtP, 
tangentes au cercle tfÇrJ'q, les grandeurs «J , £' = cPÇ, Çt " = &r ; puis, 
que l’on mène, par les points obtenus Z" et id , les droites Çty, r/ip", res- 
pectivement parallèles aux éle'mens fa, Ça, ces droites seront les asym- 
ptotes demandées. 

5iS. Si le développement du cône était complet, c’est-à-dire si les 
circonvolutions infinies du cercle BCDE étaient toutes rapportées sur le 
cercle rqs'usq' , la transformée aurait une infinité de branches, conjuguées 
entre elles deux à deux, au moyen d’une infinité de droites, dont cha- 
cune serait l’asymptote de deux branches. 

5 14 . Problème 5. Étant donnée l’intersection d'un plan et d’une 
surface de révolution, mener , par un point de cette intersec (ion , une 
droite qui lui soit tangente. 

Par le point de contact donné, on mener* un plan tangent à la surface 
de révolution , il coupera le plan donné suivant une droite , et cette 
droite sera la tangente demandée. 

Nous laisserons au lecteur le soin d’appliquer cette solation à l’épure 
de la planche 

pi. 3 «. 5i5. Problème 6 - Etant donnés deuSc cylindres, et un point (T, t) 

de leur intersection , on demande la tangente en ce point, à cette inter- 
section. ... 

Par le» élémcns (OT, ot) , (GT, gt), dont l’intersection est le point 
(T, t), on mènera des plans respectivement tangens aux deux cylindres 
auxquels ces élémens appartiennent; ils auront pour traces horizontales 
des droites 00, G0 , tangentes aux bases ABCD, EFGll ; ccs traces se 
couperont en un point 0 du plan horizontal , et la droite menée par ce 
point, et par le point (T, t) , sera la tangente demandée. 

Nous avons mené la projection horizontale 0T de cette tangente. Si l’on 
veut avoir sa projection verticale, il ne s’agira que d’abaisser par le point 0 
une perpendiculaire stir la ligne de terre , et de mener par le pied de 
cette perpendiculaire, et parie pbiftt t, une droite, qui sera la projection 
cherchée. 
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5 1 6 . P RoaLÉjt a 7. Etant dont, tée V intersection de deux cônes, obtenue pl. 4 ° , on de- 
mande Us asymptotes des diverses branches de cette intersection. 

Nous avons trouvé ( 48 o) le» élémens parallèles de» deux cènes en question ; ces élémens 
se rencontrent à l’infini suivant des pointa de l’intersection donnée; ainsi , il ne Vagit que 
de mener des plans langeas aux cènes donnés suivant ces élémeus, et les intersections de 
ces plans seront les asymptotes demandées (Soi ). 

Or , les élémens parallèles sont ceux dout les projections horizontales sont 1 / et Ru PI. 
d’une part , et d’autre part LP et SQ; donc si l’on mène, par les points/" et a, les droites 
f't, ta, respectivement tangentes aux hases des deux cènes, ces droites, qui seront les traces 
horizontales des plans taogens aux cènes suivant leurs élémens parallèles , se couperont en 
un point S de l’une des asymptotes. Et comme cette asymptote est nécessairement pa- 
rallèle à la droite (K /', K J’), il ne s’agira que de mener par le point i une parallèle à la 
ligue (K K'/*), et cette parallèle, dont la projection horizontale sera bru, sera, par 
une extrémité, l’asymptote de la branche pus , et par l’autre extrémité , l’asymptote de la 
branche qJ'y. 

Il serait facile de construire la projection verticale de cette première asymptote, mais 
nous ne la construisons pas , afin de ne pas embrouiller la figure. Quant à la seconde, dont 
la projection horizontale est , elle sera symétrique de la première par rapport au plan 
m\ , et elle s'obtiendrait d’ailleurs par des opérations pareilles à celles que l’on vient 
d'exposer. 

517. PnosLétrj! 8. Étant donné un point (s, /) de l’intersection de deux surfaces de Pl. 41. 
révolution, obtenue pl. 4 t , on demande la tangente en ce point à cette Intersection. 

D’après le procédé du n° 4 o® • cct,c tangente sera l’intersection des deux plans tangens 
en (s, »’) aux deux surfaces de révolution; donc elle percera le plan horizontal de projec- 
tion au point où se couperont les traces de ces deux plans. Donc si l’on construit ces 
traces, et qu’on mène par leur point de rencontre et par le point (s , «’) une droite, cette 
droite sera la tangente demandée. On voit par U qu'il sera aisé de la construire. 

. Ramenons le plan méridien As de l’hyperboloïde en AC; le point (s, s') viendra en 
(C, C’j, et la tangente à la méridienne As se trouvera la droite (O, CV), tangente en 
(C, CT) à l’hyperbole B'CDE. Cette tangente percera le plan horizontal en («, «’) , et lors- 
qu’on ramènera le plan AC en As, le point (a, «’) viendra en ff ; d’où nous conclurons 
que la tangente en (s, s*) , è la méridienne As , perce le plan horizontal en C. Or, cette 
tangente est dans le plan tangent en (», /) à l’hyperboloïde; donc la trace de ce plan passe 
par le point C. Mais on sait, d’après ce qu’on a vn précédemment (294) , que cette trace 
est perpendiculaire au méridien As ; donc enfin, cette même trace est la droite C 9 , per- 
pendiculaire au point C sur la droite Af. 

Cherchons maintenant la trace horizontale du plan tangent au paraboloïdc en (*, »'). 

Pour cela , concevons qu’on fasse tourner le plan méridien qui correspond au point (s, /) , 
autour de l'axe (GF, G' F”) .jusqu’à ce que ce méridien soit devenu vertical; le point (»,»') 
décrira dans le mouvement un cercle 1 Q ; ce point viendra s’abattre en I ; la tangente cor- 
respondante au point (s, s”) se trouvera coïncider avec la droite Id, et il est clair que si 
l’on construit le point où cette tangente (GF, W) rencontre l’axe (GF, G'F ), et que 

x 5 . . 
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PI- !'• J’on mène par ce point et par le point (», «') une droite (GF, a' a), cette droite sera 
la tangente en (a, a') à la méridienne qui passe par le point (a, a'). 

Menons par le point I la droite la', perpendiculaire à 1/; cette droite rencontrera l’axe 
(GF, G'F') au point (< , i'), et ce point sera évidemment celui où concourront toutes les 
normales du paraboloide correspondantes au cercle 1Q : donc si l’on mène par le point a 
et par le point • la droite ai , cette droite sera la projection horizontale de la normale en 
(a, a') à la surface du paraboloide. 

Or, le plan tangent à cetto surface en (a, a') passera par la tangente (GF, a'a), et sera 
perpendiculaire à la normale (ai , a Y) ; donc si l’on construit le point où la droite (GF, s'a) 
perce le plan horizontal , et que l’on mène par ce point la droite ml perpendiculaire à 
ai , cette droite ml sera la trace horizontale du plan tangent au paraboloide. 

Ayant les traces Si, mi, on construira la projection l' du point (I , t), où elles se cou- 
pent , et la droite (la , Fa’) , qui passera par ce point et par le point (a , a') , sera la tan- 
gente demandée. 

518. Le procédé du ptan normal (4gG) , dù à M. J. Binet (*), sera d’un emploi beau- 
coup plus avantageux. 

D’après ce procédé, il s’agira de mener par le point (a, a') deux droites respective- 
ment normales aux surfaces données ; on construira le plan qu’elles détermineront , et 
en menant par le point donné (s, s’) une droite perpendiculaire à ce plan , cette droite 
sera la tangente demandée. 

Pour opérer le plus simplement possible , on prendra le plan GF, des axes de révo- 
lution , pour plan vertical de projection. La normale (sA , »’i) à l’hyperboloïde s’ap- 
puiera sur un point (A, ») de l’axe (A, A' A"), et elle percera le plan horizontal en 
[m, m'). La normale (is, iV) au paraboloide s’appuiera sur le point (i, i') de l’axe (GF , 
G'F'), et elle percera le plan horizontal en t. Les points (A, i), (i, •'), étant très fa- 
ciles à déterminer, et les normales («A, s'i), (is, >'»') , s’ensuivant , les traces knm , i'iz»', 
du plan qu’elles détermineront, se construiront fort aisément, et les droites ls,l's' , me- 
nées par les points «, s' , perpendiculairement aux traces respectives knm, tin’, seront 
les projections de la tangente demandée (l' s, I*'). 

Ou remarquera surtout que dès que l’on a construit les deux points i et i, où les 
normales s’appuient sur 1rs axes de révolution, la projection verticale sY, perpendicu- 
laire à l's, su trouve déterminée. 

5 19. Si l’on voulait connaître les tangentes aux courbes riv , y id , suivant les points 

singuliers r , v, y et d, analogues è ceux que nous avons examinés n° 483 , il serait tout 
naturel d’appliquer aux points (r, r) , (e, e') , (y, y’) , (o , d) , le premier des deux pro- 
cédés que nous venons d’exposer, et l’on trouverait que les tangentes en ccs derniers 
points sont des perpendiculaires au plan vertical. D’où il faut conclure que les tangentes 
en r , v , y[, d, aux courbes itv ,ÿ*d , sont les points /, v ,y d, eux-mèmes: c’est-à- 
dire que ccs courbes , comme projections de l’intersection donnée, n’ont pas de tangentes 
aux points r', v , y et d, où elles s'arrêtent. ■■ 


- (*) Voyex la ConcspoiuUnn mt l'École polytechnique, tom. III, psg. 
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5ao. Mais on rotnarqupra que les courbes r'(v,ytd, considérées indépendamment de 
la fonction , qu’elles remplissent sur l'épure , d’être les projections de l'intersection d’un 
hyperlioloïtle à une nappe et d’un paralmloïde elliptique, ne s’arrêtent pas en r", v,ÿ et a. 
En effet, les droites KM et DN , que détermine le cercle DCKM , donnent un point W de 
la brandie ta prolongée; et les points de la même branche, situés entre a et W, sont 
donnés par d’autres cercles plus petits que DCKM. Le cercle b\.rd, tangent au sommet L 
de la parabole HIRLMQN, et les cercles compris entre DC*KM et lilx-d, déterminent des 
cercles analogues à CP et à KM , qui donnent des points de la brandie é uv , jusque* et 
au-delà du point Enlin , tous les cercles possibles, plus grands que DCKM, déterminent 
des droites analogues à C P, DN et IQ , qui donnent jusqu’à l’inlini des points des brandies 

“rWO- 

5ai. Or , puisque les courbes r't'v ,y'ta\ se prolongent au-delà des points r, v\y et a , 
elles ont nécessairement des tangentes en ces pointa. 

Imaginons que le |Miint(s,s’)se meure sur l’intersection donnés; : à chacune de ses positions 
il correspondra une position dupoints', une position du point i,e t une position delà 
droite ■ s, qui passe par ces points. Lorsque le point mobile aura dépassé le point (r, r), il 
se trourcra sur la branche (rxu , r'*Y) ; il occupera successivement sur la projection ver- 
ticale es », toutes les positions qu’il y aura déjà occupées, cl la droite l'i reprendra aussi 
scs premières positions. Cela posé, considérons ce point dans la position (r, r') : la droite 
COirespondante ti étant la trace du plan normal sur le plan GE, et ces deux plans se 
trouvant confondus pour cette position, il semblerait qu’on dût en conclure que, pour le 
point (r, r ) , la droite ti n’existe pas : mais, en y réfléchissant , on en conclura seulement 
que sous le rapport de la coïncidence du plan normal et du plan GF elle est indé- 
terminée. 

Et par un examen plus approfondi , on verra qu’il y a des conditions particulières qui 
la déterminent. Effectivement , il est clair qu’elle est la limite des positions que prend i'i, 
lorsque le point (s , s ) se meut sur (trxn , /»Y), et qu’elle passe, par conséquent , par les 
points où les normales correspondantes au point / s’appuient sur les axes de révolution; 
car ces normales sont aussi les limites de celles qui correspondent aux diverses positions 


( i L«* ciiconstance. qu’au vient d'examiner tiennent à ce que la cnnstraelion qui donne le* point» lira 
ligne* t'i'd, y* =n\ est ptna generale que la définition de ce* ligna comme projecliona delà ligne d'inleracn- 
"on. Il 1*111 arriver encore que la loi qui lie le* point* de ce* ligne* cnit plu* général* que celle qui résulta 
de la construction delcun pointa, cl dana ce caa, t plus forte raison, ces Influes lignes, au lieu de s’arrêter 
aux points donnés par le cercle ALcd, se prolongeront au-delü. C’e»! ee qui a lieu effectivement pour la figure 
en question ; car l’analyse fait eoir que lea deux branche* de courbe r'tV, J 1 ta', appai tiennent à une même 
hyperbole. Ceci ea t’éclaircir au moyen d'un exemple fort timple. 

Su| pu arma que Ira aurfacca donner* loienl deux .plière. égale* , leur inlerieetion aéra un cercle dont I* plan 
•CT* perpendn milita anr le milieu de b droite qui joindra leur* centre* , et ce cercle aura une portion de 
ligna droite pour projection anr un plan quelconque mené par ee* cent.e*. Or, on pourrait conalruiie b 
portion de ligne droite dont il a'.git par cette propriété de. point, de Imtcrteciion , qu’il, mut , en projection 
le. intersel non* de deux cercle, «gaux dont on fait varier le rayon, ce qui donnerait b «boite indéfinie tout 
entière , dont une partie .cillement est la projection du cetcle. On voit par là que .1 le* deu, .pbirc. dono.c. 
ne .c coupaient pas, la commotion générale n’en donnerait pas moins b projection de leur intersection. 

La matière de celle note est tirte do TraiU des pnprutrt pmftcliret de M. Poncelet, secL l”, ab. II. 


PI. 4>. 
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du point mobile (a, «'). Donc onobtieodra la tangente en r', et conséquemment en </, y', 
et a, par la règle du n° 5i8. 

Toutes les fois que les deux sur ta ces donnée* sont deux surfaces de révolution , cette 
règle donne les tangentes aux points tel* que r,v,y,eta', où se termine leur intersec- 
tion, sur le plan de projection parallèle à leurs axes. 

Ou 'pourrait demander aussi les tangentes aux are* de* courbes ri v, y' ta!, qui, ainsi 
que /p et a W, se trouvent an-delà de* points /, v , y et à ; mai* le moyen que fournit 
la ligne variable ii ne s’applique pas à ces arcs, parce qu’il n’y a pas, pour leurs pointa, 
de normales analogues à «V et s'i, Les dernières de ces normales sont celles qui répondent 
au point r 1 , , 

523 . PromlÈmb r. b ai lui: Étant donnée l'intersection de deux surfaces , et supposé que 
cette intersection ait une branche indéfinie qui ait une asymptote , trouver , 1*. cette asym- 
ptote; 2°. si Cane des deux surfaces est développable , trouver sur son développement , l'a- 
symptote de la transformée de la branche indéfinie. 

Pour résoudre la première question, on cherchera d’abord les génératrices des deux 
surfaces données qui se rencontrent à l'infini ; on mènera ensuite les plans tangens qui 
touchent ces surfaces i l’infini, et l’intersection de ces plans tangens sera Fasymptote de- 
mandée (5oi). 

5x3. Pour résoudre la seconde question , imaginons que le développement soif fait sur 
le plan tangent qui contient l’asymptote > il est clair ( 497 ) que rien de ce qui sera contenu 
dans ce plan ne changera en faisant ce développement: donc 1a position de cette asym- 
ptote , par rapport à l’élément qui contient le point de contact situé à l’infini , sera sur le 
développement la même que dans l’espace. 

Il suit de là que pour avoir l’asymptote demandée, il ne Vagira que de construire une 
droite qui ait, par rapport à l’élément qui sur le développement passe par l’extrémité de 
la branche donnée , la position connue que l’asymptote présentait avant le développement 
par rapport au même élément 


CHAPITRE IY. 

Des Sections coniques. 

5x4. 0» appelle sections coniques les lignes d’intersection des plans et 
des cônes à bases circulaires. 

Avant d’ 'étudier les propriétés de ces lignes , nous allons tâcher de 
donner des idées générales de leurs formes. 

Sa5. Soit ASB la projection d’un cône quelconque à base circulaire , 
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et soit G la projection d’une droite que nous supposerons menée au tra- Pi. 3«. 
vers du cône. Concevons par cette droite un pian ; imaginons qu’il tourne f ' 6 *• 
autour de ia droite G , et voyons quelles sections il donnera dans ses 
diverses positions. 

Par le point G, menons les droites GP, GF, respectivement parallèles 
aux contours SA , SB , de la projection du cône. Il est clair que dans 
toutes les positions pq , p'if, />"</", du plan coupant , comprises dans l’an- 
gle (VGP , il rencontrera tous les élémens d’une môme nappe, et qu’il 
donnera des sections fermées. 11 est clair également que dans toutes les 
positions ma, m'n', m"n", comprises dans l’angle PGP, il coupera les deux 
nappes , mais sans rencontrer tous les élémens , et qu’il donnera des sec- 
tions à deux branches, situées, Fune sur la nappe inférieure, et l’autre 
sur la nappe supérieure. 

Quant aux sections PQ, P'Q', qui sépareront les sections fermées des 
sections à deux branches , il est évident que ce seront des sections ou- 
vertes à une seule branche infinie. Le caractère de ces sections PQ, P'Q', 
est que leurs plans sont parallèles à des plans tangens SA , SB , du 
cône ; et l’on voit quelles sont tout-à-la-fois , ou des courbes fermées , 
comme p"q", infiniment alongées à l’opposé du point q', ou des courbes 
à deux branches, comme mn , dont la branche n serait passée à l’infini. 

Si le plan coupant mn , d’une section à deux branches , s’approche du 
sommet S, l’intervalle compris entre ces branches diminuera de plus en 
plus; et si le plan mn contient ce sommet, les deux branches se trou- 
veront réunies , et formées par le système de deux droites. 

5a6. Si le point G vient peu à peu en g , la section PG, ouverte à 
l’opposé du point g^, se resserrera de plus en plus contre elle-même, 
et lorsque le point G sera en g, cette section aura la position AA' ; elle 
se trouvera donc formée par une seule ligne droite. Cette ligne sera tout-à- 
la-fois, i°. une section à deux branches, infiniment étroite; a 0 , le système 
de deux sections ouvertes , comme GP , //R , dont la réunion aura été 
opérée par le rapprochement des points g' et A, et qui, l’une et l’autre, 
seront aussi infiniment étroites. Si le point G, au lieu de suivre la ligne 
G g, parallèle à BS, suit une autre ligne GA , de façon qu’en s’appro- 
chant dn plan AS il s’éloigne du plan BS , la section P'Q', ouverte à 
l’opposé du point g , s’ouvrira de plus en plu* ; et si le point G vient sur 
SA , à une distance infinie au-dessous du point A , la section , en continuant 
toujours de s’ouvrir, se changera encore en une droite. Ainsi, soit que 
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la section non fermée à une branche se resserre ou s’ouvre , elle tend 
toujours vers une droite, seulement, il faut remarquer que dans le pre- 
mier cas la droite est tangente à la courbe , tandis quelle la coupe dans 
le second. 

Si le plan coupant est un plan rs, passant par le sommet S, la section 
sera une courbe fermée contractée en un seul point. 

527 . Si l’on imagine que le point S s’éloigne à une distance inlinie de 
la base circulaire du cône , ce cône se changera en un cylindre , et le plan 
coupant donnera en général une section fermée, qui, comme cas par- 
ticulier , appartiendra au genre de courbes nommées sections coniques. 
Si le plan coupant devient parallèle aux élémens du cylindre, cette sec- 
tion se changera en deux droites parallèles plus ou moins écartées, qui se 
réuniront en une seule dans le cas' où la droite G, au lieu de traverser 
la surface , ne ferait que la toucher. 

5a8. il su (lit de ce qui précède pour montrer que les sections coniques 
ont la plus grande analogie avec les courbes qu’on nomme ellipses , hy- 
perboles et paraboles (855 — 888). On verra plus loin (58i — 586) que 
cette analogie est une identité : mais avant de le démontrer, il est néces- 
saire d’étudier les principales propriétés des sections coniques. Nous les 
considérerons comme formées de trois espèces, i°. les sections fermées ; 
2 °. les sections à deux branches ; 3°. les sections ouvertes à une seule 
branche. Quant aux cas singuliers èxaminés tout-à-l’heure , ils rentrent 
dans ces trois espèces. 

5a 9 . DES SECTIONS CIRCULAIRES DU CONE. Imaginons dans l’es- 
pace un cône à base circulaire ; concevons par le centre de cette base 
deux droites, l’une perpendiculaire à son plan, l’autre menée au sommet, 
et par ces deux droites faisons passer un plan : il divisera le cône en deux 
parties symétriques ; nous le nommerons plan principal (*) du cône , et 
il sera celui de la projection que nous allons tracer. 

53o. Soit SA , SB , les élémens suivant lesquels ce plan coupera la sur- 
face conique , et soit AB le diamètre suivant lequel le même plan coupera 
la base circulaire. Le plan de cette base et le plan ASB étant perpendi- 


(*) Ou verra dans la suite (5f)3) qu'il y a d'autres plans du cdtie qu'on nomme plant 
principaux ; mais comme ou les désigne d'ordinaire collectivement, la dénomination de 
plan principal, appliquée à un seul plan, n’offriia aucune équivoque. 
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culaires entre eux , la base dont il s’agit se projettera sur le plan de la 
figure suivant la droite AB , et l’on sait (898) que tous les plans paral- 
lèles au plan AB couperont le cône suivant des cercles. 

Cela posé , considérons le plan principal ABB comme horizontal ; pon- 
tons SA en Sa, SB en Si, et menons ab. Il est clair que l’intersection du 
cône et du plan vertical ab sera une courbe fermée dont les tangentes 
en a et b seront verticale» , comme celles en A et B de la section AB ; 
que la droite ab , qui joint le» points de contact a et b , sera égale à la 
droite AB , qui joint les points de contact A et B, et que les deux sections 
ab, AB, se couperont dans la verticale m , telle que bm = Bot, en sorte 
que pour des abscisses égales bm , BM , elles auront , dans cette verticale , 
dos ordonnées égales. 

Cotte analogie entre ces deux courbes AB, ab , conduit à penser que 
la dernière est un cercle comme la première : cela est effectivement. Pour 
le prouver, menons entre les deux points a et b un plan quelconque A'B', 
parallèle à AB j il coupera le cône suivant un cercle (898),- et l’ordonnée 
en P, que nous nommerons tt, sera commune au cercle et à la courbe 
ab. Or , cette ordonnée étant moyenne proportionnelle entre les deux 
segmens corrcspondans A'P , PB', on aura : 

7f* = A'P X PB'; 

mais les triangles semblables A'P b, B'Pir, donnent 

A'P : «P :: Pi : PB', 
ou 

A'P X PB' = aPxP4; 

donc on a 

71* aj zrP X Pi. 

Ce qui montre que l’ordonnée en P est aussi moyenne proportionnelle 
entre les deux segmens «P , Pi , quelle que soit la position du point P 
entre a et i : donc la section ab est un cercle égal à AB. 

53 1. 11 suit de là que les plans parallèles à ab , de même que ceux 
parallèles à AB , coupent le cône suivant des cercles. 

On donne à ces deux systèmes de plans, AB, A'B', etc. , d’une part , 
ab , rt'i', etc. , d’autre part , qui , sans être parallèles , forment dans le 
cône des sections circulaires , le nom de plans antiparallèles ; et aux sec- 
tions qu’ils déterminent celui de sections ou de cercles antiparallèles. 

Nous verrons plus loin (596) qu'il n’y a pas d’autres plans, que ceux 


PI 36 
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pi. 36. dont il vient d’être question , qui puissent couper le cône suivant des 
* cercles. 

53a. Une section circulaire ab étant donnée , ainsi que le plan princi- 
pal S ba , il est clair que les sections AB , A'B', antiparallèles à ab , seront 
telles que les angles SAB , SA'B', des plans de ces sections et de l’élément 
S b, soient égaux à l’angle S ab, du plan ab et de l'élémeqt Sa. 

De meme les angles SBA, SB' A', sont égaux à S ba. 

Ces égalités d’angles caractérisent les plans antiparallèles : il faut toute- 
fois bien remarquer que les élémens Sb, Sa, avec lesquels ils se trouvent 
formés , sont les intersections du cône et du plan principal. 

533. On remarquera aussi que les centres de toutes les sections circu- 
laires parallèles à AB , sont sur une droite SC , qui divise AB en deux 
.parties égales, et qui est dans le plan principal ASB. Les centres des sec- 
tions circulaires parallèles à ab, sont de même sur une droite SC', com- 
prise dans le plan principal. D’où il suit que ce plan est caractérisé par 
la propriété de contenir les centres des sections antiparallèles AB, A'B', 
etc., aJb, a' b', etc. . 

On va voir découler de ce qui précède une suite de propriétés fort 
intéressantes dont jouissent les cordes du cercle. 

534- DES POLES CONJUGUÉS, et des cordes conjuguées , des cônes et des 
cercles (*). Concevons dans l’espace un cône quelconque à base circulaire , 
et imaginons qu’une droite le perce en deux points; la portion de cette 
droite comprise entre ces points sera ce qu’on nomme une corde du cône. 
Nous appellerons une telle corde , corde intérieure , lorsqu’elle aura ses 
extrémités sur une même nappe , parce quelle sera effectivement dans 
l’intérieur du cône; et nous la nommerons, corde extérieure , lorsque ses 
extrémités seront sur les deux nappes opposées du cône , parce quelle 
sera dans ce cas au dehors de ce cône. 

Suivant l’usage , nous donnerons souvent à la droite entière, dont une 
partie servira de corde à un cône, le même nom de corde qtva cette 


(*) La presque totalité de ce paragraphe et des deux suivans est due au Mémoire de 
M. Brianchon sur Ut lignes du second ordre , et surtout au Traité des propriétés projec- 
tives de M. Poncelet. Nous avons dû adopter pour ce chapitre la marche que nous suivons 
dans le reste de l’ouvrage , ce qui donne une physionomie neuve aux paragraphes dont 
il s’agit -, mais le fond n’en appartient pas moins aux deux auteurs que nous venons de 
citer, et à M. Carnot , qui leur • ouvert la carrière par la Géométrie de position. 
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partie , et toutes les droites parallèles qui le reneontÉtront , même celles 
qui ne feront que le toucher , s’appelleront par cette raison des cordes 
parallèles. 

555. Soit S le sommet d’un cône , et MNPQ le cercle qui lui sert de 
base ; menons par le sommet S une droite SO , parallèle à un système 
de cordes parallèles quelconques , et soit O le point où cette droite per- 
cera le plan MNPQ. Il est clair que tous les plans menés par le même 
sommet, et par les cordes en question , passeront par la droite SO; d’où 
l’on voit que leurs traces TO, MO, VO, etc. , sur le plan MNPQ, con- 
courront au point 0. 

Nous donnerons à ce point le nom de pôle des cordes parallèles à 
SO (*). Il est évident que si ces cordes sont des cordes intérieures, le 
pôle 0 sera situé à l’extérieur de la base MNPQ , et qu’au contraire , si 
ce sont des cordes extérieures , le pôle 0 sera dans l’intérieur de MNPQ. 

556. Parmi toutes les traces possibles TO, MO, VO, etc. , il y en aura 
deux OT, OR , qui seront tangentes au cercle MNPQ, et qui détermine- 
ront, parleurs points de contact T et R , la corde TR de ce cercle. On 
donne à cette corde le nom de corde polaire , ou simplement de polaire 
du point 0 , et ce point prend par rapport à cette polaire , le même nom de 
pôle que nous lui donnons relativement aux cordes parallèles à SO. 

557 . Cela posé , soit mnpq un cercle antiparallèle à MNPQ ; coupons 
ce cercle par un système de droites parallèles d r 1 , mn , tr, etc. , menées dans 
son plan ; par le sommet S, menons une droite SO', parallèle aux droites 
de ce système, et par ce sommet et ces droites menons une suite de plans. 
Leurs traces sur MNPQ seront , comme on vient de le voir (555), une suite 
de droites VU', MN , TR , etc. , concourantes au pôle O', où la droite SO', 
parallèle à dr 1 , mn , tr, etc. , perce le plan MNPQ ; et la droite VU , menée 
par les points du contact V et U des tangentes VO', UO', sera le polaire 
du point 0'. 


(*) Les traces des plans menés par le point S et par les cordes parallèles sont ce qu’on 
appelle les perspective» de ce» cordes, sur le plan MNPQ, pour le point de vue S; et le 
point O est ce qu’on nomme le point de concourt de ce» perspectives. 

Tout ce qui va suivre dans ce chapitre est principalement fondé sur ce principe : que 
les perspectives des droites parallèles concourent, et que des perspectives parallèles ré- 
pondent è de» droites concourantes (Voytt le Traité dt la Scitnct du destin, liv. II, 
cbap. IU). 

36. V 


PI. la. 
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Si les droites v'éjgtn , tr , etc. , varient de direction , en restant paral- 
lèles et comprises dans le plan mnpq , le pôle 0* variera ; mais il ne sortira 
pas du plan mene' par le sommet S , parallèlement à mnpq , puisque ce plan 
contient toutes les droites parallèles au plan mrqyq menées par le point S : 
donc si la droite SO est parallèle aux cordes mq, vu, np, etc., ce pôle se 
mouvra sur la droite 00', intersection du plan MNPQ et du plan mené par 
le sommet parallèlement à mnpq. 

Nous donnerons à cette droite 00' le nom d 'axe des pôles de la sec- 
tion. D est évident quil sera le même pour toutes les sections parallèles 
à mnpq. 

558. Supposons que deux systèmes de droites nui ,tr, qp, etc. , d’une 
part, mq, vu, np , etc. , d’autre part, fassent entre eux un angle droit , 
les tangentes aux extrémités des diamètres Ir, vu, seront respectivement 
parallèles aces diamètres, et feront conséquemment partie des systèmes de 
droites dont il s’agit ; d’où il suit que les tangentes aux extrémités des 
cordes TR , VU , concourront respectivement vers les pôles O et 0', de 
mq , vu , np, etc. , mn , tr , qp , etc. 

Nous donnerons aux cordes TR , VU , liées par cette condition , le nom 
de cordes conjuguées , et aux trois points 0, 0' et 0*, correspondons à ces 
cordes , celui de pôles conjugues 

55g. Si l’on inscrit dans le cercle mnpq un rectangle quelconque mnpq , 
dont les côtés soient parallèles aux diamètres rectangulaires tr, vu, les 
plans menés par les côtés de ce rectangle, et par le sommet S, couperont le 
plan MNPQ suivant des droites MN et PQ,MQ etNP, respectivement concou- 
rantes en 0 et en 0', et formant un quadrilatère MNPQ inscrit dans le 
cercle TURV. 

Si le côté mn du rectangle mnpq , au lieu de couper le cercle en deux 
points met n , le touche comme / r', le rectangle véié t’ , au lieu d’être 
inscrit comme mnpq, se trouvera circonscrit, et le quadrilatère correspon- 
dant TTJ'R'V' se trouvera formé par les tangentes aux extrémités des cordes 
conjuguées TR, VU , lesquelles tangentes concourront aussi en 0 et en 0'. 

Enfin les diagonales de tous les rectangles inscrits, comme mnptj , et 
celles du rectangle circonscrit fVrV , se coupant toutes au centre c , les 
diagonales des quadrilatères inscrits comme MNPQ , et du quadrilatère 
circonscrit T'U'R'V', dont les côtés concourront en 0 et en 0', auront pour 
point de concours de toutes leurs diagonales le poiut 0", ou la droite S c , 
lieu des centres des sections parallèles à mnpq , rencontre le plan MNPQ. 
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On voit donc que pour le quadrilatère T'U'R'V', et pour les quadrilatères PI 4 
tels que MJSPQ , les pôles conjugués O, O' et O 1 ', sont trois points où con- F,g ‘ 
courent, i*. les côtés dirigés dans un sens, a*, les côtés dirigés dans l’autre, 

3°. les diagonales. 

54<>. tes propriétés dn cercle MNPQ s'étendent , de la façon qu’on va 
voir, à un cercle quelconque TURV. Fi s- 

Prenons arbitrairement un point 0 dans le plan de ce cercle ; par ce point 
menons les tangentes OT , OR ; construisons la polaire TR du point O; 
sur cette polaire prenons un point quelconque O'; par ce point menons les 
tangentes O'V, O'U; enfin menons la polaire VU du point 0'. Les droites 
TR et VU, ainsi déterminées, seront deux cordes conjuguées, et les pro- 
priétés dont il s’agit auront lieu, par rapport aux trois points 0, 0', et O", 
qui seront des pôles conjugués. 

■ 54«. Pour démontrer cette proposition, il suffira de trouver dans l’espace 
un cône , ayant pour base le cercle TURV, et tel que les droites menées par 
son sommet, et par les points 0 et 0', soient rectangulaires entre elles, et 
parallèles aux cercles de ce aine antiparallèles à TURV ; car il s’ensuivra 
que le cercle TURV sera, par rapport à l’un quelconque de ces cereles anti- 
parallèles , ce que le cercle MiSPQ est par rapport à mrtjX/. fis- 

54a. Concevons que le centre C, du cercle TURV, soit celui d’une sphère Fig. 
engendrée par ce cercle , et rapportons cette sphère à deux plans rectangu- 
laires de projection, l’un supposé horizontal, qui sera le plan du grand 
cercle TURV , l’autre a»Y, perpendiculaire à la droite 00'. 

Par cette droite menons un plan tangent az a la sphère ; il la touchera 
enunpoint(0", ai), dont la projection horizontale 0' sera sur la droite CO* 
perpendiculaire à 00'. Or, ce plan tangent az touchera tous les cônes 
qui auront leurs sommets sur la droite (00', a) et qui seront circonscrits 
à la sphère ; et tous ces cônes toucheront la 6phère suivant des cercles ver- 
ticaux dent les plans passeront par la verticale (0*, o'o). 0 suit de là , en 
premier lieu , que le plan az sera tangent aux cônes circonscrits à la sphère , 
qui ont leurs sommets en 0 et en 0', suivant les élémens (00*, az ) , 
(O'O*, az ); en second lieu, que le point O 1 ' sera situé dans les plans verti- 
caux des cercles TR, VU, qui servent de hases à ces cônes , ou , ce qui 
revient au même, que le point 0', projection horizontale du point de 
contact o , sera l’intersection des cordes TR , VU. 

On remarquera aussi que les mêmes cônes dont 0 et 0' sont les som- 
mets, étant des cônes droits, et la droite (O'O", az) , étant tangente eu 



PI $a 

Fig. a. 
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(0*, o) à la hase de celui dont le sommet est en O , cette droite est né- 
cessairement perpendiculaire à l’élément (00'', ctz) : c’est-à-dire que les 
droites (O'O'', fiez), (00"', air), sont rectangulaires entre elles. 

Cela posé , considérons le cône qui a son sommet dans le plan S0"C , 
au point projeté verticalement à l’intersection S' des droites Y o , o'X , 
et dont la base est le grand cercle (TURV, XY). Ce cône coupera la 
sphère suivant un second cercle , auquel appartiendront les points o 
et o' , et ce cercle sera situé symétriquement par rapport au plan 0"S. 
Mais les angles S'YX, oo'S', ont pour mesure la moitié de l’arc oX; donc 
ils sont égaux; donc les plans oo' et XY sont antiparallcles (53a) : donc 
le cercle o'o est à la fois sur la sphère et sur le cône (*). Donc enfin ce 
cercle o'o, dont xx' est la projection horizontale, est une ligne d’inter- 
section de ces deux surfaces.1 

Concevons que le point (S, a) , où se coupent CO 1 ' et 00' , soit le som- 
met d’un cône circonscrit à la sphère ; il la touchera suivant le cercle 
en question (xx', o'o), et les plans Sx, Sx', seront tout-à-la-fois tan- 
gens en (x , K) et en (x', K) , au cône Sxx', à la sphère , et au cône 
S'XY. Or , ces plans tangens contiennent les sommets (S, et) et S' de ces 
cônes , et ils se couperont évidemment suivant la verticale élevée par le 
sommet (S, ai); donc cette verticale contiendra le sommet S'; donc le point S 
sera la projection horizontale du sommet S' : ce qui montre que »S' et 
o'o sont deux droites parallèles. 

Il s’ensuit que les angles aiS'o , KoY, sont égaux. Et comme l’angle 
o*oS' égale zoY , lequel a pour mesure la moitié de l’arc on Y , ou la moi- 
tié de o'mY , qui est aussi la mesure de l’angle o'oY , ou KoY , on voit 
qu’on a 

<»oS' = KoY = #S'o. 

D’où nous conclurons que le triangle u&'o est isoscèle, et que cto = etS' . 

Il résulte de là que si l’on fait tourner le triangle (00"0', cto) J rectan- 
gle en (0*, 6), autour de l’hypoténuse (00', ot), le sommet (0*, o) de ce 
triangle décrira un arc de cercle (CS, oS 1 ) , passant par le point (S, S'). 
Si donc ce triangle s’arrête dans son mouvement au plan vertical aS' , ses 


(*) Il suit de 14, i*. que tout cône qui entre dans une sphère par un cercle XY , en 
sort par un autre cercle oo', anti parallèle au premier ; l“. que deux cercle» d’une même 
sphère, lorsque leurs plans sont perpendiculaires 4 celui d’un même grand cercle, déter- 
minent un cône dont ils sont deux sections antrparallbles. 
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côtés toujours rectangulaires entre eux, passeront par le sommet (S, S”) H- 4»- 
du cône S'XY , et ils seront parallèles à la section o'o, antiparallèle à XY, *' 
en sorte que le cône S'XY sera celui qu’il s'agissait de trouver pour dé- 
montrer la propriété qui nous occupe. 

543. TURV étant donc un cercle quelconque, O un point pris arbitrai- 
rement sur son plan , 0' un point choisi comme on voudra sur la polaire 
TR du point 0, on peut poser en principe, i°. que la polaire VU du 
point 0' passe par le point 0 ; 2 0 . que TR et VU sont des cordes conju- 
guées ; 3°. que les points 0, 0' et 0'', sont des pôles conjugués; 4°. que 
le quadrilatère circonscrit T'U'R'V', formé par les tangentes aux extrémités 
des cordes conjuguées TR , VU , a ses côtés respectivement dirigés sur 
les pôles extérieurs 0 et 0' ; 5°. que si d’un point M de TURV , on mène 
aux pôles 0 et 0' les droites MO, MO', puis, que des points N et Q, déter- 
minés par ces droites , on mène d’autres droites NO , QO', ces dernières 
se couperont sur le cercle TURV , en un point P qui achèvera le quadri- 
latère inscrit MNPQ, dont les côtés respectifs concourront en 0 et en 0'; 

6°. enfin, que les diagonales du quadrilatère circonscrit T'U'R'V', et celles 
des quadrilatères inscrits, tels que MNPQ, se coupent suivant le pôle in- 
térieur 0" (*). 

On remarquera en passant que si les pôles 0 et 0" variaient sur la droite 
00', le pôle 0" ne changerait pas de position. De même si les pôles 0' et 
0’' variaient sur la droite O'O", ou que 0 et 0" variassent sur la droite 
00", les pôles respectifs 0 et 0' conserveraient une position fixe. 

, 544 . Les cordes conjuguées TR , VU , ayant pour caractère que les tan- 
gentes à leurs extrémités se coupent suivant les pôles respectifs 0 et O', il 


(*) Cette belle propriété des cordes poUires du cercle donne pour la sphère les corol- 
laires suisrans: 

1 ". TR étant le plan de la base d’un cône circonscrit à la sphère TURV, tout cène , 
aussi circonscrit à cette sphère, dont le sommet O' sera dans le plan TR, aura pour 
plan de sa base sur la sphère un plan contenant le sommet O. 

a°. Si le sommet O d’un cône circonscrit k la sphère se meut snr la verticale O , qui 
est une droite quelconque située hors de la sphère , les plans de tous les cercles qui ser- 
viront successivement de base au cdne mobile , se couperont suivant 1a polaire TR du 
point O. 

3°. Si le sommet O se meut dans un plan quelconque OV, coupant la sphère, les 
plans de toutes les bases passeront par le sommet CT du cône qui a pour base le cercle 
VU, intersection de la sphère et du plan OV. 
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s’ensuit que deux diamètres rectangulaires sont deux cordes conjuguées , 
puisque les tangentes aux extrémités de ces diamètres se coupent en des 
points , situés à l’infini , qui sont justement leurs pôles respectifs. On 
nomme ces diamètres des diamètres conjugués. 

Chaque cercle a par conséquent une infinité de systèmes de diamètres 
conjugués. Nous allons voir que toutes les sections coniques ont une pro- 
priété analogue. 

545 . DES DIAMÈTRES CONJUGUÉS des sections coniques. Concevons 
dans l’espace uu cône à base circulaire coupé par un plan suivant une courbe 
fermée , et rapportons ce cône et ce plan à deux plans rectangulaires de 
projection, l’un supposé horizontal , qui sera celui de la base, et l'autre 
Pi. 43. perpendiculaire au {dan coupant. D’après cela, soit (S, S') le sommet du 
Fl *' ^ cône, TURV sa base, (AB, BD) le plan coupant, et ( mnpq , EF) la sec- 
tion du cône et du plan donnés. 

546- Par le sommet (S, S 7 ) menons un plan (»'», <a»S'), parallèle au 
plan (AB , BD). Sa trace horizontale tn'm sera (557), sur le plan de la 
base TURV , l’axe des pôles de toutes les cordes intérieures du cône si- 
tuées dans des plans parallèles à (AB, BD). 

Sur cet axe u>'u prenons arbitrairement un pôle 0 ; menons les tangentes 
OT, OR, qui déterminent la polaire TR du point 0 ; par le point 0 ', ou 
cette polaire coupe la droite ce'u, menons les tangentes O'V, O'U, et par 
les points de contact V et U de ces tangentes , menons la droite YUO. 
Les cordes TR, VU, ainsi construites, seront deux cordes conjuguées, 
et les points 0, 0' et 0'', formeront ce que nous appelons un système de 
pôles conjugués ( 543 ). 

547. Cela posé , imaginons des plans passant par le sommet (S, S') et 
par les droites T'U', TR , V'R', qui concourent en 0 '. Ces plans contien- 
dront la droite (SO', S'ai), parallèle au plan (AB, RD); donc ils couperont 
ce plan suivant des parallèles à cette droite. Donc, si par les points oc', k', 
H’’, où la droite AB est coupée par T'U', TR et V'R', on mène parai Iè ter 
ment à SO', les droites x't', k't, »vV, ces droites seront les projections 
horizontales des intersections {pdt, BD), ( kt , BD), (wV, BD), du plan 
(AB, BD), et des plans menés par le sommet (S, S') et par les droites 
T'U', TR, V'R'. De même, les intersections du plan (AB, BD), et des 
plans menés par (S, S 'J et par les droites V'T', VU, R TJ', concourantes 
en 0 , seront des droites (xv 1 , BD), (h 1 , BD) , {wd , BD) , dont les projeo- 
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tions horizontales passent par les points x, k, \v , et sont parallèles à SO. 

Il suit de là que sur le plan (AB , I1D) , de la section ( mnpq , EF) , le qua- 
drilatère circonscrit TTJ'R'V' donne un parallélogramme ( t'u'r'v ', BD) 
circonscrit à cette section, et tel que les droites ( tr , BD), (i ni, BD) con- 
tiennent les points de contact projetés en t, u, r et v, des côtés de ce 
parallélogramme. Mais les diagonales du quadrilatère T'U'R'V' se coupent 
enO'',|à l’intersection de TR et VU (545); donc celles du parallélogramme 
(<'t/rV, BI)) se coupent au point (c, c') projeté horizontalement en c, 
à l’intersection de tr et vu. D’où nous conclurons que ce point est le 
centre du parallélogramme {t'u'r’v', BD), et que les droites {tr, BD), {vu, 
BD) se divisent en ce même point respectivement en deux parties égales. 

548 . Supposons que le pôle 0 varie sur l’axe des piles 00' , le pôle 0' 
variera aussi ; mais le pôle O" ne variera pas (545) : donc le point {c, c *) 
ne variera pas non plus ; car il est l’intersection du plan (AB, BD) et de 
la droite menée par les points (S , S') et 0". Donc enfin les nouvelles 
droites, analogues à {tr, BD), (vu, BD), présenteront autour du point {c, c') 
toutes les circonstances qui viennent d’être détaillées. 

Si l’on imagine que le point T parcoure tout le cercle TURV, et qu’il 
emmène avec lui le pile 0 situé sur la tangente TO, et le pôle 0' situé 
sur la corde TO" , il est clair que le point t décrira la courbe mnpq (*) , 
et que la droite tr aura successivement autour du point c toutes les po- 
sitions possibles , sans cesser d etre divisée en deux parties égales par ce 
point. La section conique fermée {mnptj , EF) a donc, au point (c, c') , 
ce que l’on nomme un centre (85g), et toutes les droites menées par ce 
centre, dans le plan (AB, BD), sont ce qu’on appelle des diamètres. 

54g. De plus , la section {nmpr/ , EF) est telle que les tangentes dt', 
«V, aux extrémités de chaque diamètre tr, sont parallèles entre elles et 
à un autre diamètre vu, qui, réciproquement, jouit de la propriété que 
les tangentes à ses extrémités sont parallèles au premier. On nomme ces 
diamètres tr et vu des diamètres conjugués. 

55o. Prenons un point quelconque M sur la base TURV ; par ce point 
menons les droites MO , MO'; par les points N et Q , où elles rencontrent 


(*) Pour abréger, il notu arrivera , dans ce chapitre, de citer des grandeurs situées 
dans l’espace , sans indiquer autre chose que leur projection horizontale. Cest ainsi que 
nous disons le point t , la courbe mnpq , etc. , au lieu de dire le point du plan (AB, BD) 
projetlen t, la courbe {mnpq, EF), etc. 

*7 


PI. 

Fig. i 
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Pi. 43 . le cercle TURV , menons NC/ et QO : ces dernières droites se conperonlen 

Fig un point P de TURV (543); ainsi le quadrilatère MNPQ se trouvera in- 
scrit dans la base du cône donné. Par les côtés de ce quadrilatère et par le 
sommet (S, S') imaginons des plans : ils couperont le plan (AB , BD), de 
la section, suivant les droites mn, np , pq , qm, faciles à construire, et 
respectivement parallèles à tr et à vu , ce qui montre que la figure mnpq , 
inscrite dans la section , sera un parallélogramme. Et comme les diagonales 
do MNPQ se coupent an point 0"(543), celles de mnpq se couperont en c; 
d’où il suit que les quatre cordes mn et pq , mq et pn , respectivement pa- 
rallèles aux diamètres conjugués fret vu, sont divisées par ces diamètres, 
chacune en deux parties égales. 

Or le point M étant pris arbitrairement sur la base, le point m est un 
point quelconque de la section ; donc toute corde mn, parallèle à un dia- 
mètre vu, est divisée en parties égales par le diamètre //• conjugué à vu, 
ou , ce qui revient au même , chaque diamètre est le lieu des milieux de 
toutes les cordes parallèles à sou conjugué. 

F>g. t. 55 1 . Par cela seul qu’un diamètre tr, de la section qui nous occupe, divise 
on deux parties égales un système de cordes parallèles mn , m'n', etc. , il 
prend par rapport à ces cordes le nom de diamètre conjugué, parce que le 
diamètre vu , qui leur est parallèle , et qui détermine leur commune direc- 
tion , est nécessairement le diamètre conjugué de tr. 

Pour démontrer cette propriété, on remarquera d’abord que la parallèle 
aux cordes mn , m'n' , etc., menée par uuu extrémité r de tr , est tangente 
à la section : car , si elle la coupait eu un autre point r 1 , le diamètre tr ne 
passerait pas par le milieu de rr 1 , ce qui est contre l'hypothèse. Cela 
posé , par le centre c, du la section mnpq, menons la droite vu parallèle 
à mn, m'n', etc. ; cette droite sera parallèle aux tangentes en t et en r. Par 
le point », qui est un poiut quelconque de la même section mnpq , menons la 
droite np , parallèle à tr ; puis , par le poiut p, menons pq parallèle à nui : pq 
sera divisée en deux parties égales par tr, et si l’on joint les points m et q par 
la droite mq , clic sera parallèle à itf>, et la tigu rc mnpq sera un parallélo- 
gramme. Or , si l’on mène par le point n un diamètre, il coupera la courhe , 
à l’opposé de n , en un point éloigné du point c de la distance en ; donc; 
il la coupera justement en q. De meme, le diamètre mené par le point m 
sera rnp ; donc le parallélogramme mnpq sera tel que la corde quelconque 
np , parallèle à tr, soit divisée eu parties égales par vu : donc les tangentes 
aux extrémités cet u, de vu, seront parallèles à tr. Donc, etc. 
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55a. Parmi les différens systèmes de diamètres conjugués , il yen a un PI. 43 . 
où ces diamètres sont rectangulaires. En effet le pôle 0 étant pris à l'infini , *’*■ *■ 
en deçà du plan Tertical , le pôle 0' sera en tu', à l’intersection de la per- 
pendiculaire 0 "®', abaissée par le point O' sur eu' tu ; et les deux diamètres 
analogues à (tr , BD), (eu, BD), dont l’angle est celui des droites (SO, S'®), 

(SO', S'®), feront entre eux un angle tu'sQ , déterminé, premièrement, 
par la droite tu' s, qui joint le point tu, et le rabattement s de (S, S') autour 
de et ta; secondement, par la droite s9, menée par le point s parallèlement 
à ce tu. Si le pôle 0 vient en ta , le pôle 0' s’en ira à l’infini au-delà du plan 
vertical , et l’angle des diamètres analogues à (tr, BD), (vu , BD), sera celui 
ta'sty , de la même droite tu 1 s , et du prolongement A Y de sd. Mais quelle 
que soit la position du sommet (S, S'), par rapport à la baseTURV, 
les deux angles 8 s®', ®V 8 ', seront toujours supplémcns l’un de l’autre : d’où 
il suit que dans le mouvement du pôle 0 sur la ligne ca'ce , depuis l’infini 
en deçà du plan vertical, jusqu’à l’infini au-delà, l’angle des deux dia- 
mètres conjugaés (tr, BD), (eu, BD), aigu d'abord, deviendra obtus, 
ou bien, obtus d’abord , il deviendra aigu , et jamais il ne sera nul ; car il 
faudrait pour cela que les pôles 0 et 0 ' se trouvassent réunis, ce qui est 
impossible. Donc il y aura une position des pôles 0 et (f où l’angle des 
diamètres conjugués sera droit ( 617 ). 

553. On donne le nom d’axes à ces diamètres particuliers rcctangu- Fij. 5. 
laires A'A, BU, et l’on nomme sommets de la section , ks quatre points 

A', B', A, B, où elle est coupée par les axes. 

H suit des propriétés qu’on vient de démontrer pour les diamètres conju- 
gués, que les tangentes aux sommets sont perpendiculaires aux deux axes 
AA', B'B , et que oes axes divisent la section A'B'AB en quatre parties égales. 

“A -*• f iVi--’ *'>• • 

554. Supposons maintenant que le plan coupant rencontre les deux nappes 
du cône : c’est-à-dire que la section conique ait deux branches. En suivant 
pour cette section la marche que nous venons de suivre pour la section 
fermée , nous allons être conduits à des résultats tout-i-fait analogues à 
ceux que nous venons d’obtenir. 

Le cône étant toujours rapporté à deux plans rectangulaires ( l’un sup- 
posé horizontal, qui. soit celui de la base TURV , l’autre perpendiculaire au pi. 44 . 
plan de la section), soit (S , S') son sommet, (AB , BD) le plan coupant, et *>§• *• 
(pua . , . mvn , BD) la section conique dont il s’agit. 

555. Par le sommet (S, Sèmerions un plan (*'«, tu S'), parallèle au plan 

*7 •• 
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p| 4Î- coupant, il aura pour trace horizontale une droite t»'m, parallèle à AB,etcette 
Flp 1 droite , qui rencontrera la baseTURV , puisque le plan coupant rencontre 
les deux nappes , sera l’axe des pôles ( 537 ) des sections parallèles à (AB, BD). 

Construisons le pôle 0* de TR , et prenons sur cn'&i un point quelcon- 
que 0'. La polaire VU de ce point passera parle pôle 0'; les droites TR, VU, 
seront deux cordes conjuguées, et les trois points 0 , 0' et 0', seront trois 
pôles conjugués (543). Enfin , après avoir formé le quadrilatère circonscrit 
T'U'R'V', prenons arbitrairement un point M sur TURV ; meuoas les 
droites MO', MO', puis NO* et QO', et nous formerons le quadrilatère in- 
scrit M\PQ, dont les diagonales MP, NQ, ainsi que celles T'R', VTJ', se 
couperont au point 0 (543). 

556. Par les côtés de ces quadrilatères , par leurs diagonales , et par la 
droite O'O', menons des plaas passant par le sommet (S, S') , et voyous com- 
ment ils couperont le plan (AB , BD). Ceux qui passeront par les droites qui 
concourent en O contiendront la droite (SO , S'a») ; donc ils couperont le 
plan (AB, BD) suivant des droites (wn , BD), (rr', BD), (Av, BD), (yv\ BU), 
(xm , BD) parallèles à (SO, S'a>). Ceux qiii passeront par les droites qui 
concourent en 0' contiendront la droite (SO' , S'a>) ; donc ils couperont 
le plan (AB, BD) suivant des droites (iv'n , BD) , (sV, BD) , (k'c, BD), 
(f’t' , BD) , (ar'q, BD) parallèles à (SO', S ’ca). Ceux enfin qui passeront par 
les droites qui concourent en O' contiendront la droite menée par le 
point (S, S') et par le point 0' ; mais cette droite perce le plan (AB, BD) 
au point (c , c'), projeté en c , où se coupent les droites SO" et k'c : 
donc les intersections ( 1 / 1' , BD), (/■'«', BD), (iruj , BD), (np BD), de 
ces plans et du plan (AB , BD), se couperont au point (c, c'). 

11 suit de là que les figures (<'«W, BD), ( nmqp , BD) seront des paral- 
lélogrammes dont les diagonales se couperont au point (c, c'); que les 
figures MNPQ, T'U'R'V', de la base, répondront à des doubles triangles 
mncpqcm , ï u'cr'v'cl', opposés par le sommet et à bases parallèles ; et que la 
droite ( kc , BD) , qui détermiue sur (SV, BD) et (j'u , BD) les points pro- 
jetés en v et en u, suivant lesquels les tangentes (vY, BU), (///', BD) 
touchent la section , divise en deux parties égales toutes les cordes , telles 
que (nui , BD) , (qp , BD) , parallèles à ces tangentes. 

557 . Imaginons que le point 0' varie sur u’a ; le point 0' ne variera 
pas (545), et quoique le point 0 change alors de position sur ot'u , lé point 
(c, c') ne changera pas; car il sera constamment l’intersection du plan 
(AB , BD) et de la droite menée par les points (S , S') et 0" : les pro- 
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priâtes qu’on vient de voir subsisteront donc pour toutes les positions que 44- 
prendront les pôles O, 0' et 0*. Fl *' ’’ 

558. Supposons que le point U parcoure le cercle TURV , et que le 
pôle 0 se meuve avec lui ; il est clair que le point u parcourra la section 
tout entière, et que, dans chacune des positions du point u, la droite 
{vu, BD) , qui est une droite quelconque menée par le point (f , c’) et ter- 
minée de part et d’autre à la section , sera divisée en deux parties égales 
projetées horizontalement en uc et et». C’est-à-dire que cette section a un 
centte (c, c'), et que toute droite comme {vu, BD) est un de ses diamètres. 

55g. Et chaque diamètre vu divisant en parties égales, ainsi qu’on vient 
de le voir (556), les cordes parallèles aux tangentes v'd, u'i', en v et u, 
il est ce qu’on nomme, par analogie avec ce qui arrive à la section fer- 
mée (55 1 ), un diamètre conjugue' à celui qui serait mené par le centre c 
parallèlement à ces cordes. Quant à ce dernier, il est évident qu’il ne ren- 
contre pas la courbe ; on le nomme par cette raison diamètre imaginaire , 
et l’on donne à chaque diamètre, tel que vu, le uom de diamètre réel. 

560. Si par le sommet (S, S') on mène un plan perpendiculaire à la 
droite qui joint ce sommet et le pôle 0*', ce plan coupera l’axe des pôles 
u>'ü> en un point, et ce point, pris pour pôle en place du point O', don- 
nera un système de diamètres conjugués rectangulaires. 

561. Ces diamètres, qui d’après cela se construiront facilement , sont 
ce qu’on appelle les axes de la section mvn. . .puq. 

Celui A' A qui la coupe est son axe réel ; l’autre B'B est son axe. inutgi- R*- 3. 
noire , et les extrémités A' et A se nomment les sommets de cette section. 

56a. L’axe des pôles e»'a> rencontrant la base en deux points R et T, il !'•*• »• 
en résulte une propriété bien remarquable que nous allons exposer. Pre- 
nons le point R pour pôle : les points V et U se trouveront réunis en R, 
et les points v et u, de la courbe, se trouveront à l'infini aux deux ex- 
trémités de la droite des menée par le centre cet par le point a. De plus, les 
tangentes analogues à i/r', wY, coïncideront avec cette droite, d’où l’on 
voit quelle sera tout-à-la-fois un diamètre de la section, et l’asymptote à 
ses deux parties vu, up a. 

De même le pôle O' étant pris en T, le diamètre vu sera la droite vc6, 
menée par le centre c et par le point (S, limite qui sera l’asymptote des deux 
parties vm J, wyA. 

e» • ■ 

565. Passons au cas de la section conique ouverte à une seule branche. 
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On sait (5a5) que le plan de cette section est parallèle à l’an des plans 
tangens du cône. D'après cela , ayant pris pour plan vertical un pian per- 
pendiculaire au plan coupant et au plan de 1a base, soit M'ON'V cette base, 
(S, S') le sommet, (AB, BD) le plan coupant, et ( amvnb , BD) la section. 

. 564- Par le sommet (S, S') menons un plan (a'm , û*S'), parallèle au plan 
coupant ; il sera tangent au cône (5a5) suivant un élément (SO, S'a), et 
la trace al a sera l’axe des pôles des sections parallèles à BD ( 537 ). 

Ayant pris arbitrairement un point 0' sur a! a, construisons la polaire 
VO de ce point (536). Il est clair qne la polaire du point 0 sera ce point 
lui-même ; qu’il sera , comme corde , la conjuguée de VO ; qu’il sera la 
réunion des deux pôles , l’un intérieur , l’autre extérieur , que présente 
ordinairement chaque corde, et que les deux points O' et 0 , dont le der- 
nier est censé double , formeront un système de pôles conjugués (545). 

565. Si nous prenons sur la base M'ON'V un point quelconque M; que 
pour ce point nous construisions (543) le quadrilatère dont les côtés con- 
courent en 0 et en O' , ce quadrilatère aura un de ses côtés -contracté en 
0 , et il *e réduira au triangle MNÜ. Quant au quadrilatère circonscrit 
dont il a été question dans le cas de la section fermée , et dans celui de ht 
section à deux branches , il se trouvera réduit aux deux droites O'V, O'O, 
comprises entre le point 0' et l’infini au-dessous de ce point. 

566. Cela posé, concevons par les droites MO, VO, NO, d’une part , 
VO' et MO', d’autre part , une suite de plans pssant par le sommet du 
cône, et voyons comment ils couperont le plan (AB, BD). Ceux dont les 
traces MO, VO, NO, concourent en 0 , le couperont suivant des droites 
(x/a , BD), ( kv , BD), (yn , BD), parallèles a (80, S'a»); et ceux dont les 
traces VO 1 , MO', concourent en 0', le couperont suivant des droites (zm, 
BD), (wv, BD), parallèles à (80', S '»). L’analogie avec Le cas de la section 
fermée, et avec celui de la section & deux branches, se trouvera conservée, 
en ce que les droites MO, VO* NO, qui concourent en 0, donnent un 
système de droites parallèles (xm , BD), (kv, BD), (yn, BD); en ce que 
les droites VO', MO', concourantes en &, -donnent un autre système de 
droites parallèles (tiv, BD), (zm, BD); en ce que la droite (tw, BD) est 
tangente à la section à l’extrémité v de la droite (kv , BD) ; enfin , comme 
on va le voir, en ce que cette dernière droite , qui correspond à la corde 
polaire OV , coupe toute corde (mn , BD), correspondante à une corde 
MN, dirigée au pôle 0' de OV, êt parallèle à la tangente (iw, BD), en 
-deux parties égales mi, in. 


Digitized by 


CHAP. IV. DES SECTIONS CONIQUES. 


ai5 


567 Pour démontrer cette dernière propriété , menons par le Centre pi < 3 . 
C de la base , la droite O'N'CM'; et par les points N' et M', où elle coupe * 
le cercle M'ON'V, menons les droites N'O, M O, et la droite N'EPG, pa- 
rallèle à 00'. Les arcs OM' et MV' seront égaux , ainsi que VN', N'O et 
OG Or , l’angle GN'O aura pour mesure la moitié de l’arc GO , ou la moitié 
de son égal VN', il sera donc égal à l’angle VON' ; donc le triangle NTO 
sera isoscèle , ce qui donne N'E = EO. On a aussi : 


rnv _ VRf - °*Ü. — ^ 4- — = — + — = KTO ; 
tUr — -j- — 2 — î ~ 2 a 2 


OG 


GM' 


ON* . GM' 


donc le triangle EFO est isoscèle ; donc EO = EF. Donc enün EF = EN'. 

Actuellement, faisons sur la droite M'O' les constructions que nous avons 
faites sur MO'; nous obtiendrons les points m' et n' de la projection amvnb 
de la section , et la droite ni ri sera parallèle à mn. Et comme EF = EN', 
on aura kx> = kf, ce qui donne ini == «V. 

Menons par les points M et M' la droite MM'; elle déterminera sur VO 
un point H , dont la polaire sera conjuguée à VO ; donc si l’on mène par 
le point N' la droite NU , elle coupera MO' justement au point N d’in- 
tersection de MO' et du cercle M'ON'V, puisque le quadrilatère MM'N'N 
devra être inscrit dans ce cercle : donc les droites MM, N'N, menées par 
les points M et M', N et N', concourront au même point H de VO. 

Il suit de là que si par les droites Mil, NU, et par le sommet du 
cône, on mène des plans, ils couperont le plan (AB, BD) suivant des 
droites dont les projections m'mh, n'nh, se rencontreront en un point h 
de Av. Mais puisque tm‘ = tri, et qne mn est parallèle à m'n', il s’ensuit 
que mi = in : ce qu’il fallait démontrer. 

568. Si l’on fait parcourir au point V le cercle entier M'ON'V, le pôle 
0' parcourra toute la section; toutes les droites telles que (Av, BD) se- 
ront parallèles entre elles et à la droite (SO, S'a), et pour tontes les posi- 
tions de la ligne (Av, BD), cette ligne divisera en parties égales les cordes, 
telles que (mn, BD), parallèles à la tangente (ur, BD) au point, projeté 
en v, où se rencontreront la droite (Av, BD) et la section. 

Cette propriété, analogue à celles qn’on a vues n°‘ 55 1 et 55ç), fait 
donner aux lignes telles que (vA, BD) le nom de diamètivs conjugués, ou 
simplement de diamètres. 

56g. Ges diamètres étant parallèles ne se rencontrent qu’à l'infini; ainsi 
le point analogue an centre de la section fermée et de la section à doux 
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branches est à l'infini : c’est-à-dire que la section ouverte à une branche 
n’a pas , à proprement parler , ce qu’on appelle un centre. Par la même 
raison le conjugue' d’un diamètre (kv, BD) n’existe pas. 

570. Si par le sommet (S, S') on mène un plan perpendiculaire à la 
droite (SO, S' ce), il coupera l’axe des pôles a' a 1 en un point, et il est 
évident que ce point étant pris pour pôle , le diamètre analogue à Çkv, 
BD), et la tangente correspondante (hv, BD), se trouveront à angle droit. 
Ce diamètre coupera par conséquent les cordes qui lui seront perpendicu- 
laires en deux parties égales. 

On donne à ce diamètre , qu’il sera très facile de déterminer , le nom 
d’rtxe de la section , et on appelle sommet de cette section le point , ana- 
logue au point projeté en v , où il la coupe. 

571. Il nous reste encore un cas fort important à examiner, c’est celui 
où le sommet du cône est à l’infini. Alors la surface donnée est un cylin- 
dre à base circulaire TURV, dirigé d’une manière quelconque (Ce, Ce') 
dans l’espace ; la section, à moins quelle ne soit composée de lignes droi- 
tes, est une courbe fermée ( lurv , BD), et l’axe des pôles est à l’infini, et 
parallèle à la (race horizontale AB du plan coupant (AB, BD). 

Or, chaque pôle situé sur oy ce étant à l’infini , les cordes conjuguées, 
correspondantes à ces pôles, seront des diamètres rectangulaires TR, VU, 
de la base TURV. Les plans menés par ces diamètres , parallèlement au 
cylindre , auront pour traces les droites V£ , Tç ; ils se couperont suivant 
la droite (Ce , Ce 1 ) , et ils couperont le plan (AB, BD) de la section , sui- 
vant des droites (fc, BD), (1 pc, BD), qui seront de véritables diamètres 
conjugués de cette section ( 549 ) * et T 1 * 50 couperont suivant son centre 
(c, c'). En effet, au carré T'U'R'V', formé par les tangentes T'a et Rfl, 
U 7 r et V 4 , menées aux extrémités de TR et VU , il correspondra un pa- 
rallélogramme t'u'r’v' , formé par les droites M et 0 r, ttu et ^,v, inter- 
sections des plans parallèles au cylindre menés par les tangentes T'A et R 0 , 
U 7 T et \ r 4 ; donc ces droites A< et 6 r, 7 ni et 4 *'> seront tangentes aux ex- 
trémités de tr et vu : donc etc. ^ 

57a. 11 est aisé de s’assurer que si le point T se meut tout autour de 
TURV , le point t se mouvra tout autour de lurv, et que toutes les droites 
comme tr et vu ne cesseront pas d’être des diamètres conjugués. En ap- 
pliquant d’ailleurs à la figure qui nous occupe les raisonnemens du n° 55 a, 
on reconnaîtra qu’il y a toujours un système de ces diamètres dans lequel 


t 
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Üs font entre eux un angle droit (619) , d’où il suit que les propriétés 
des diamètres conjugués , des axes , etc. , démontrés plus haut (549 — 
553 ) pour la section fermée du cône , ont lieu pour celle du cylindre. 

573. Ce qui précède nous met à même de faire quelques remarques utiles sur la ma- 
nière dont la section fermée, la section è deux branches, et la section ouverte, qui sont 
trois modifications de l’intersection du côoc et du plan , se transmuent les unes dans les 
autres. # 

Si la section est fermée, la droite menée par le centre (c, c), et par le sommet (S, S'), 
perce le plan de la base en un point O", qui est un pôle invariable appartenant à fous les 
systèmes de pôles conjugués qui correspondent a la section. Toutes les cordes de cette sec- 
tion sont des cordes intérieures du dOne, et leurs pôles O et O' sont situés à l’extérieur de 
la base TURV, sur Taxe des pôles OO'. 

Si le plan coupant BD se meut autour du point E , de manière b devenir peu à peu 
parallèle an plan tangent ST, la section s’alongera, et le pôle O" s’approchera de In cir- 
conférence TURV. Si ce plan devient enfin parallèle au plan tangent, le centre (c,c # ) pas- 
sera à l’infini ; le pôle correspondant à la droite menée par les points (S, S'), (c, c), sera 
sur la ligne TURV ; tous les diamètres seront parallèles, et toutes les cordes parallèles 
à ces diamètres auront leur pôle réuni au précédent suivant le point O, 011 l’axe des 
pôles OO touchera la base TURV. De sorte que deux pôles étant confondus en O , chaque 
système de trois pôles conjugués se réduira à deux points O et O', dont le dernier seul 
sera variable. 

Si le plan coupant, en continuant de se mouvoir, vient à couper les deux nappes, la 
section aura deux branches ; les pôles qui s’étaient réunis dans la section ouverte se trou- 
veront séparés; celui O", qui correspondait au centre (c,c'), et qui était dans l’intérieur 
de la base, passera à l’extérieur, parce que le contre (c, c'), de la nouvelle section , se 
trouvera entre ses deux branches, à l’extérieur du cône; et celui O, qui correspondra aux 
diamètres réels, passera dans l’intérieur, attendu que ces diamètres seront tous des Cordes 
extérieures. Ces mêmes diamètres étant compris dans l’angle projeté en fier, et formé par 
les asymptotes (cê, c' B), (cr, c B), les diverses positions que pourra prendre le pôle O 
seront situées sur la partie TR, de l’axe * • des pôles, comprise dans le cercle TURVjJes 
diamètres imaginaires étant compris dans l’angle 6 c/, supplément de Gcr, les pôles cor- 
respondons à ces diamètres et aux cordes qui leur seront parallèles seront situés, sur 
Paie des pôles, au-debors de la partie TR, et des trois pôles O, CP, O”, le seul pôle O" 
aura une position invariable. 

574. LES SECTIONS CONIQUES sont des ellipses , des hyperboles , ou 
des paraboles (*). Le cercle jouit , comme on le sait , de la propriété que 


(*) Nous avions d’abord démontré, au moyen d’un grand nombre de proportion*, 
suivant la marche des anciens, les propriétés caractéristiques de l’ellipse, de l’hyperbole 
et de la parabole : nous avons préféré suivre la marche de M. Poncelet ; peut-être 0*1- 
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[• s ’ ü est C0U PÔ trois sécantes PQ , QR , RP , absolument quelconques , 
on a, ” 

PO x PO' = PM' x PM ; 

QN x QN' = QO' x QO ; 

RM x RM' = RN' x RN. 

D’où l’on tire, en multipliant membre à membre , 

PO x PO' . QN X QN' . RM x RM'=PM' X PM . RN' x RN .QO' x QO . . .(«), 

ce qui donne ce théorème : Le produit des segmens PO, PO', QN, QN', etc 
adjaccns aux sommets P, Q, R, dans le sens PQR, est égal à celui des 
segmens PM, PM, RN', RN, etc., adjaccns aux mêmes sommets, dans 
le sens PRQ (*). 

5 7 5 . Concevons que le cercle OMN serve de base à un cône dont le 
sommet soit choisi arbitrairement; imaginons que ce même sommet soit 
celui d’une pyramide dont le triangle PQR soit la base, et supposons que 
ce cône et cette pyramide soient coupés par un plan quelconque. La sec- 

- tion de ce plan sera, en général, telle qu’on la voit fig. 6, fig. 7, ou 
fig. 8 j car le cône sera coupé suivant une courbe fermée , suivant une 
courbe à deux branches , ou suivant une courbe ouverte , et la pyramide 
suivant un triangle pqr. Or , quelle que soit cette section , on va voir que 
le théorème précédent s’y applique : c’est-à-dire qu’on a 

P° Xpo'- qnx,qri . rmx rm' =pm'x pm. m! x m . qo'xqo... (b). 

- 076. Par le sommet S du cône (fig. 4), et par le segment quelconque 
PO de la base (fg. 3 et Jig. 4), faisons passer un plan ; il contiendra le seg- 
ment po (fig. 4 , fig. 6 , fig. 7 et fig. 8 ), correspondant à PO (fig. 5 et 
f l S- 4 ) > et les points S , P , p, seront en ligne droite , ainsi que S , 0 et o. 
Les deux triangles SPO , Spo , auront donc l’angle SPO commun , ce qui 
donnera, 

SPO : Sno :: SP X so : Sp X So. 

ou 

SPO Spo / 4* 

SPxSO P’S .......... (Cj. 


«Ile un peu plus difficile; mais elle est plu» courte, moins fatigante, et d’une grande 
(*) v oy«t le Traité de» propriétés pmjectives , page 18 et suivante». 


Digitized by 


CHAP. IV. 'DES SECTIONS CONIQUES. 3ig 

D'où nous conclurons que le rapport de la surface triangulaire SFO, et du p| - <*■ 
rectangle SP X SO , des côtés qui compriment l'angle S , est le même pour 1 * 

le segment PO de la base, et pour le segment correspondant po delà section. 

Désignons ce rapport par ^ , et appelons <p la perpendiculaire abaissée du 
point S sur PO ; nous aurons , 


SPO _ ; <p x PO a 
SP x SO SP X SO 2 




ou 


PO = a 


SP X SO 


Il en sera de même pour tous les autres segmens PO', QN , etc. ; ruais la M* O- 
perpendiculaire <p sera la même pour les quatre segmens PO , PO\ QO , QO', 1 ’* 3 ' 
dirigés suivant PQ, et les perpendiculaires 7T et 4- , abaissées du sommet 
du cône sur les droites QR et RP, appartiendront aussi aux quatre 
segmens dirigés suivant chacune de ces droites. Si donc ou désigne 

par-* -, p etc, les rapports analogues à celui que nous a vous désigné 

par - o us aurons , 

* an 

PO X PO' = a h *2*™. , PM' x PM = c SPxSM ' d . 

,9 9 9 9 

QN x QN' =a'- ^ 3 - x S ? b' ; RN' x RN = c' i RxSN ' rf SR x g? . 

W 7T’ T jt 

RM x RM'= rt «?R x_SM y, SR.x_Sm:. Q0/ x çp—J gQx jO ' rf ,SQxSO 

Ce qui donnera pour le premier membre de la relation ( a ), 

» • ■ — | 

aa'a' X bb'V SP * SB SO x SO'. SPt X SN'. SM X SM', 
et pour le second, 

cc'd'xddd" ^ SM' x SM.SN' x SN. SO' x SO : 

en réduisant il viendra donc 

««'«" X WW = etc' x dttdt („). 

Relation qui est indépendante des grandeurs PO, PO', SP, SO, <p, -x , etc , 

a8.. 
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et qui ne contient absolument que les quantités numériques a, a'... b, b'.. etc: 
Or , d’après les relations (c) et (d), chacune de ces quantités , telle que a, est 
la même par rapport à la base , et par rapport à la section; donc la rela- 
tion (c) est tout-à-la-fois équivalente à la relation (a) et à la relation (b). 
Donc enfin , il résulte de ce que la relation (a) ést vraie pour la base, que 
la relation ( b ) , qui se rapporte à la section , est vraie aussi (*). 

577. Cette même relation ( b ) a lieu encore , comme on va le voir, lors- 

que le sommet du cône est à l’infini. En effet, dans ce cas la section n’est 
autre chose qu’une projection oblique ou orthogonale de la base, et les 
grandeurs qui sont sur une même droite PQ , QR ou RP , sont à leurs pro- 
jections dans un rapport constant « , S, y, ce qui donne, 

PO X PO' = a*. />o x po'; QO' x QO = «*. qo' X qo ; 

QN x QN'= e*. qn x qn'i RN' X RN = C*. rri x m ; 

RM x RM'= y‘. rm x rm'; PM' X PM = y', pm' x pm , 

et par conséquent , 

**£*>*. poxpo’. qnXqri. rm'Xrmz=a.'fi‘y‘ . pm'xpm. rrfxm. qo'xqo, 

ou , en retranchant le facteur commun u'C'y*, la relation (b) elle-même. 

578. Cela posé, les trois droites pq , qr, rp, n’étant assujetties à aucune 
autre condition que d’être des sécantes de la section, supposons que les 
deux sommets p et q appartiennent à un diamètre oo‘ de cette section , 
et que le troisième sommet s’éloigne à l’infini sur le conjugué de 00'. Soit 
que ce diamètre conjugué se trouve à une distance finie (Jig. 9 et Jig. 10), 
soit qu’il se trouve lui-même à l’infini (Jig. n), les droites m'm , rin, 
concourantes au troisième sommet, seront des parallèles au diamètre con- 
jugué à 00'; donc on aura (55 1, 55g et 568) 

pm — pm' et qn = qn'. 

Ce qui réduira la relation (h) à celle-ci : 

jx> X po'. qn . rm X rm' — pm . m' x m. qo' x qo , 

ou : 

— * f — — » 

P m x rn X rn _ _jn ^ , 

po X po' rm X rm' ' jo' Xço J" 

Le troisième! sommet étant à l’infini, il faut, pour faire usage de cette 

(*) Voyex le Traiti des propriétés projectives, page 6k 
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relation, voir ce que devient le facteur pi. 4,. 

. - Fin- 9. 

m X m 

TT 7 

rm X rm 

579. Le plan mené par le sommet S du cône (fig. 5 ), et par celle m'pm p;*. 3, 
des deux cordes m'pm, nqn' , qui se trouve la plus grande, passera par la 5 - 9. >° 
droite PR (Jig . 3 et fig. 5 ) de la base , droite sur laquelle sont les points M' ct "* 
et M, correspondans de m' ct m, et le troisième sommet, que nous dési- 
gnons par la lettre r, étant à l’infini , son correspondant R sera sur une 
droite SR, menée par le sommet S du cône, parallèlement à m'm. Par le 
point P, menons la droite xj parallèle à m'm-, les triangles semblables 
SMR, PMx, nous donneront 

SR : Par :: RM : PM. , v 1 ‘ 

De même les triangles semblables M'SR, MfiP, nous donneront 

SR : Py :: RM' : PM'. 

Et comme pm' =spm , on a ¥x =Vj- ; d’où il suit que les premiers rap- 
ports des deux proportions précédentes sont identiques , ce qui donne 

RM : PM :: RM' : PM', 
ou 

RM ‘ ’PM’.. > ■■■:■! : .. . , 

«Sf — PM ' 

Égalité qui aura lieu entre les grandeurs mV etw^ , mV et *j»', pour toute 
ligne droite m'R', mil", menée par le point M' et rencontrant les trois droites 
S/n', S p, S m. Or, supposons que la ligne droite m'R' coupe successivement 
SR' en des points R', R', etc , de plus en plus éloignés, ct qu’enCn cette droite 
m'R' prenne la position m’m, pour laquelle lc'point R', passé en r, ést sup- 
posé à l’infini ; la relation précédente deviendra 

, rm pm! 

rm pm 

Ce qui montre qu’un point r étant à ü infini sur une droite m'm , les dis- 
tances infinies de ce point à deux points m' et m de la même droite , quoi- 
qu’elles aient une différence finie m'm , sont cependant rigoureusement 
égales, puisque leur rapport est l’unité (*). 


(*) Vojei le Traité de» propriétés projectives , page «5. 
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580. D’après cela , on voit que la quantité 

rri X m 
rm X rm' 

sera aussi égale àl’anité, car les deux infinis rm, ml, qui diffèrent de la 
longueur mm', étant égaux , les infinis m , m', qui ne diffèrent que de la 
longueur nn', moindre que mm' (079), seront non-seulement égaux entre 
eux, mais égaux aux deux premiers. 

Donc la relation ( f ) se réduit à 

pm gn 

po x po' go X go” 

d’où résulte ce théorème important : Que dans toute section plane conique 
ou cylindrique , les quarrés des ordonnées parallèles à un diamètre sont, 
entre eux comme les rectangles des segmens correspondons formés sur son 
conjugué (584)- 

Les axes n’étant autre chose que des diamètres conjugués , ce même 
théorème a donc lieu pour les axes. Il va nous servir à démontrer l’iden- 
tité de la section fermée avec l’ellipse , de la section à deux branches avec 
l’hyperbole, de la section ouverte avec la parabole. Pour chaque section 
nous supposerons que cette identité ait lieu , nous construirons les foyers , 
et nous ferons voir qu’effectivement la section peut être engendrée au 
moyen d’un fil attaché à ces foyers (855, 861 et 867). 

58 1. Soit A'B'xVB une section fermée, AA' et BB' ses axes, on sait (858) 

que si cette section est une ellipse, les petits arcs Fg, F 'g', décrits du point 
B comme centre , avec un rayon égal à CA, couperont le graud axe A'A 
aux loyers F et F' de la courbe. 1 

Qr, on aura, par le théorème du n° 58o, 

PM _ Cb" _ S* 

PA' X PA GA' X CA ÔÂ*‘ 

Et comme PA' x PA = (CA -f- CP) (CA — CP) — CA — CP , il vient 
. " /„* Zk PM=J‘(CÂ* - CP ); V v 

P 4 •■••• 

ou 

« . — 1 PP* •— * 

PM = CB — CB. 

CA 
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aao 


Mais 

et 

Donc 

ou 


MF = PM -f- PF, 
PF = CF — CP, 


PF^ CF* 4- CP*— aCF X CP. 

MF* as CB* — CB* 4- CF -f- CP — aCE X CP , 


CA 


MF* = CB* 4- CF* -f- =. (CA* — CB*) — aCF X CP , 

CA 

ou, à cause de CB -f* CF sa BF — CA, et de CA — CB=BF — CB= CF , 
MF* == CA* + CP *k C ' - — aCF X CP. 

CA 

CP X CF 

Et attendu que la quatrième proportionnelle — — ^ — , donnée par cette 

proportion , CA : CF :: CP : X , est plus petite que CP , et par consé- 
quent plus petite que CA , on a 


MF 


r* /r-» CP X CF\» 

“ ( CA CA—) ’ 


MF = CA — 


CP X CF 
CA • 


On trouvera , en suivant absolument la même marche , 

MF' = CA 4- CP ^ - , CF 4- aCF x CP , 

CA 

ou 

n*rv r\ i CP X CF 

MF = CA 4 ^ — . 

On aura donc 

MF 4- MF = aAC = AA'. 

D’où l’on voit que la section fermée du cône et du cylindre est telle 
qu’en prenant les deux points F et F' pour foyers , la somme des rayons 
vecteurs MF, MF', d’un point quelconque M, est égale au grand axe AA' : 
ce qui prouve que cette section est une ellipse (855). 


pi. 43 . 

Ffg. 5. 
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« 58a. Ponr la section à deux branches dont AA' est l’axe réel on 

aura ( 58o ) * 

PM pm 

PA' X PA “ pA'“x7ï‘ 

Du point p comme centre, avec p\ comme rayon , décrivons le demi- 
cercle Agk; puis, sur A'k comme diamètre, construisons le demi-cercle 
A ' hk > et prolongeons l’ordonnée pm jusqu’au point h, où elle coupe ce 
dernier demi-cercle : nous aurons 


ph= pA' x P k= P A' x p x t 
et conséquemment, 

PM* = p =. (PA' x PA). 

ph 

Et comme on a PA' x PA = (CP + CA) (CP _ CA) ; il s’ensuivra 
PM = 4^, (CP — CA). . .... .. 

ph 

Portons pm et ph en Cm' et CA' ; joignons les points h' et A par la droite 
h' A ; menons m'b parallèle à h' A , et prenons CB = CA , CB' = CA. Les 
triangles semblables CA'A , Cm' b, donneront 


Cm' : CA' ou pm*: ph :: CA* ou CB*: CA*; 


d’ou l’on tire 


p~i _CB 

n j P h CA 

Un aura donc 



Maintenant, supposons que A'A et B'B soient les deux axes dune hy- 
perbole; pour avoir ses foyers, F et F' (864) portons la distance A'B de 
C en F et de C en F', et nous allons voir que cette hyperbole et la sec- 
tion qui nous occupe sont deux couibes identiques. 

585. Pour le prouver on remarquera que . ; 

.MF =s PM + PF { 1(1/ . 
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que 

ce qui donne 
et par suite 


CHAP. IV. DES SECTIONS CONIQUES. 

PF CP — CF : 

PF = CP* 4- CF* — aCP X CF; 


aa5 


pi. 44. 
Fig- 3. 


MF = =. CB — CB + CP + CF — aCP X CF , 
CA 

* 

MF* = CF — CB” -f- (CB* + CA*) — aCP X CF. 

CA 

cf’— cb“= âb‘— cb = câ‘, 

CB 4- CÂ*= CF J 


Mais 

et 

donc 


MF — CA‘ 4 - _ aCP x CF. 

CA 


• CP X CF * 

Et comme la quatrième proportionnelle — — , donnée par la propor- 
tion CA : CF :: CP : X, est plus grande que CA, on aura 

» = 


MF = — CA. 


On trouvera , en suivant la même marche , 
MF = ^ X Ct 

d’où résultera 


CA 


CA; 


MF' — MF = aCA = AA'. 


Ce qui montre que la différence des distances d'un point quelconque 'M, 
de la section , aux points F et F est constante et égale à l’axe réel : 
donc, etc. (86i). 

584- Passons au cas de la section ouverte. A h étant un diamètre ; PM Pi- 45. 
et pm étant deux ordonnées quelconques parallèles à la tangente en A , F,g ' 
les segmens correspondans seront d’une part PA et pA, d’ antre part les 

a 9 
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OU 

MF*= 4AF x AP + Âp'+ Xf‘— aAP x AF, 
on 

MF =~AP + AF* 4- aAF x AP = (AP + AF)*, 

ou enfin 

MF = AP -f- AF. 

Mais AP -f- AF = AP + AD = PD ; donc 

MF = PD. 

C’est-à-dire que la courbe a tous ses points à la même distance du point F 
et de la droite DB: cette courbe est donc une parabole (867). 

587. Quant aux sections coniques et cylindriques singulières, qui se 
composent d’une ou de plusieurs lignes droites, elles sont évidemment iden- 
tiques avec les ellipses, les hyperboles et les paraboles singulières qui se com- 
posentaussi de lignes droites, et dont il est question Note I™ (885 — 888) (*). 

D’après cela , toutes les sections planes du cône à base circulaire [cône 
dont le cylindre de même base n’est qu'un cas particulier (606)] sont 
des lignes elliptiques , hyperboliques et paraboliques. On verra plus loin 
(607) que , réciproquement , toutes les ellipses , toutes les hyperboles , 
et toutes les paraboles , sont des sections de plans et de cônes à bases cir- 
culaires. 

588. La relation 

po x po'. qn x qri. rm X rml = pm' X pm. rri x m. qo x qo, 

caractérisant, comme on vient de le voir , l’ellipse , l’hyperbole et la para- 
bole; de plus, les cônes et cylindres, qui ont pour bases des courbes 
jouissant de la propriété exprimée par cette relation , ne pouvant être cou- 
pés par des plans que suivant des courbes qui jouissent de cette même 
propriété, il s'ensuit que tous les cônes qui ont pour bases des ellipses, 
des hyperboles et des paraboles , ne peuvent être coupés par un plan que 
suivant uiie section elliptique, hyperbolique ou parabolique. 

58g. Il suit de là, i°. que toutes les projections obliques et orthogo- 


227 


pi. < 5. 

Fi*. 7. 


(*) On remarquera peut-il re que parmi les variétés d’hyperboles, celle qui sc compose 
de deux parallèles éloignées d’une distance finie (887), n’a point été retrouvée (5a6 et 
517) parmi les sections coniques: elle existe sur le cylindre à base hyperbolique (607). 

ag.. 
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nales d'une ellipse, d'une hyperbole ou d'une parabole, sont d'autres 
ellipses , d’autres hyperboles on d’autres paraboles ; a", que les courbes 
examinées dans la Note première forment bien un seul et même genre 
de lignes (*). 

5yo. Des plans diamétraux des cônes. Lo cercle quelconque TURV étant la base 
d’un cône, dont le sommet (S, S’) ait été choisi arbitrairement, on sait (546 — 55o, 555 et 
556, 564 — 567) que le plan mené par le sommet et par la polaire TR d’un point O, divise 
toutes les cordes du cône , telles que (m, HD), parallèles à la droite (SO, S’») , en deux 
parties égales. Un plan qui jouit de la propriété de couper ainsi par moitiés tout un système 
de cordes parallèles, est ce qu’on nomme un plan diamétral 

Il est clair que tout plan diamétral passe par le sommet (S, S). 

5g 1 . Lorsque les cordes correspondantes à un plan diamétral STR sont perpendicu- 
laires à ce plan, il prend le nom de plan diamétral orthogonal. On voit que, dans ce cas, 
le pèle O, correspondant au plan STR , est tel que ce plau soit perpendiculaire à la 
droite SO. 

5ga. O, (y et (y, étant donc trois pâles eonjngaés (543) de la base TURV , lo plan mené 
par lo sommet, et par O C/, sera le plan diamétral correspondant aux cordes parallèles à 
la droite menée par le sommet et par le pâle O. De même, le plan mené par le sommet , 
et par la droite 0 " 0 , sera le plan diamétral correspondant aux cordes parallèles à la droite 
menée par le sommet et par le pôle O’. Enfin , le plan mené par le sommet, et par la droite 
O'O, sera pareillement le plan diamétral correspondant aux cordes qui ont le point O' 
pour pôle ( 590 ). 

C’est-à-dire que trois pôles conjugués O , O' et O", déterminent trois plans diamétraux 
passant par les droites O'O', O’O, OC/, qui joignent ces trois pôles , et que les trois sys- 
tèmes de cordes, coupées en parties égales par oes trois plans, sont respectivement paral- 
lèles aux droites menées par le sommet, et par les points O, O', O', ou , ce qui revient au 
même , que ces cordes sont respectivement parallèles aux intersections de ces trois plans. 

On donne à ces plans le nom de plant diamétraux conjugués. 

693 . Lorsque trois plans diamétraux conjugués sont tous trois à la fois des plans dia- 
métraux orthogonaux, ils prennent la dénomination de plans diamétraux principaux, ou 
simplement celle de plans principaux. 

Les trois droites suivant lesquelles se coupent le» plans principaux se nommeut les axes 4 
du oôuc- Parmi oes axes , oelui qui passe par le pôle O" est dans l’intérieur de la surface , 
il se nomme l’cure réel , les deux autres sont au-dehors,on les nomme axes imaginaires. 

5g4. Si le cercle AB, dont le plan est supposé perpendiculaire au plan SAB de la figure 
(53o),scrt de base à un cône dont le sommet soit en S, 'le plan SAB, comme nous 1 avons dit 
précédemment ( 5 aq) , divisera le cône en deux parties symétriques : il coupera par con- 


(*) Dans l’Analyse appliquée on les nomme lignes du second degré ou lignes du second 
ordre ( 1 G 9 note). Ue nom de sections coniques est plus particulier à la Géométrie. 
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aaç) 

séquent en partiel égala toutes les cordes qui lui seront perpendiculaires. Il est clair qu’il PI 
en sera de ménie du plan SQ, tel que les angles ASQ, QSB, soient égaux; ainsi que du *’•' 
plan RST, perpendiculaire à l'intersection de SAB et de SQ. D’où il suit que tout cône à 
base circulaire présente un système de plans principaux SAB, SQ,HST. 

5g5. Il est aisé de prouver aussi qu’un tel c 6 ne n’a jamais qu'un seul système de ces 
plana Pour cela , nous remarquerons d’abord que si A BD est la base circulaire d'un cône, Fig. 3. 
et (S , S') son sommet , tout plan principal , dont la trace AB coupe la base, est tel que la 
droite menée par le sommet et par le pôle O de AB, lui soit perpendiculaire, en sorte 
que la angles de cette droite, et de celles qui passent par le sommet (S, S ) et par la points 
A et B , sont des angles droits. 

Cela posé, soit x un point du cercle ABD, et supposons que ce point appartienne à 
un plan principal. Menons par le point x la trace xt du plan tangent an cône; et con- 
struisons la trace S, de la droite menée dans ce plan par le sommet (S, S') , perpendicu- 
lairement à celle qui joint les points (S, S') et x. S’il y a un plan diamétral orthogonal 
qui passe par le point x, le pôle des corda conjuguées à cc plan sera le point <; donc 
si , par le point s, on mène la tangente tx à la base, pour déterminer le point de contact x , 
la droite xx' sera la trace du plan orthogonal auquel In point .v est supposé appartenir , cc 
qui exige que Ira droites mené» par le sommet (S, S), et parles points /et /, tassent entre 
elles un angle droit , ou , ee qui revient au meme , ce qui exige que le point l soit dans le 
plan CS. De là il suit que le point x ne peut avoir que quatre position» sur le cercle ABD, 
savoir : il peut être en Z et en Z' sur la droite CS , et il peut être en s et en *' dans le plan 
principal S' l. Mais ces quatre positions appartiennent am plans principaux examinés tout 
à l’heure (5ç>4); donc, etc. 

Si le cône pouvait être coupé suivant un cercle par d’autres plans que 1rs plans paral- 
lèles et antiparallèles à la base ABD , ce cône aurait plusieurs systèmes de plans antiparal- 
lèles, et chacun de ces systèmes donnerait un système de (dans principaux. Or, puisqu’il 
n’y a qu'un système de ces derniers , il n'y a aussi qu’un >eul système de sections antipa- 
rallèlc* : donc il n'y a pas d’autres plans que les plans parallèles et antiparallèles à la base 
qui puissent couper le cOne suivant des cercles. 

Nous ferons remarquer en passant que les cercles des sections antiparallèlra étant 
distribués sur les droites SC , SC', menées par le sommet S. et par Ira centres C et C dedeux p; e 4 . 
sections A'B', ab , l’axe réel SQ du cône n’en peut contenir aucun, sauf ceux des deux 
cercles qui se confondent avec le sommet. 

5y8. Soit TLRV une section couique quelconque, et soit S un point pris arbitraire- pj ^ 
ment dans l'espace pour sommet d’un cône dont TURV soit la base. O étant un point Fig. s. 
quelconque du plan T DRV , menons par ce point les tangentes OT, OR, à la hase; 
pui» menons la corde TR, que nous appellerons la pi laire du pôle O: car les déno- 
minations de polaires cl de pôles s’appliquent à toutes les courbes planes , de la même 
manière qu’au cercle. Le plan STR, mené par le sommet S et par la polaire TR, cou- 
pera en partira égales toutes les cordes dont le pôle est en O : c’est-à-dire que le plan STR 
sera le plan diamétral correspondant à cra cordes. I n effet, imaginons que le cône soit 
coupé par dos plans parallèles à SO: chaque section aura un diamètre dans le plan STR ; 
les tangentes aux extrémités de ce diamètre concourront à l’infini au point où la droite 
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PI. !fi. SO percera le plan de cette «ection, d’où l’on roit que les cordes parallèles à SU seront les 
*■‘1 *• cardes conjuguées à ce diamètre ; donc toutes les cordes parallèles à SO seront coupées en 
parties égales par le plan STR. 

Si maintenant on prend sur TR un pèle quelconque O'; si Ton détermine la polaire 
VU, et si Ton coupe le cône par un plan parallèle au plan OSO', la section aura un dia- 
mètre dans le plan SVU; elle en aura un autre dans le plan STR ; les tangentes aux extré- 
mités du premier seront parallèles au second ; donc ils seront deux diamètres conjugués; 
donc les tangentes aux extrémités du second seront parallèles au premier; donc la droite 
VU prolongée passera par le pôle O : donc la liase TURV, qui est une section conique 
quelconque, jouit de toutes les propriétés précédemment démontrées ( 543 ) pour les cordes 
polaires du cercle. 

599. 11 s’ensuit que les trois pôles conjugués O, O' et O', d’une section conique, dé- 
terminent trois plans diamétraux conjugués OSO”, O’SO', OSO, du cône auquel appar- 
tient cette section. 

600. Supposons la droite SO perpendiculaire au plan STR , ou , ce qui est la meme 
chose ( 5 gt) , supposons que ce plan soit orthogonal, et faisons mouvoir le pôle O' sur ia 
droite indéfinie TR '■ le plan diamétral SVU, passant par le pôle O, et la droite SO*, inter-, 
section de SVU et de STR, se mourront en même temps que le pôle O'. Concevons que ce 
pôle soit à l’infini vers .v ou à l’infini vers x : à ces deux positions il ne correspondra qu’une 
seule position Scu du plan SVU; la droite SO* se trouvera en Su', et la droite SO', devenue 
parallèle à TR, coïncidera avec la partie So', ou avec la partie So, d’une droite 00 menée 
par le sommet S parallèlement à TR. La droite SO', dans ces deux positions, fera donc 
avec SO' des angles o'SO* , O 'So, supplémens l’un de l’autre : donc un de cet angles sera 
obtus. Si le point mobile O' passe de l’infini vers x à l’infini vers x' , en occupant successi- 
vement toutes les positions intermédiaires , l’angle O'SO’ variera graduellement : or le 
point O" étant arrivé en R ou en T, le plan SVU sera en SRO ou STO, et la droite SO' en 
SR ou en ST; donc l’angle O'SO’ sera nul. Donc le plus grand des deux angles o'SO*, O'So, 
d’obtus qu’il était, deviendra nul , et ensuite égal au plus p etit : donc il y aura une posi- 
tion du point O* pour laquelle ce plus grand angle sera droit Dans cette position, que 
nous indiquerons au moyen du point O' de la figure , la droite SO' qui , par cela seul que le 
plan STR est orthogonal , sc trouve perpendiculaire à SO , sera donc aussi perpendiculaire 
à SO’ : donc elle sera perpendiculaire au plan SVU. Donc enfin le plan diamétral SVU 
sera orthogonal , ainsi que STR , en sorte qu’en faisant passer par les deux droites SO', SO , 
perpendiculaires à ces plans , un troisième plan SOO', on aura tes trois plans d iamétraux 
principaux STR, SVU, SOO^, du cône donné STURV. 

601. On voit d’après cela que si nous pouvons prouver qu’un cône dont la base est une 
section conique, a toujours un plan orthogonal STR, il s’ensuivra qu’il a des plans principaux. 

Supposons que ce cône soit coupé par un plan parallèle à l’un de ses plans tangens; U 
PI. 45 . section sera ouverte, et ce sera une parabole TURV. Prenons cette parabole pour base; 
Fi{. 6. prenons son plan pour plan liorixontal de projection, et soit S la projection du sommet 
sur ce plan. Parle point S abaissons la droite Sn normalement à la parabole; soit pq la 
tangente en », et soit S' la projection verticale du sommet sur un plan BD perpendiculaire 
à pq. I,es angles RSÜ, TSO (S désignant le somme! et non sa projection), situés dans loi 
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plana tangtns OBS, OTS, devint être tous drus droits pour un plan orthogonal STR, 
il va être facile de construire le pôle O correspondant à un tel plan. 

Par un point quelconque m, de la partie tjRPV de la base TURV, menons une tangente 
quelconque mt, puis rabattons le plan tangent S ml . l.e sommet S viendra en * ; la droite 
Sm viendra en zrn, et si par le point z ou mène ri perpendiculaire à stt», le point i, et un 
nombre suffisant d’autres points, déterminés de la même manière, donneront une courbe 
p'OO'r, sur laquelle devra se trouver le pôle cherché O, si ce pôle existe réellement. 

Des constructions analogues , faites pour l’arc ni TQ de TURV, donneront une ligne 
♦OO'j', lieu des points tels que i, sur laquelle devra aussi se trouver le pôle O. 

Ces deux lignes p'OO'r, rOO'y', seront deux branches d’une même courbe , jouissant de 
la propriété que si par un de ses points i on mène un plan tangent au cône , l’angle de 
l’élément de contact Sm , et de la droite Si, sera un angle droit. 11 est aisé de voir que ces 
deux branches seront conjuguées entre elles par les asymptotes menées par le point S , 
l’une xy, parallèlement à ptj , l’autre vr , perpendiculairement à l’axe AX de TURV. 

602. II s’agit maintenant de démontrer que les deux lignes p'OO'r, sOO'j', se ren- 
contreront toujours. Pour cela, nous allons faire voir que la branche p'OO'r, correspon- 
dante à l’arc 71 RPV de la base, situé du côté S de l’axe AX de cette base, coupe cet axe 
en un point t , tel que si l’on mène les tangentes tm , tm, la dernière fut coupera l’autre 
branche rOO 'q en un point s, placé au-delà du point t de manière qu’on ait 


PI. 45. 

Fig. 6, 


mi mt. 


La branche cOO 'q allant du point i toucher à l’infini l'asymptote Sy, tandis que la 
branche p’OO'r va du point t à l’infini toucher l’asymptote Sr', il s’ensuivra que ces 
branches se coupent en un point O' situé entre t et i , d’une part , et l’infini vers y et r', 
d’autre part. De même le point i étant à droite de t, il s’ensuivra que la ligne iOv allant 
joindre l’asymptote Sv de la gauche, tandis que la ligne (Op',qui part de la gauche, va 
joindre l’asymptote Sx de la droite , ces deux lignes iOc, lOp, se coupent en un point O. 

Il sera donc prouvé que les deux branches de courbe oOO' g', p'OO'r, se coupent en deux 
points O et O'. Et il faut bien remarquer que la démonstration ne sera pas particulière au 
cas de la figure , car de quelque façon que soit placé le sommet par rapport à la base 
TURV, les deux asymptotes se croiseront par le point S, et seront dirigées, comme nous 
l’avons dit plus haut, l’une perpendiculairement à AX, l’autre parallèlement à la tangente 
pq, menée par le pied 71 de la normale Sti , ce qui , avec les positions relatives des points 1 
et », établit toutes les circonstances sur lesquelles cette démonstration se trouve fondée. 

Cela posé, transportons les points tti et m', S, t et », à la figure i'*, afin d’éviter la con- 
fusion de lignes que nous donnerait la figure 6. 

L’angle des droites menées du sommet aux points m et t étant droit, les trois points m, y- 
S et t seront sur un demi-cercle dont mt sera le diamètre ; si donc nous raliattons le plan 
de ces trois points sur le plan horixontal , mht sera ce demi - cercle, et la perpendiculaire 
SA, abaissée du point S sur mt, donnera le rabattement A du sommet. Si maintenant ou 
décrit sur 71A, comme diamètre , le demi-cercle 7;xA, et qu’on prenne la corde nx égale à 
Sn, il est clair que la corde *A sera la hauteur du sommet au-dessus du plan horixontal.; 
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PI. 45 . (Poil Pon voit que la seule disposition des points m , m', S et « , suppose le sommet du cône 

P'S- '• entièrement déterminé. 

Menons par le point m la droite mQ perpendiculaire à mm, et prenons le plan mQ 
pour plan vertical. Si nous menons la verticale (S, aS') , et que nous prenions aS' r= xh , 
le point (S , S') sera le sommet du cène. 

La droite AX étant perpendiculaire à mm' et passant par le point t, nous prendrons sur 
la droite «S prolongée es=cS; et comme il s’agit de démontrer que lesangles situés dans 
l’espace mSf, m’Si, étant droits, m'» est plus grand que ml, il reviendra au même de sub- 
stituer l’angle ni St à l’angle mSt, ai remplaçant le point (S, S ') par (s , S') , et de faire 
voir que m i est plus grand que m't. 

Etant donc connus les points {m ,m), (s, S'), (S, S'); et les droites menées par les points 
(s, S') et t, (S, S') et i, étant respectivement perpendiculaires à ( ms , mS') et à (m'S, mS'), 
le théorème à démontrer sera que m'i excède m't , ou bien que si l’on mène par les points • 
(s, S'), (S, S'), des plans respectivement perpendiculaires à {m't, mS’), {m'S, mS'), ils 
couperont 1a droite m't en deux points t et i , tels que le point i se trouvant correspondre 
au plan mené par (S, S') on ait m'i > mit. 

Ces plans, respectivement perpendiculaires à {m’t, mS ) , (m'S , mS), passeront par les 
horizontales {sr, SV), (Sr, SV), dont les projections sr,Sr, sont perpendiculaires à m's et 
m'S; or ces horizontales perceront le plan vertical au même point (r, /), car les angles 
mtr , m'Sr , m mr , étant tous droits, les points m , t , S , m et r, seront sur un même demi- 
cercle sous - tendu par le diamètre mr, à l’extrémité r duquel se couperont les troisdroites 
tr, Sr et Q mr. Si donc on mène par le point r la droite r'f, perpendiculaire à mS', cette 
droite sera la trace verticale commune aux deux plans perpendiculaires en question ; et 
leurs traces horizontales seront les droites fb,fd , respectivement perpendiculaires à m’s et 
à m'S. Les angles situés dans l’espace m'tt, m'Si, étant droits, ces droites couperont m't, 
la première au point t déjà connu, la seconde au point i. 

Il suit de là qu’étant donnés les points m , m, s, S et t, il ne s’agira , pour avoir le 
point i, que de mener par le point t la droite (/'perpendiculaire à m's , puis , par le 
point/, où tf rencontrera la droite mQ, perpendiculaire à mm, d’élever une nouvelle 
droite fit , perpendiculaire à m'S, et cette droite coupera m't au point cherché i. 

6o3. Sachant construire le point i d’une manière aussi simple, il sera facile de voir 
que m'i est toujours plus grand que m't. Distinguons plusieurs cas. 

i*v Cas. Quel que soit l’angle mtm.', supposons le point S dans l’intérieur 3e cet angle, et 
du côté de m'm où se trouve le point t. La ligne (/"étant menée par le point t perpendicu- 
lairement à m'a, et la droite m't étant nécessairement dans l’angle Sm'/, puisque les points 
S et « sont placés symétriquement par rapport à AX, on aura évidemment ni i m t. 

Fi*, a. a* Cas. L’angle mtm' étant toujours arbitraire, supposons le poiut S dans cet angle, à 
l’opposé dn sommet par rapport à mm'. Le point projeté en S devant se rabattre sur le 
demi-cercle mty t, dont m/est le diamètre , il faudra que la projection S de ce point soit 
située dans cedonii-ccrcle.cc qui exigera que l’angle Smt, ou son égal tm'l, soit au plus on 
angle droit. Il s’ensuit que la droits tf, perpendiculaire à m't , coupera la ligne de terre 
mQ en un point /, qui sera à droite du point d’intersection t de m't et de mQ. Or, le point 
i étant sur la perpendiculaire à m'S, menée par le point f, et cette perpendiculaire fd 
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étant évidemment au-delà |de la portion de droite ft, par rapport au point m, on aura Pt 45. 
encore m s)> m't. *'■ 

3* Cas. Supposons le point S situé au-debors de l’angle quelconque mtm, du même Fig. S. 
côté de mm que le sommet de cet angle. Le point S devant se trouver dans le demi- 
cercle mxyt , il faudra que l’angle Sm<= sm't soit au plus égal à un droit. La droite l/, 
perpendiculaire à m's, sera donc à gaucho de m’t ; d’où l’on voit que le point d’intersection 
t de m't, et de la ligne de terre, sera situé à droite du point/ Mais puisque la ligne ft, per- 
pendiculaire à ms, passe par le point t , la ligne fd qui donne le point » , et qui est per- 
pendiculaire à m S, sera évidemment au-delà du point t, par rapport au point m , ce 
qui donnera conséquemment mi > m't, 

4* Cas. Après avoir supposé le point S en dedans de l’angle mtm', et successivement du Fig- 3. 
côté t de mm et du côté opposé , puis en dehors de cct angle et du côté d et, il ne 
nous reste à examiner que le cas oit le point » serait au-debors de l’angle mtm' , et à 
l’opposé du sommet de cet angle par rapport à mm'. Ce cas ne peut exister, car le point 
S doit être situé en dedans du demi-cercle msyt, et il serait au-dehors. 

Donc, dans tous les cas possibles , on a mi > ni t : ce qu’il fallait démou trer. 

6o4- Les courbes auxiliaires p'OCf r, vOO ' </', se coupant en deux points O et O', il cor- Fig. 6 . 
respond à ces points deux plans orthogonaux STR, SVU, qui coupent la base TLR V . 

Ces plans se coupent eux-mêmes suivant l’axe réel (SO*, S'o”), et il en résulte que tout plan 
perpendiculaire à cet axe coupe le cône suivant une ellipse. En effet , l’axe des pôles d’une 
section perpendiculaire à (SO*, S'o") est la droite que déterminent les points Oet O', et ces 
points sont les pâles des diamètres conjugués rectangulaires de la section ; or , supposons, 
i°. qu’elle soit parabolique : les diamètres seraient des droites parallèles qui concourraient 
à l’infini avec l’élément de contact du cône et du plan tangent parallèle au plan coupant; 
celui des deux pôles O et O" qui correspondrait à ces diamètres serait doue sur cet élé- 
ment, c’est-à-dire sur la ligne TLRV; a°. qu’elle soit hyperbolique: son axe réel serait 
une corde extérieure du cône ; donc celui des deux pôles O et O' qui correspondrait à cet 
axe serait dans l’intérieur de la base. Mais les deux pôles O et (y ne sont ni sur TURV, 
ni en dedans de TURV; donc, etc. 

6o5. Maintenant il est facile de prouver qu’un tel cône peut toujours être coupé sui- pi. 4 j. 
vant uu cercle. Pour cela prenons la verticale (C, CS) pour l’axe du cône : suivant ce qui F*g j- 
vient d’être démontré, ce cône aura pour intersection avec le plan horizontal une courbe 
elliptique. Supposons que le petit axe AB de celte courbe soit dans le plan vertical, et soit 
CD, perpendiculaire à AB, son demi-grand axe. La demi-ellipse ADB formera la moitié de 
la base du cône ; il sera aplati dans le sens du plan CD ; le plan AB le coupera suivant les 
élémens SA, SB, et si nous portons CD en CD', la droite SD 1 sera , sur le plan vertical, 
le rabattement de la section CD autour de l’axe réel (C , CS). 

Cela posé, prenons sur l’élément SB un point quelconque b, cl nous allons faire voir 
qu’on peut mener par ce point une section circulaire. Par le point b menons une suite de 
plans, tels que 6 P, perpendiculaires au plan vertical, et opérons do la même manière Eur 
chacun de ces plans. Déterminons le pointe milieu de iP; imaginons que ce point soit le 
centre d’un demi-cercle situé dans le plan bV , et construisons le rabattement Pmô de ce 
demi-cercle: son ordonnée en t , dans le plan vertical CD, sera égale à sm. Menons par te 

3o 
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PL 44. poiot « l'horisontale en , et prenoos »n=em; il est clair que ai le demi-cercle 4P apparte- 
F>g. 4. naît à la anrface du cône, le point n, rabattement, autour de (C, CS), du point dece demi- 
cercle projeté en », se trouverait sur SD': donc le suite des points tels que n formerai une 
oourbe n*N , qui , si elle coupe SD” en un point c, correspondant au point X de SC , déter- 
minera une section circulaire 4XQ. 

Or, ab étant une horizontale, la oourbe rurN passera par le point a, situé à droite de 
SD', et lorsque le point «sera en E sur la droite 4E parallèle à SA, le point x sera à l’infini, 
à gauche deSD',sur l’horizontale EG, qui sera l'asymptote de la oourbe: donc cette courbe 
nnxN coupera toujours SD 1 . Donc , etc. 

Donc tout cône qui a pour base une ellipse , une fayperboleou une parabole , est uu oône 
à base circulaire. 

606. Si le sommet du cône était à l'infini , il y aurait à examiner plusieurs cas : 

Premièrement , supposons qu’un cône présente une section elliptique, et que cette te» 
lion demeure invariable pendant que le sommet s’éloigne à l'infini ; ce oône se changera en 
cylindre elliptique. Imaginons qu’un tel cylindre soit coupé par un plan perpendiculaire 
à sa direction; la section sera nue ellipse ( 58i ) : prenons le plan de cette ellipse pour 
plan horizontal de projection , et prenons pour plan vertical un plan mené par le petit 
axe delà section perpendiculairement au plan horizontal. Il est clair que le cylindre dont 
il s’agit se trouvera représenté , ainsi que le cône du n° précédent , par sa trace horitontale 
Fig. ». ABD, dont nous ne représentons que la partie vue, et par ses traces verticales An, B b. 
Or , si d'un point quelconque (B , 4 ), de l’élément B4 , comme centre , avec 4m = a CD , 
comme rayon, on décrit l’arc mQ , cet arc viendra couper l’élément Ane» un point Q, et 
il est évident que si l’on coupe le cylindre par le plan 4Q, on aura pour section une ellipse 
dont lesdeux axes seront égaux è aCD, c’est-à-dire une section circulaire. 

Secondement, supposons que le cylindre soit hyperbolique ; coupoos-le par uu plan 
Fig. 3. perpendiculaire à sa direction , et soit mAn_. pK'q l’hyperbole qu’on obtiendra pour sec- 
tion. Concevons , par l’axe A’ A , un plan verticsd de projection, et imaginons qu’un cône 
dont mAn... pMq soit 1a base ait son sommet sur la verticale C, correspondante au 
centre de cette base : si le sommet s'éloigne à l'infini , le cône en question deviendra le cy- 
lindre proposé. Mais l’axe réel de ce cône sera toujours parallèle au plan horizontal, et 
il est aisé de voir, 1*. que le sommet s’étant élevé à une certaine hauteur , le cône, 
quel qu’il lût d’abord, se trouvera ensuite aplati dans le sens du plan AA'; a°.que les plans 
des sections circulaires couperont le plan de projection AA' suivant des droites verticales; 
3° que les rayonsde ces sections seront de plus en pins grands; 4°. enfin, qu’ils seront infinis 
pour la position du sommet éloigné à Pinfini , et qu’en conséquence les élémensdu cylindre 
ne seront autre chose que les sections circulaires de oe cylindre. 

Troisièmement, si l’on suppose que le cylindre soit parabolique, on sera conduit su même 
résultat que dans le cas précédent 

11 suit de là que tout cylindre à base elliptique, hyperbolique ou parabolique, n’est 
réellement qu’un cas particnlier du cône à base circulaire , et qu’il peut être coupé par uu 
plan suivant un cercle. 

607. Le cylindre hyperbolique pouvant être coupé par un plan suivant des hyperboles 
composées, chacune, de deux droites parallèles éloignées d’ane distance finie arbitraire. 
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on Toit que toute* les variété» possible» <f ellipse», d’hyperboles et de paraboles (884 — 888), 
se trouvent sur le» cônes et cylindres qui ont pour bases des cercles. 

On remarquera de plus, d’après tout oe qui précède, qu'ou peut trouver sur un cène 
quelconque à base circulaire, i*. toutes les paraboles possibles, puisqu'on y trouve la 
droite perpendiculaire à l’axe de la parabole, et celle qui se confond avec cet axe (526) , 
c'est-à-dire, la parabole la plus ouverte et celle qui est la plus alongée; a*, toutes les el- 
lipses possibles , car si l’on trace sur ce cône une suite de sections circulaires parallèles, et 
qu’on prenne sur ccs sections des cordes égales à une liguedonnée , et perpendiculaires au 
plan principal (52g) , on pourra mener par ces cordes des sections elliptiques qui , ayant la 
ligue donnée pour petit axe, soient comprises entre le cercle, d’une part, et la section 
composée de deux droites parallèles, menée par la corde située à l’infini, d’autre part, c’est- 
à-dire toutes les ellipse* d’un petit axe donné, et d’une excentricité variable depuis zéro 
jusqu’à l’infini; 3°. toutes les hyperboles dont les asymptotes comprendront un angle moindre 
que celui du cène. Mais on n’y trouvera pas les autres hyperboles. La seule surface conique 
pour laquelle l’angle au sommet serait infiniment près de deux droits , pourrait donc offrir 
toutes les sections coniques possibles : cette surface est un plan. 

608. THÉORÈMES ET PROBLÈMES sur les sections coniques. Il n’y 
a peut-être pas de sujet qui ait plus exercé les savans que la théorie des 
sections coniques, aussi cette théorie comprend-elle un nombre immense 
de propriétés. Nous allons nom arrêter un moment à celles qui intéres- 
sent la Géométrie descriptive. 

609. Théorème i". Une ellipse ABA'B', ayant un de ses axes AA' Pt. 46. 
égal au diamètre AA' d’un cercle ARA'R' , les ordonnées PM et P m, du *’*• ’■ 
cercle et de f ellipse , correspondantes à une même abscisse CP, sont entre 
elles comme les axes de Vellipse. 

Effectivement, on a pour le cercle 

PM‘= CM — CP‘= CA — CP, 

et pour l’ellipse (58 1) 

F m = ~ (CÀ* — CP ). 

CA 

Ce qui donne 

PM : Pm :: \/cX' — CP‘ : g VcÂ‘ — CP*, 

ou, ce qu’il fallait démontrer, 

PM c P m CA ; CB. 

3o. . 
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P>- 4 G II est e'vident que pour l’ellipse ADA'D', on aurait trouvé 
Fis- >■ 

PM : P m' :: CA : CD. 

610. Théorème a. L’ellipse ABA'B' ayant encore pour l’un de ses 
axes le diamètre AA' du cercle ARA'R', les tangentes MT, mT, aux 
points M et m, du cercle et de 1 ellipse, correspondons à la même ab- 
cisse CP , couperont l'axe commun AA' en un même point T. 

Pour démontrer cette propriété, concevons que l’ellipse ABA'B', sup- 
posée horizontale, soit la base d’un cylindre vertical, et faisons tourner 
le cercle ARA'R' jusqu’à ce que le -point R' soit sur l’élément du cy- 
lindre projeté en B'. Le plan mené par la position que le point R' 
aura prise, et par les points A et A', coupera le cylindre suivant une 
section dont AA' et R'R seront les axes ; donc cette section sera circulaire. 
Donc par cela seul que , dans le mouvement du cercle ARA'R', le point R' 
sera venu s’appliquer sur le cylindre , ce cercle tout entier se trouvera 
compris dans la surface dont ABA'B' est la projection ; donc le point M , 
dans sa nouvelle position , se projettera en m : donc le plan mT, tangent 
en m à cette surface , contiendra les tangentes en M et m au cercle et à 
l’ellipse. Mais ce plan coupe la droite AA', intersection du plan horizontal 
et de la section circulaire ARA'R', ramenée sur le cylindre, en un point 
T, qui appartient aux tangentes en question : donc, etc. 

Si le diamètre AA', au lieu d’étre le grand axe de l’ellipse donnée, était 
son petit axe, comme dans le cas de l’ellipse ADA'D', on concevrait que 
le cylindre vertical passât par le cercle ARA'R'; on ferait tourner l’el- 
lipse ADA'D' autour de AA', jusqu’à ce que le point D' se projetât en R'; 
on remarquerait que dans cette position le plan mené parla droite AA', 
et par le point D' ramené au-dessus de R', coupe le cylindre suivant une 
ellipse dont les axes sont égaux à AA' et DD'; on en conclurait que, dans 
sa nouvelle position, cette ellipse coïncide avec le cylindre, etc., etc. 

On appelle la droite PT, qui est sous la tangente mT ou MT ou m'T, 
la soutangente du point m ou M ou m', et on énonce le théorème qui 
nous occupe, en disant que le cercle ARA'R' et les ellipses ABA'B', ADA'D', 
ont, pour la même abscisse, une même soutangente. 

Fig. j. 61 1. Théorème 3 . CA et CB étant les demi-axes d'une ellipse, toute 
droite TM , égale au demi-grand axe , qui s’appuiera d un bout M sur 
cette ellipse, et île l’autre bout T, sur la direction B'CB du petit axe , 


Digitized by Google 


CHAP. IV. DES SECTIONS CONIQUES. 


j37 


aura au dehors de t angle e/roiYB'CA , une partie RM, égale au demi-petit pi. 4c. 
axe CB, ou, ce qui rerient au même,' en dedans de cet angle une partie 3 
RT, égale à l’excentricité. 

En effet, du point T comme centre , avec TM comme rayon, décrivons 
le cercle aNb, il aura pour diamètre le grand axe de l’ellipse , ce qui don- 
nera (Goq) 

DM : PM :: CA : CB; 


mais les triangles MPR , MDT , étant semblables , on a 


d’où résulte 


DM : PM :: TM : RM : 

CA : CB :: TM = CA ; RM : 


ce qui exige qu’on ait CB =: RM, ou la ligne RT égale à l’excentricité. 

> 613. Scholie. Cette propriété fournit un procédé bien simple et bien 
commode pour décrire une ellipse. Le voici : 

Étant données les directions MN , PQ , des axes , on prend un petit vig. 
papier abcd, dont le côté ab soit une ligne droite , on marque sur le bord 
de ce papier trois points A, B , C, tels que la distance AB soit l’excentri- 
cité, AC le demi-grand axe , et BC, conséquemment, le demi-petit axe. 

Cela fait on donne au papier une suite de positions telles, que les points A et B, 
quiterminentl’cxcentricité, soient sur les lignes MN, PQ; pour chacune on 
marque la position correspondante du point C , et les positions successives 
de ce point décrivent l’ellipse dont MN et PQ sont les directions des axes, et 
AC , BC , les moitiés de ces mêmes axes. 

6i3. TnèoRtéstB \. BAD étant un demi-cercle ; PM , QN, etc., étant ses ordonnées per- Fig. 6. 
pendiculairesau diamètre BD, supposons tju'onait rapporté ces ordonnées en Pm, Qn,etc., 
sur Us droites Vtn , Q/i , etc. , parallèles entre elles, et passant par les pieds des ordonnées 
PM, QN,«tc., la suite des points m , n , etc., déterminera unedemi-el/ipsehmndD. 

Pour démontrer cette proposition , prenons un point sur le prolongement de BD , et 

menons par ce point les droites B' A', BV, respectivement parallèles à PM ctà P/n; pun 
imaginons que B'A' soit la projection du demi-cercle BAD sur un plan Tcrtical mê , perpen- 
diculaire à BD. Portons B'M' en B'm', B'N' en BV, etc. : les droites m'rn,n'n, etc., seront 
parallèles 4 BD ; d’où l’on voit que si l’on fait passer par le demi-cercle (BAD, B'A') un 
cylindre parallèle aux droites (Mm, M'm'), (Nn,N'n') , etc., il coupera le plan BV sui- 
vant une courbe (BmnoD, BV), qui aura pour projection borisontale la ligne en question. 

Or, la courbe (BmnoD , BV) ne sera autre chose qu’une projection oblique du demi- 
cercle sur le plan Ba'; donc cette courbe sera une ellipse (58g) : donc la ligne B/nnoD, 
qui est sa projection horizontale, sera aussi une ellipse. 
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Il est oisif que le oercle entier auquel appartient B AD, donnerait l’ellipse entière. 

6i4- Et comme là projection de la tangente à une courbe est la tangente de la projec- 
tion de oettecourbe (*) , on Toit que le point T, de la tangente S1T , sera lui-incme sa pro- 
jection oblique, et que Tm sera la tangente en m à la ligne B/nnuD. 

Il suit de là que les tangentes en Bel D, à cette ligne, sont les droites B 'p, Dy, parallèles 
à P ni, que la tangente en a est la droite pq , parallèle à BD, et que Ca, CD, senties demi- 
diamètres conjugués égaux de la demi-ellipse BmnuD. 

6i5. Problème i". Etant donnés un axe AA', et un point M d'une 
ellipse , trouver l autre axe. 

Supposons que l’axe donné soit le grand axe , et du point M comme 
centre, avec un rayon égal à la moitié CA de AA', décrivons un arc ré ; cet 
arc rencontrera en un point D la perpendiculaire BB', élevée à AA' par le 
point C, et si l’on joint les points M et D par la droite MD, cette droite 
coupera le grand axe AA' en un point x, tel qu’en prenant CB = CB'= Mr, 
BB' sera le petit axe demandé (6i i). 

Si l’axe donné AA' était le petit axe , avec AC = -j AA', comme rayon, 
on décrirait, du point M comme centre , un arc ré • cet arc rencontrerait en 
un point D la droite BB', élevée perpendiculairement à AA' par le point C, 
tel que CA = CA' ; on mènerait la droite MD , qui irait couper AA' en un 
point x, et BB'=aCB = aMr, serait le grand axe demandé. 

6i& Problème a. Une eurface conique à bote circulaire et un plan étant donnés , dé- 
terminer leur intersection eu cons traitant plusieurs systèmes de diamètres conjugués de 
cette intersection. 

On a tu précédemment (545 — 54g) que TURV étant U base de la surlace conique, (S, 
S') son sommet, et (AB, BD) le plan coupant , il suffisait de mener par le sommet un plan 
(«'a,«S'), parallèle! (AB, BD), pour construire autant de systèmes de diamètres conjugués 
(«r, BD), (tus, BD), qu’on aura déterminé de systèmes de cordes polaires TR, VU, dont 
les pôles O et O’ soient sur »». Or, chaque système de diamètres conjugués donnera 
quatre points de la section, et les quatre tangentes correspondantes; on n’aura doue besoin 
que d’un petit nombre de cordes polaires , telles que TR et VU, pour déterminer l’inter- 
section demandée, et il «irait saperflu de nous arrêter ici aux constructions h faire. 

Si la section était hyperbolique ou parabolique , on opérerait comme il résulte des n oa 
554—558, et 563 — 566. 

T c mêmes constructions s’appliqueraient au cas où la trace TURV serait une section 
conique quelconque. 


(•) Il est »i«i de Toir qoe lee rsuonnemeos du n* 90 s'appliquent an cas de» projections oMiqnet comme b 
celai des projections orthogonales 
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617. PnoaiÈHE 3 - Connaissant l’ intersection elliptique d'un °ànt à bats circulaire et 
il 1 un plein, trouver les axes de cette intersection. 

Soit TL'ItV la baie de U lurfacc donnée; soit mm l’aie des pôles de la section (537) > E*- 4 6 - 
eofm , soit » le rabattement de ce sommet entour de la trace •’*. Eût- 8- 

Bous abaisserons du centre C de TURV la perpendiculaire Ce sur mer, par le point <■ 
noos mènerons la tangente et, et nous abaisserons par le point de contact t la perpendi- 
culaire tO*’ sur Ce : le point O* sera le pôle intérieur dont tous les conjugués sont situés sur 
la droite mm ( 543 ). Ce pôle étant connu , nous prendrons arbitrairement un point O sur 
cette droite ; par ce point nous mènerons la tangente OV ; nous déterminerons le point de 
contact V, et nous ferons passer par ce point , et par le point O", la droite VO'O', qui ira 
couper en un point O' l’axe mm. On sait que les points OetO' seront deux pôles conjugués 
à O'; qu’il correspondra à ces pôles un système de diamètres conjugués, et que l’angle 
OsO’ Sera celui de ces diamètres : si donc cet angle était droit, ces mêmes diamètres se- 
raient les axes demandés. Elevons par le point « la perpendiculaire sd à * O', et portons 
»0 en td, au moyen de l’arc O d ; il est clair que si les points O et O" correspondaient aux 
axes , le point d se trouverait en O sur la droite mm : donc si l’on prend sur cette droite 
une suite de points tels que le point O; qu’on en déduise une autre suite de points 
tels que le point d ; que par ces points on mène une courbe auxiliaire adxmyns, cette 
courbe ira couper la droite mm suivant deux pôles * et 1 qui correspondront aux axes de- 
mandés, et ces pôles étant connus, on en déduira facilement ccsaxes. 

II est aisé de voir que la courbe auxiliaire adxmynt a pour asymptote la droitersr per- 
pendiculaire à te. 

618. Il sera bien important de ne pas confondre les pôles x et t , qui se correspondent , 
avec le points, où se coupent la courbe adxmynt et la droite mm. Pour cela , il faudra 
opérer avec beaucoup d’ordre; prendre d’abord le point O à l’infini au-dessus de O; pren- 
dre les autres positions de ce point assez voisines les unes des autres; numéroter la suite 
des points tels que O, la suite des points tch que Cf , et la suite des points tels que d : 
alors on verra que le points ne correspond , comme pôle , ni au point x, ni au point s ; et 
l’on reconnaîtra que ce point étant sur un arc J'Y, décrit du point s comme centre , il ar- * 
rive que le point O étant en Y, le point d est en y , sans pour cela que les points Y et y, 
analogues à d et O, coïncident en un seul. 

Cette particularité tient à ce que l’idée de rapporter le point O en d transforme la 
question à résoudre en une autre, qui n’est pasidentiqueavec la première, et qui a une so- 
lution particulière qui n’appartient pas à celle-ci. Toutes les fois qu’on emploie des courbes 
auxiliaires, il faut, de crainte d’erreur, examiner sicette circonstance n’a pas lieu, c’est-à- 
dire vérifier si effectivement les solutions obtenues satisfont au problème proposé. Ici il ne 
s’agira que de reconnaître que le point s est bien réellement le pôle conjugué du pôle x. 

619. Phoelème 4. Connaissant l’intersection d’un cylindre d base circulaire et d’un 
plan , trouver les axes de cette intersection. 

On sait (Syi) que les droites Gp , CÇ, étant menées à angle droit par le centre C de la pi. 43. 
base circulaire, ces droites couperont la trace AB du plan coupant aux deux pôles ? et Ç, Fig. 1. 
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PI. 43- tels que les droite» menées par ces pôles , et par le centre (c, e') de la section, fassent 
*'*■ *• entre elles un angle droit. 

Fig. 3. Donc , TURV étant la base du cylindre , AB étant la trace du plan coupant , et y étant 
le rabattement du centre de la section autour de AB, si l’on élève sur le milieu de Cy la 
perpendiculaire mn, qui rencontre AB en m, et que du point m, comme centre , 
avec mC comme rayon , on décrive le demi-cercle ?C y<ç , ce demi-cercle sera tel que les 
angles ?Cp , Çyp , soient tous deux droits; les points? et ? seront les pôles correspondons 
aux axes de la section , et les droites seront le rabattement de ces axes. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Développement des surfaces. 

620. Les surfaces développables sont fréquemment employées dans les arts 
à cause de la propriété, qui les caractérise, de pouvoir être déroulées sur un 
plan, sans éprouver ni déchirure ni duplicature (a53). 

D’après cela, la question de développer une surface développable, et de 
rapporter sur son développement les transformées des courbes quelle con- 
tient (426), est une question importante à laquelle il convient que nous 
nous arrêtions. On a déjà vu (43o et 44°) comment elle se résout pour le 
cas du cylindre droit et pour le cas du cône droit; nous allons la résoudre 
dans d’autres cas plus compliqués, et nous exposerons, dans un problème 
général , les recherches qu’exige la solution complète du développement 
d’une surface développable donnée. 

621. Problème 1". Étant donnée une surface cylindrique quelconque, 
on demande de construire son développement , de rapporter sur ce dévelop- 
pement une courbe connue sur la surface donnée , et de mener une tangente 
à la transformée de cette courbe , par un point choisi arbitrairement sur 
cette transformée. % 

Pour résoudre ce problème , nous remarquerons que dans le développe- 
ment d’une surface cylindrique , tous les élémens de cette surface sont 
nécessairement parallèles entre eux ; d’où il suit que toute ligne tracée sur 
urt cylindre, de manière quelle coupe perpendiculairement tous ses élé- 
mens , est une ligne droite dans le développement (43o). Or, l’intersection 
d’une surface cylindrique, et d’un plan perpendiculaire à ses élémens, est 

« 31 
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une courbe perpendiculaire à ces mêmes e'iémens ; donc cette courbe 
se transforme en une droite sur le développement de la surface cylin- 
drique (*). 

622. Il suit de là que le développement demandé s’obtiendra en rectifiant 
cette courbe , et en menant par chacun de scs points des droites qui lui 
soient perpendiculaires; car chacune de ces droites sera un élément de la 
surface, et leur ensemble formera évidemment ce développement. D’après 
cela , il va être facile de résoudre la questiou proposée. 
pi. 47. 623. Soit (ABC, l'C) l’intersection d’une surface cylindrique quelconque 

avec le plan horizontal , et (AD , A'E') l’un des éléinens de cette surface. 
Pour obtenir son développement , nous mènerons d’abord un plan quel- 
conque (FG, GH), perpendiculaire aux élémens du cylindre, et nous 
chercherons son intersection avec ce cylindre. Pour cela, nous les coupe- 
rons l’un et l’autre par des plans verticaux parallèles à AD; parce que ces 
plans , faciles à représenter , donneront des lignes droites pour sections 
avec le cylindre. 

Le plan de construction AD, par exemple , .coupera la surface cylin- 
drique suivant les deux élémens (AE , A'E'), (O*, C'P'), et le plan (FG, GII) 
suivant uue droite passant par le point (D, D'). Pour avoir un second point 
de cette droite, on mènera par un point quelconque H de la trace ver- 
ticale GH, une horizontale (H'N, HN'), située dans le plan (GF, GH); elle 
percera le plan AD suivant le point (N, N'), et la droite (DE, D'E'), menée 
par ce point et par le point (D , D') , sera la droite cherchée. Au moyen 
des sections (AE, A'E'), (CP, C'P') et (DE, D'E'), on déterminera les 
projections verticales P et E', des poiuls de l’intersection situés dans le 
plan auxiliaire ÂD , et ensuite, on les rapportera en projection horizontale 
en P et E. 

Une fois qu’on aura déterminé la direction D'N', de la projection verti- 
cale d’une section du plan (FG, GH) avec un plan auxiliaire AD, l’emploi 
des autres plans auxiliaires deviendra très simple. En effet, soit 1 K un de 
ces plans ; il coupera la surface cylindrique suivant les élémens (BK, BX'), 
(IM, l'M'), et le plan (FG, GH) suivant la droite (KL, K'L'), menée par 
le point (K, K') parallèlement à (DE, D'E'), ce qui déterminera tout de 
suite les points (L , L'), (M, M'), do l’intersection cherchée (LP/jM , L'F n'M'). 


(*) Dans les arts, on donne le nom d'are droit aux lignes d’une surface développable 
<4ui se changent en lignes droites sur le développement de cette sorfacc- 
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Il sera facile de la décrire , dès qu’on aura construit un nombre suffisant pl - 4 : 
de points tels que (E, E'), (P, P'), (L, I/), (M, M'). 

624. Il -s’agira ensuite d’obtenir la ligne (LPnM, L'P’n'M') dans sa véri- 
table grandeur, afin de pouvoir la rectifier. Or , il suffira pour cela de ra- 
battre son plan autour de l’une de ses traces GF ou GH. Supposons que ce 
soit autour de GF. Un point quelconque (L, L') décrira un arc de cercle 
vertical LO, dont le centre sera en K , et qui aura pour rayon l’hypoténuse 
d’un triangle rectangle dont un côté sera l’horizontale LK , et l’autre côté 
la verticale IL'. En portant donc cette hypoténuse de K en 0 sur la droite 
LO, 011 obtiendra le point 0 , rabattement dc(L, L'). D’après cela, il sera 
aisé d’obtenir la courbe OSQ, rabattement de (LPnM, L'P'/j'M'), autour 
de GF. Le rabattement RTU de la même courbe , autour de la charnière 
GH, s’obtiendra par les mêmes moyens; et les deux courbes OSQ, RTU, 
dont une seule sera nécessaire , devront être parfaitement égales. 

Ga 5 . Maintenant, divisous la courbe OSQ en arcs YX , XY, YS, etc. , 

VO, OZ, etc. , assez petits pour qu’ou puisse supposer, sans erreur sen- 
sible , qu’ils se confondent avec leurs cordes. Ensuite , ayant mené une 
droite quelconque q'q , portons, à partir d’un pointe de cette droite, à la Pt- 47 
suite les unes des autres et d’un même côté, les parties YX, XY, YS, etc., p| M ^ 
en vx , xj, js, etc. Puis , portons de l’autre côté les parties YO , OZ , etc., Fig. 1. 
en ra, oz, etc. La ligue indéfinie q'q présentera la rectification de là courbe 
OSQ, dont la longueur est censée infinie lorsqu’on imagine qu’elle est 
formée par un fil qui se déroule de dessus lui-même pour donner q'q. 

Cela posé, élevons par chaque point y, x, j, s, etc., v, o, s, etc., de 
la droite indéfinie q'q, des perpendiculaires à cette droite. Chacune d’elles 
représentera nn élément du cylindre donné , en sorte que le plan indéfini 
représentera le développement général de ce cylindre , et que la partie 
comprise entre les élémens indéfinis q'a', qa , représentera la partie qui 
correspond à une simple circonvolution de la courbé OSQ. 

626. Soit (ABC, I'C') la courbe dont on demande la transformée. Il fau- 
dra, pour obtenir cette transformée , prendre la longueur de chaque portion 
d'élément (PC, P'C'), (LB, L'B'), (Ml, MT), etc. , et la porter, savoir : 
la première (PC, P'C) sur la droite cv , depuis le point u, qui représente le 
point V, ou, ce qui revient au même, qui représente le point (P, F) , jus- 
qu’en c; la deuxième (LB, L'B') sur la droite ob , depuis le point o, qui 
représente le point 0 , ou, ce qui revient an même, le point (L, L'), 
jusqu’en b ; et ainsi des autres. On décrira ensuite une courbe a’ibca , pa»- 

3 «,. 
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Pi. 4 , 
«t 

PL 48- 
Fig. ». 


sant par les points obtenus , c, b ,i, a', etc. , et cette courbe sera la trans- 
formée de (ABC , I'C). • 

11 est évident que cette transformée s’étend à l’infini par ses deux extré- 
mités (43 a), et que la partie a'ca correspond à une circonvolution de 

(ABC, I'C')- 

627. Il s’agira encore de mener une tangente à la courbe a'ca par un 
quelconque b de ses points. Pour cela on construira d’abord l’élément ob , 
qui contient ce point sur le développement ; il sera facile d’en déduire le 
point (L, L') de la courbe (LPnM , L'P'n'M'), lequel s’applique en o quand 
on Rectifie cette courbe, et lorsqu’on connaîtra le point (L, L') ou mènera 
l’élément (BL, B'L'), qui déterminera le point (B, B'), correspondant au 
point b. Par le point B on mènera la droite BF, tangente en B à la trace 
ABC; on en déduira la tangente (FLW, F'L'W'), à la courbe (LPnM, 
L'P'n'M') en (L, L'), ainsi que la tangente OF au rabattement OQS. 

Les tangentes FB, (FL, F'L'), étant dans un même plan, tangent au 
cylindre donné suivant l’élément (BL, B'L'), elles formeront avec cet élé- 
ment un triangle (FLB, FXi'B') , qui ne variera pas dans le développement 
du cylindre. Or, ce triangle est rectangle en (L, L'), le côté (LB, L'B') 
égale ob, le côté (FL, F'L') égale FO; donc, si l’on porte FO de o eu f 
et que l’on mène fb, le triangle fob sera égal au triangle (FLB , F'L'B'). Et 
comme l’angle (LBF, L'B'P), de la tangente et de l’élément, ne varie pas 
quand on développe le cylindre (497)» la droite fb sera la tangente cherchée. 

On remarquera que la droite WTJ , menée par le point W', où la tan- 
gente (FL, F'L') perce le plan vertical, et parle point U , rabattement de 
(L, L'), est tangente en U à la courbe RTU; et que la ligne W'U égale 
(LW, L'W"). 

6a8. Exécution de l’épure. Le plan (FG, GH) étant une des grandeurs 
les plus importantes de l’épure, ou a supposé que ce plan existait dans l’es- 
pace. 11 est clair qu’il cache, en projection horizontale, toute la partie du 
cylindre située au-dessous de la section (LPnM , L'P'n'M') ; et qu’en pro- 
jection verticale, au contraire, c’est la partie du même cylindre, située 
au-dessus de cette section , qui se trouve cachée. D’après cela, il est aisé 
de déterminer les lignes pleines et ponctuées de4 epure. 

629. Problème 2. Étant donnée une surface conique , on demande 
d’en construire le développement , de rapporter sur ce développement une 
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courbe donnée sur la surface conique , et de mener une tangente à la trans- 
formée par un quelconque de ses points. 

Pour cela , nous remarquerons que tous les élémens d’un cône se croisent 
sur son développement suivant le point où son sommet se trouve applique. 

Si donc on prenait sur les élémens de la surface donnée une suite de points 
également distans de son sommet, ils formeraient nécessairement sur cette 
surface une courbe particulière, qui jouirait de la propriété de se dérouler 
suivant un cercle sur le développement demandé. Or, il est clair que cette 
courbe n’est autre chose que l’intersection d’un cône donné avec une sphère 
ayant son centre au sommet de ce cône. 

630. Cela posé, concevons qu’on ait construit une telle courbe : il sera 
facile d’en déduire le développement de la surface donnée; car il ne s’agira, 
pour cela , que de rapporter cette courbe sur un cercle d'un rayon déter- 
miné , et toutes les droites menées par le centre de ce cercle , et par les 
points de sa circonférence , représenteront les élémens de cette surface et 
formeront son développement. C’est ce que l’application à un exemple va 
achever d’éclaircir. 

63 1 . Soit (A, a) le centre de la surface couique donnée, soit BCDE sa pi. fo. 
trace horizontale , et soit am le rayon de la sphère par laquelle nous allons 
couper cette surface conique dans le but d’obtenir la courbe dont la trans- 
formée est circulaire. 

Pour déterminer cette courbe, c'est-à-dire l’intersection (N1KH, nikh) 
du cône et de la sphère dont il s’agit , nous allons couper ces deux sur- 
faces par des cônes droits verticaux dont les centres soient en (A , a). Ces 
cônes auront pour intersections , avec la sphère , des cercles , et avec le 
cône donné, des droites; et les points communs des cercles et des droites, 
qui correspondront à un même cône auxiliaire, appartiendront à l’inter- 
section cherchée. 

Décrivons donc , du point A comme centre , un cercle quelconque 
CFE, que nous prendrons pour base d’un des cônes auxiliaires. Eu géné- 
ral , ce cercle rencontrera la trace BCDE, du cône donné, en plusieurs 
points E et C, auxquels correspondront les projections horizontales AC , 

AE , des élémens d'intersection du cône donné et du cône auxiliaire. Le 
point F étant en projection verticale eu f, la méridieune principale du 
cône sera la droite (AF , af ) ; cette droite rencontrera la méridienne (L.M , 

Igm ) de la sphère en un point (G , g ) , et il est clair que le cercle (IGHL , 
gl) sera l’intersection de cette sphère et du cône auxiliaire. Mais ce cer- 
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pi. <9 clc , et les élémens projetés horizontalement en AC et AE , se rencon- 
treront suivant les points dont les projections horizontales sont en 1 et 
H; si donc on met ces points en projection verticale sur 1a droite Ig , 
on aura deux points (H, h), (I, » ), de l’intersection cherchée (NIKH, 
nikh). 

En menant de nouveaux cônes auxiliaires , on aura de nouveaux points, 
tels que (H, h), (I, t) , et l'on pourra décrire cette courbe. 

G3a. Pour la tracer avec exactitude, il sera bon de construire plusieurs 
points singuliers qui correspondent aux contours des projections verticales 
du cône et de la sphère. 

Le point singulier qui correspond au contour (AB, ab) , par exemple, 
sera dans le plan vertical AB ; or , en ramenant ce plan en AQ, le point 
(B, b) viendra en (Q, q) , l’élcment (AB, ab) viendra par conséquent en 
(AQ, aq) , et comme la méridienne sphérique AB viendra en (LM, Igm), 
il s’ensuit que le point cherché se trouvera en (R, r). En ramenant donc 
le point (R, r) en (N, n) , ce dernier point sera celui où la projection 
verticale de la courbe (NIKH, nikh) touchera la droite ab. Ou déterminera 
pareillement le point (K, k ). 

Les points singuliers qui correspondent au contour (LM , Igm) , de U 
sphère , se trouveront encore plus facilement , car iis seront les intersec- 
tions de la méridienne (LM , Igm) , avec les élémens du cône donné situés 
dans le plan LM. (AS, as) est un de ces élémens; il rencontre (LM, Igm) 
eu (T, /) : ainsi, (T, t) est l’un de ces points. Il sera aisé de vériGer que 
l’autre est en (0, o). 

Il est clair que la nappe supérieure du cône contient une seconde bran- 
che de l'intersection qui nous occupe ; mais nous ferons abstraction de cette 
seconde branche. 

633. Il s’agirait maintenant, pour avoir le développement demandé, 
de rapporter la courbe à double courbure (N1KII , nikh) sur un arc de 
cercle I, décrit avec le rayon \!t"’=. ain ; mais, pour eda, il faut 

d'abord obtenir , par le moyen exposé n° 43 1 , une transformée de la 
courbe (NIKH, nikh), qui présente la véritable longueur de cette courbe. 

On développera doue le cylindre vertical TIKHNT. lia trace T1KHNT 
ayant été rectiüée sur la droite T'T", et les perpendiculaires T'/', IV, 
K' A', etc. , ayant été élevées par les points T', I', K', etc. , correspon- 
datis i T, 1 , K , etc. , On portera sur ces perpendiculaires les hauteurs des 
points (T, Q, (l, f), (K, A), etc., au-dessus du plan horizontal, et la 
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courbe t'i'k'h'iït" aura évidemment la même longueur que la courbe à l'i ni 
double courbure (TIKHN, tikhn). 

G34. Connaissant la ligne t'i'kh'nt", on la divisera en parties assez pe- 
tites pour qu’on puisse les considérer comme sensiblement droites, et l’on 
portera ces parties , à la suite les unes des autres , sur l’arc de cercle 
r"'iV8. L’arc t'ü se trouvera en i'k en t'k, kk en k"h'', hW en h"n" 
et lit' en «"#. En imaginant donc une infinité de droites, terminées au 
point A', et mcne'es par ce point et par différens points de l’are t"‘k'S , 
indéfiniment du côté de ces derniers points , l’ensemble de ces lignes 
représentera le développement de la nappe inférieure du cône donné , 
correspondante à une circonvolution de la courbe (NIKH, nikh ). 

11 est aisé de voir qu’on aurait lu développement de la nappe supé- 
rieure en prolongeant les droites en question de l’autre coté du point A'. 
Quant aux parties dn cône, correspondantes à de nouvelles circonvolu- 
tions de (INIKH, nikh), on les aurait en prolongeant indéfiniment, et par 
scs deux extrémités, la transformée tïkh'n't", et en portant ses différentes 
parties sur le cercle entier t"’k*S On voit qu’alors les circonvolutions suc- 
cessives de la surface donnée s’appliqueraient les nnes sur les autres. 

635. Proposons-uous maintenant de rapporter, sur le développement 
obtenu, une courbe quelconque BCDE, connue sur le cône donné. Soit C 
un point de cette courbe qu’on veuille avoir sur le développement. On 
mènera par ce point la droite AC , projection horizontale de l’élément 
correspondant; cette droite déterminera un point (I, i) de la ligne (MKH , 
nikh) ; ou construira la longueur aj de l’élément AC ; ensuite, on rappor- 
tera le point (I, i) en *', sur la transformée t'ük'k'n'd', puis en i", sur le 
cercle t"'k"Q : par le point «" on mènera la droite A , on prendra sur 
cette droite A'C' = af, et le point C' représentera le point C , sur le dé- 
veloppement du cône donné. 

Ou construira de la même manière les points S 1 , D', E', B', S*, qui 
représentent S, D, E, B, S, et l’on aura la transformée S'C'D'E'B'S* de 
BCDE. 

636. Enfin, proposons-nous de mener par un point quelconque C', de 
la transformée S'C'D'E'B'S", une tangente à cette courbe. Pour cela, nous 
rapporterons d’abord ce point sur le cône donné. Or , l’élément A'C' coupe 
la courbe t'"!'k"ü en un point i"; si donc ou rapporte ce point en i' sur 
t'i’kh'n't', que l’on construise le point I', et qu’on rapporte ce dernier 
point en I, il est clair que le point (1, «) sera le correspondant de i", en 
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sorte qu’en menant la droite AIC , elle déterminera le point C correspon- 
dant de C'. 

Connaissant les deux points (I, i ) etC, il s’agira de mener par ces points 
des tangentes aux courbes respectives auxquelles ils appartiennent. La 
courbe BCDE étant une courbe donnée , on devra savoir mener sa tan- 
gente CX , et cette tangente sera la trace du plan tangent au cône suivant 
le point (I, /). Par ce même point (I, i), on mènera un plan tangent à 
la sphère ; il aura pour trace horizontale une droite VX , qui coupera 
CX en un point X; par ce point et par le point (I, i), on mènera la 
droite (XI, xi), et cette droite sera la tangente en (I , i) à la courbe 
(NI Kll , nikh). 

L’élément AI du cône donné étant un rayon de la sphère , et la tan- 
gente (XI, xi) étant dans le plan tangent correspondant, cet élément et 
cette tangente se couperont à angle droit ; donc le triangle projeté en CXI 
sera rectangle en (I , i). Mais on sait ( 497 ) que pour avoir la tangente en 
C', il suffit de construire l’angle en C de ce triangle; si donc on mène i'x' 
perpendiculaire à A'C', et que l’on construise l’hypoténuse C'x' égale à 
Cx , la droite C'x' Sera la tangente cherchée. 

On pourra encore porter XI de I' en X', on mènera la droite XV' 
tangeute en 1 ' à la transformée t'i k'h'n't" (5o4); X'i v sera la véritable lon- 
gueur de (XI, xi) : en portant donc cette longueur de i" en x', il ne 
s'agira plus que de mener par les points C' et x' la tangente x'C'. 

637 . Exécution de t épure. La sphère auxiliaire étant une des gran- 
deurs les plus importantes de l’épure , on a supposé que la calotte idgm 
de cette sphère existait dans l’espace , et l’on a déterminé , d’après cette 
supposition, les lignes pleines et ponctuées de la pl. 49- 

Il est clair que l’intersection (NIKH , nikh) est entièrement vue sur le 
plan horizontal , et quelle n’a de vu , sur le plan vertical , que le seul 
arc (TIK , lik). Quant aux autres lignes de l’épure , il sera facile de déter- 
miner leurs parties vues et cachées. Nous ferons seulement observer que 
la méridienne ulgm cesse detre vue en t, et quelle ne recommence à être 
vue qu’au point où elle coupe le contour ad. 

638. Phoullxe 3. Étant .tonne un hiliçoide divtloppablt , construire ion diveloppe- 

ment . . - 

Soit (ABC, A'B'C') l’hélice arête de rebroussement de la surface donnée. D’après ce 
qu’on « vu n° s63, il sera facile de construire autant d’élcmcDs de cette surface qu’on en 
voudra. Soit donc (AD, A'D'), (EF, E F"), (GIL, G H ) , etc., quelques-uns de ces élémens 
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et , afin de moins embrouiller la figure, ne projetons, sur les plans de projection, que les PI. 3». 
portions de ces mêmes élément qui appartiennent à la nappe inférieure de l’héliçoïdc. 

63g. Nous remarquerons d’abord que les positions successives (E,E'),(G, G'), (I, I'),ctc., 
d’un point quelconque (D, D') de la génératrice , forment une hélice (DEGI—, D'E'G'l'...), 
qui a meme axe et même pas que (ABC, A'B'C'). En effet, la génératrice ayant toujours 
la même inclinaison , les longueurs (DA, D'A') , (EF, E'F'), (GH, G'H') , etc. , comprises 
entre le point décrivant et le point de contact de l’hélice , se projetteront suivant les lignes 
égales DA, EF, GH, 1K, etc. , ce qui fait voir que la projection horixontalc DEGI . . . , de la 
ligne décrite , sera la circonférence d’un cercle dont le centre est en O. D’un autre côté , il 
est évident que les points (E, E'), (G, G'), (1 , F), etc., sont élevés au-dessus du point 
(D, D') de hauteurs égales il celles de leurs correspondans (F, F'), (H, H'), (K, K'), etc., 
au-dessus du point (A, A'): mais ces dernières sont proportionnelles aux arcs AF, A1I , 

AK, etc. (110); ces arcs sont proportionnels aux arcs ED, GD, ID , etc., donc les hauteurs 
des points (E, E'), (G, G'), (I , F), etc., au-slessus du point (D.D'), sont proportionnelles 
aux arcs ED, GD, lD,etc. : ce qu’il fallait démontrer. 

640. Maintenant je dis que toute hélice (DEG.. , D'E'G'...), située sur la surface 
donnée , se change en un cercle sur le développement de cette surface. Four le prouver , 
supposons que les arcs DE, EG, GI, IL, etc. , soient égaux et infiniment petits : les portions 
de surfaces projetées en DEFAD, EGHFE, G1KHG, etc., seront planes et parfaitement 
égales entre elles ; donc lorsqu’on les rapportera à cété les unes des autres, en de'fad , P 1 - 5o 
t'gh'f e, 'g'i'k'h'g , etc., pour avoir le développement demandé, elles formeront une ^ 
courbe de g Cl . .. , qui aura en tous ses points une même courbure. Donc la ligne p.j, J " 
d e'g'i't . . . ,qui représentera , sur le développement , l’hélice (DEG . . . , D'E'G' . . .), sera 

la circonférence d’un cercle. 

641. Et comme une autre circonférence PQRS. . ., qui représenterait une autre hé- 

lice delà surface, couperait les droites dd, * f,gll , i'/', etc., en des points P,Q, R, S., etc., 
évidemment tels qu’on ait <FP = e'Q =£-'R csi'S, etc., il s’ensuit que toutes ces circonfé- 
rences seront concentriques. v 

6.{2. Cela posé, considérons sur la surface donnée les deux hélices (DEG..., D'E'G'-), PI- £>■ 

(ABC , A'B'C') , et uu élément quelconque (LB , L'If) , qui ne sera autre chose que la tan- 
gente en un point (B , B') de l’hélice (ABC , A'B' C'). Menons par le point (L, L') la tan- 
gente (LM, L'N') à l’hélice (DEG. .., D'E'G'. . .) (1 12). Il est clair que le plan tangent 
4 la surface donnée, suivant l’élémeut (LB, L'B'), aura pour trace horizontale la droite 
MN : et comme la droite LB se trouve, dans la figure, parallèle à la ligne de terre , la 
droite MN, nécessairement perpendiculaire à LB , sera perpendiculaire à N'D' , et la trace 
verticale de ce plan sera la droite N'L'. Or , concevons qu’on ait développé l’héliçoïdc sur 
le plan tangent (NN', N'L') : les élémens infiniment petits ux , yz , des hélices (DEG. . . , 

D'E'G'. . .), (ABC. . ., A'B'C. . .), n’auront pas changé dans le développement, et se trou 
seront appartenir aux circonférences qui représenteront ces hélices; d’où il faut con- 
clure que les tangentes (ML, N'L'), (LB, L'B'), détermineront le centre commun de 
ces circonférences, et par suite, ainsi qu’on va le voir, le développement demandé. 

Exécutons ccs constructions, et pour cela, rabattons le plan (NN', N'L') autour de NN' 
sur le plan horizontal. Le point (L, L') viendra s’abattre en l , le point (B, B') en b, la 

3a 
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ligne (NL, N'L') en NI, et les droites (ML, N'L') , (TIR , N'B') , respectivement tangentes 
aux hélices (DEG. . . , D'E'G'. . .}, (ABC. . A'B'C'. . .), en (L, L') et (B, B'), viendront 
s'abattre en MI et N 4. Ces raliattemens MI et Ni, seront, comme nouWenons de le dire, 
les tangentes en l et 6, aux circonférences qui représenteront les hélices (DEG. . . , 
D'E'G'. . .), (ABC, A'B'C'); donc, si l’on élève par le point I, la perpendiculaire à MI, 
et par le point 4, bu perpendiculaire à Ni, le point o sera le centre de ces circonférences, 
et leurs rayons seront les droites la et bo. 

«43. Prenons donc un point d sur un plan , et décrivons de ce point comme centre , 
avec les rayons o'I =ol, db' =ob, les circonférences d e'gt . . ., dfh't '. . . Ensuite, 
portons les arcs DE , DG , etc. , de D" en E", de D“ en G', etc., sur une droite D'G"; et 
ayant élevé par les points E", G ', etc. , les droites E'E* , G'G", etc. , perpendiculaires à 
D'G* , portons sur ces perpendiculaires les hauteurs respectives E'E", G'G", etc-, tics 
points (E, E'), (G, G'), au-dessus du plan horizontal : il est clair que 1a droite DT.'G”... 
sera la transformée de l’hélice (DEG ... , D'E'G' . . . ). D’après oela , si l’on porte les lignes 
D*E", E"G", etc., de d ' en *', de e en g , etc., sur la circonférence dt'gl . . ., et qu’on 
mène par les points cl , d, g , ï , t . . ., correspondans à (D, D 1 ) , (E, EO , (G, G') , (I , Y) , 
(L, I/). . ., des droites e f d, d/,g'h', i'k',lb ' . . .,1a figure. . .ligdda'fh'k'b ' . . . sera le 
développement de la partie de l’héliçoïde donné projetée sur le plan horizontal en 
...LIGEDAFHKB... 

«44- Si l’on veut obtenir le développement delà portion de la nappe supérieure qui 
est comprise entre les élémens (DA , D'A') , (LB , L'B') , et qui est terminée au cylindre 
vertical DEGIL, il ne s’agira que de prolonger les droites d'd , lb' , jusqu’aux points r 
et l, où elles coupent la circonférence de gît . . ., et la portion rdfh'k'b' ttr, du plan de 
la figure, sera le développement cherché. 

«45. On voit , par ce qui vient d’étre dit , que lorsqu’on développe la surfaoe donnée , 
l’arétc de rebroussement (ABC , A'B'C'} sc plie sur le cercle a'fh'k'. . ., suivant une in- 
finité de circonvolutions de ce cercle ; que les élémens de cette surface deviennent des tan- 
gentes au même cercle; que le développement demandé s’applique sur le plan dit tout 
entier, à la réserve de l’aire enfermée par la circonférence a'4'a, et que chaque nappe 
couvre ce plan un nombre infini de fois. 

«46. Une courbe quelconque étant donnée sur l’héliçoïde, il sera facile de rapporter 
ccttc courbe sur le développement obtenu , et de mener une tangente à sa transformée : 
nous ne nous arrêterons pas aux constructions qu’il faudrait faire pour cela. 

«4". Il suit de ce qui précède que si l’on donne à un morceau de carton, inextensible 
et éminemment flexible , la forme d e g itb' k'h'f ad, et qu’on plie l’arc ah' b' de ce carton 
sur un arc d’hélice(AHB, A'H'B'Lle carton coïncidera avec la surface développabledonnée. 

Nous déduirons de là uu moyen très commode d’exécuter un modèle d’héliçoide : on con- 
struira une hélice sur un cylindre, et l’on déterminera le développement dïyS’ifa , 
de deux portions correspondantes des deux nappes de la surface développable dont cette hù- 
liccscrait l’aréte de rebroussement ; on découpera, dans un morceau de carton trèsminoeot 
très flexible , deux pièces , l’une égalé à l’aire , l’autre égale à l’aire MÇ-e'btl* ; on dis- 

posera ces pièces comme elles Je sont dans la figure , et en les passant autour «lu cylin- 
dre, de manière qu’elles se courbent dans des seusopposés, «t que l’are ■(«, qui leur est 
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commun, coïncide arec l’hélice tracée sur le cylindre, chacune d’elles formera la portion PI. Si. 
d’une nappe de l’héliçoïde correspondante à celle que formera l’antre pièce sur l’autre F'*- *• 
nappe. D’où l’on soit que l'ensemble des deux pièces de carton dont il s’agit donnera le 
modèle exact d’un héliçoïde et de son arête de rebroussement 

64^. En général, en passant un morceau de carton mCyfi nJuS» terminé à deux arcs 
de cercles concentriques «Ai, , autour d’un cylindre droit quelconque, en tendant 

l’arc «Si sur ce cylindre, et en laissant d’ailleurs le carton (supposé flexible et inexten- 
sible ) parfaitement libre, il formera une portion d’héliçoidc , mais dont l’aréle de rebrous- 
sement sera d’ordinaire sur un cylindre plus petit que le cylindre employé. 

En effet , les tensions exercées aux extrémités de l’arc intérieur ah devront le faire coïn- 
cider avec la plus courte ligne qu'on puisse mener entre ces extrémités sur la surface du 
cylindre ; or, l’hélice est ccttc plus courte ligne, car elle a pour transformée une ligne 
droite sur le développement du même cylindre : donc l’arc «9i se pliera sur le cylindre 
suivant une hélice. D’un autre côté, deux charnières consécutives quelconques , suivant 
lesquelles le carton aura subi sa flexion , feront le même angle entre elles , et seront situées 
delà même manière par rapporta l'axe du cylindre, parce que tons les points de l’hélice 
mil étant placés pareillement, par rapport au cylindre et par rapport à la surface du 
carton , il ne pourra rien arriver de particulier à aucun d'eux. Donc les élémens de l’a - 
rète de rebroussement, sur lesquels toutes ces charnières se couperont deux à deux, fe- 
ront le même angle avec Taxe du cylindre , et en seront à des distances égales ; done cette 
arête de rebroussement sera une hélice : donc , etc. 

Maintenant remarquons que l’on pourra incliner plus ou moins l’arc «âi sur le cylindre 
donné, et nous verrons qu’à chaque inclinaison il correspond un héliçoïde particulier. 

Pour chaque héliçoïde, l’angle des caractéristiques, et de l’arc ah , sera constant ; mais il 
variera d’un héliçoïde à un autre : or, si cet angle est nul , elles seront toutes tangentes à 
l’hélice *5i, et cette hélice sera par conséquent l’arête de rebroussement. Il est clair que 
pour toutes les autres valeurs du même angle, l’arête de rebroussement sera située dans 
l’intérieur du cylindre donné; qnc si cet angle est droit, le pas de l’hélice «Si sera nul , 
qu’elle se réduira à uu cercle , et que l’héliçoïde sera un cône droit. 

Nous ne parlerons pas des lignes pleines et ponctuées de l’épure; on voit assca comment 
on doit la dessiner. 

649 . Problème oèrèrjl. Une surface développable quelconque étant donnée , con- 
struire son développement. 

On ne peut indiquer de méthode générale pour résoudre ce problème qu’en empruntant 
le secours de l’Analyse. D’après cela, nous nous contenterons de faire observer que dans 
chaque cas particulier où l’on connaît, sur une snrfaeo donnée , une courbe dont la trans- 
formée est connue sur le développement de ccttc snrfaoc, it est toujours possible d'obte- 
nir ce développement par des opérations graphiques. 

En effet , on pourra mener sur la surface donnée autant d’élémens qu’on en voudra , et 
l'on pourra déterminer leurs angles avec la courbe dont la transformée est connue. Et 
comme ces angles ne varient pas lorsqu’on développe la surface, il ne l’agira que de rap- 
porter , sur la transformée de oette courbe , le point où elle est rencontrée par chaque élé- 

• 3a.. 
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ment ; et au moyen de l’angle de cet élément avec la transformée , on construira la droite 
suivant laquelle il s’applique sur le développement. La même opération étant faite pour 
un nombre suffisant d'élémens , on aura ce développement. 


CHAPITRE IL 

Sur les Sphères. 


G5o. Problème «"• Déterminer la sphère circonscrite à un tétraèdre 
donné. 

Pour résoudre ce problème, nous remarquerons que chaque arête du 
tétraèdre donné est une corde de la sphère cherchée. Or , c’est une 
propriété générale des sphères , que tout plan perpendiculaire sur le 
milieu d’une de leurs cordes passe par leur centre. Il s’ensuit donc que si 
l’on mène, par le milieu des trois arêtes du tétraèdre, trois plans perpen- 
diculaires chacun à une de ces arêtes, ils se couperont suivant un point qui 
sera le centre de la sphère demandée. 

65i . D’après cela , il sera facile d’obtenir cette sphère. Prenons pour plan 
horizontal de projection un plan parallèle à l’une des faces du tétraèdre 
donné, et choisissons le plan vertical de manière qu’il soit parallèle à l’une 
des arêtes de ce solide. Cela posé, soient(A, A'), (B, B'), (C, C')et (D, D'), 
les quatre sommets du tétraèdre, et supposons que (A, A') et (B, B') étant 
ceux par lesquels passe l’arête (AB,'A'B'), parallèle au plan vertical, les 
trois derniers (B, B'), (C, C') et (D, D'), soient ceux qui sont à la même 
distance du plan horizontal. 

Nous mènerons deux plans verticaux ah , cd, respectivement perpendi- 
culaires sur les milieux des deux côtés horizontaux (BC, B'C'), (BD, B'D'). 
Ces deux plans se couperont suivant une verticale (E, EE'), qui contiendra 
le centre de la sphère cherchée. Nous mènerons ensuite un plan f E', per- 
pendiculaire au côté (AB, A'B') parallèle au plan vertical, et ce plan con- 
tiendra le même centre; donc il coupera la droite (E, EE') suivant un point 
(E, E'), qui ne sera autre chose que ce centre. 

En joignant le point (E, E') avec un quelconque des sommets (D, D') 
du tétraèdre donné, on obtiendra le rayon (ED, ET)') de la sphère cher- 
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chée , en sorte que si l’on décrit des points E et E' comme centres, avec fi- 
la véritable grandeur de ce rayon, les cercles GUI, KLM, ces cercles 
donneront la représentation de cette sphère. 

65a. PnoBLÈME a. Déterminer la sphère inscrite dans un tétraèdre 
donné. 

Concevons par une arête de ce tétraèdre un plan qui divise en deux 
parties égales l’angle des deux faces qui se coupent suivant cette arête ; ce 
plan sera le lieu de tous les points de l’espace également distans de ces 
deux faces : donc il contiendra le centre de la sphère demandée. II suit 
de là que si nous menons, par trois arêtes du tétraèdre, trois plans qui 
divisent en deux parties égales les angles corrcspondans à ces arêtes, ces 
pians se couperont suivant le centre de cette sphère ; d’où l’on voit qu’il 
sera facile de la déterminer. 

653. Pour opérer avec facilité, prenons pour plan horizontal de pro- 
jection une face ABC du tétraèdre, et choisissons pour plan vertical un Hg. 
plan perpendiculaire à l’arête AB. 

Ayant représenté les quatre sommets (A, A'), (B, A'), (C, CT), (D, D'), 
nous mènerons la droite A'E, de manière que l’on ait D'A’E = C'A'E, et 
il est clair que le plan A'E , perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion, sera l’un des trois plans auxiliaires qui contiennent le centre cherché. 

11 s’agira d’obtenir la droite intersection des deux autres. 

Faisons passer par l’arête (BD, B'D') le plan auxiliaire correspondant , 
et cherchons sa trace horizontale. Pour cela , rabattons le plan BD sur le 
plan horizontal; le point (D, D*) viendra s’abattre en un point d, et l’a- 
rête (BD, B'D') en Bd. Prenons sur l’arête rabattue Bd un point c, et con- 
cevons par ce point un plan cg perpendiculaire à Bd. Si l’on relève Bd 
en (BD, B'D'), et que l’on imagine que le plat» cg suive l’arête Br/ dans 
son mouvement , ce plan viendra prendre une position (ab, cg), telle que 
la trace horizontale ab soit une perpendiculaire à IW menée par le point g. 

Cela posé, rabattons le plan (ab , cg) sur le plan horizontal ; le point c 
viendra s’abattre en e; les points fl et b, où la droite ab perce les faces 
(DBC , D'B'C') et ATF, ne changeront pas dans le mouvement ; ainsi , les 
intersections du plan dont il s’agit et de ces faces se rabattront suivant les 
droites ea , eb. Or , si l’on mène par le point e la droite ef, qui divise 
l’angle aeb en deux parties égales, cette droite sera dans le plan auxi- 
liaire mené par l’arête (BD, B'])') : mais cette droite, relevée dans l’espace, 
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pi. 5». percera le plan horizontal en /; donc la droite B f sera la trace du plan 
ri ®' *" auxiliaire en question. 

On trouvera de même la trace Ai du plan auxiliaire mené par l’arête 
(AD, A'D'). Les traces B; , Ai, se couperont en un point i, qui donnera 
l’intersectiou des deux plans auxiliaires correspoudans : et comme cette 
intersection (U/, Dï') perce en (o, o') le plan auxiliaire A'E, on en con- 
clura que le centre de la sphère cherchée est en ( 0 , 0 '). 

Connaissant le centre (o, o'), la représentation de la sphère demandée ne 
donnera lieu à aucune difficulté. 

654- PnoBLtaB 3. Étant données trois sphères , on demande de construire j i*. une 
sphère , d'un rayon connu , intérieurement tangente aux trois sphères données ; 2 *. la plus 
petite sphère qui puisse toucher intérieurement ces trois sphères. 

Occupons-nous d’abord delà première question , et supposons que la sphère demandée 
soit connue. Il est clair que le centre de cette sphère sera distant des centres des sphères 
données de longueurs respectivement égales à la somme du rayon de chacune d’elles et du 
rayon de la sphère demandée. Donc si l’on construit trois sphères auxiliaires qui aient 
pour rayonsccux des sphères données , augmentés du rayon de la sphère demandée, le 
centre de cette dernière sera l’intersection des trois sphères auxiliaires. 

655. D’après cela, prenons pour plan horiiontal de projection le plan des centres des 
trois sphères données; choisissons pour plan vertical un plan perpendiculaire à la droite 

PI. Sa. menée par itcux des centres de ces sphères, et soient (A, A'), (B, B'), (C, B'), les centres des 
*’* mêmes sphères , et Au, B4 , Go, leurs rayons. 

On augmentera ces rayons des quantités ad ,be, cf, égales au rayon connu de 1a sphère 
demandée, et l’on décrira trois nouvelles sphères avec ces nouveaux rayons. Elles se cou- 
peront suivant trois cercles verticaux gh ,ik, (Jm, t n'm'n) , dont le dernier sera paral- 
lèle au plan vert ica! , et qui auront pour intersections les deux points (n , n) , (n, n"). En 
décrivant donc de ces deux points comme centres , arec le rayon ncr=ad, les deux sphères 
(lpq,rst),(!pq, mes), ce» deux sphères résoudront la première question du problème proposé. 

656. Passonsàla seconde question, et ayant pria pour plande la ligure celui des centres 
PI. 48 . Je) trois sphères données , soient A , B, C, cos centras , et AD , BE, GE, les rayons cor- 

*• respondans. 

Nous remarquerons que si des points A et B, comme centres, on décrit deux arcs de 
cerclesavec des rayons AO, BO,cgauxaux rayons AD, BE , augmentés d’une même quantité 
arbitraire PO=QO , les arcs décrits se couperont en deux points O et R , également dis- 
tans des cercles A et B. En changeant donc la quantité arbitraire PO, pour avoir de 
nouveaux arcs, on obtiendra de nouveaux pointa , tels que O et R , et il est clair que la 
suite de ces points formera une branche HGL d’hyperbole, partout également éloignée 
des cercle» A et B (SCi),.Qr, ai l’on imagine que cette hyperbole tourne autour de la 
droite AB, prise pour axe de révolution , elle décrira une nappe tPhyperboloïde de revo- 
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lulion a deux nappe» (109) . qui sera le lieu des centres de toutes les sphères à la fois tan- 
gentes aux sphères A et B. , 

Si l’on décrit de même , an moyen des centres A et C , une deuxième hyperbole IGM , 
elle déterminera unedeuxième surface de résolution , qui sera le lien des centres de toutes 
les sphères à la fois tangentes aux sphères A et C. Mais ilest clair que cette surface de ré- 
volution coupera celle dont la génératrice est l'hyperbole HGL suivant une ligne courbe , 
qui sera le lieu des centres de toutes les sphères tangentes aux sphères données. El comme 
le point G , intersection des génératrices HGL , IGM, appartient à cette ligne courbe, et 
se trouve, de tous les points de cette ligne , le plus rapproché des centres A , B , C, il s'en- 
suit que ce point est le centre de la sphère cherchée DEF. 

On voit que cette solution donne également le cercle tangent intérieurement à trois 
autres, et la plus petite sphère tangente intérieurement à trois sphères. 

65- . Nous remarquerons en passant que les centres des sphères tangentes intérieure- 
ment aux trois sphères A , B , C , doivent se trouver à la fois sur les trois surfaces do révo- 
lution dont les droites AB , AC , BC, sont les axes, et dont les branches d’hyperbole HGL , 
IGM , KGN , sont les génératrices ; d’où il suit que ces trois surfaces, au lieu de se couper 
suivant de» points, comme des surfaces quelconques , se coupent suivant une courbe. 

On peut en effet voir. Ag. 3 , pl. Su , que les points (» , n) ,(/>,»*) sont à la fois sur les 
trois cercles ÿA , ik , Im , qui appartiennent à ces surfaces, et qu’on faisant varier ( 0 para- 
mètre ad—bt—ef, on obtiendra de nouveaux points , tels que (n , n) , (n , n') , qui seront 
encore sur les trois nappes d’hyperboloïdcs à deux nappes dont il s’agit (655). 

658. Si, nu lieu de demander des sphères tangentes intérieurement aux sphères don- 
nées, on demandait celles qui les tpuchent extérieurement, les solutions précédentes ne 
subiraient qu’une légère modification , d’après laquelle chaque branche RGL d’hyperbole 
æ trouverait remplacée par l’autre branche de la même hyperbole. 

65g. Piton leux 4- Quatrt sphères étant données , trouver une cinquième sphère qus 
tes touche toutes les quatre. 

A deux des sphères données, il correspondra un hyperboloidc à deux nappes, lieu des 
centres de tontes les sphères tangentes à cos deux sphères ( noyés le problème pnicédent) ; 
et cet hyperholoïde, qu’il sera facile de construire, contiendra le centre de la sphère de- 
mandée. D’après cela, il correspondra aux quatre sphères données six hyperholoïde » ; qui 
se couperont suivant deux points, dont l’un sera le centre d’une sphère tangente inté- 
rieurement aux sphères données , et dont l’autre sera le centre de la sphère tangente exté- 
rieurement aux mêmes sphères. Or , les centres des sphères demandées étant trouvés, ces 
sphères s’en su i vront 

Pour indiquer comment on obtiendra ces centres, désignons par A , B, C, D, ceux des 
sphères données, et nommons ces sphères elles-mêmes, par les mêmes lettres A,B,C, D. 
Il correspondra à la sphère A , et à chacune des trois autres, trois hyperboloides dont les 
axes se couperont en A. On cherchera, par le procédé exposé n” 48g, l’intersection de l’un 
de ces hyperholoïde* avcclcsdcux autres, et l’on obtiendra deux courbes , qui se croiseront 
sur le premier hyperholoïde suivant les centres cherchés. 

Si les trois hyperboloïdcs choisis ne correspondaient pas à la même sphère A . au centre 


Pl. 48. 
FIr. 1. 


Digitized by Google 



a56 


LIVRE V. QUESTIONS DIVERSES. 


PI. 53. 
l'i*. t 


de laquelle sc coupent leurs axes, on ne pourrait pas employer le procédé fort simple du 
n° 489. Et si l’on prenait arbitrairement les troii hyperboloïdes, parmi les six que don- 
nent les quatre sphères , il se pourrait qu’ils ne correspondissent qu’à trois de ces sphères : 
dans ce cas, ils auraicut des courbes pour intersections et non pas des points (657), et 
ils ne détermineraient pas les centres cherchés. 


CHAPITRE III. 

Problèmes de Trigonométrie sphérique. 

G60. Un triangle sphérique ABC est composé de trois côtés AB, AC, BC , 
qui sont trois arcs de trois cercles situés sur une même sphère, et de trois 
angles, qui sont ceux que font entre eux les plans des arcs AB, AC, BC. 
La science qui s’occupe de la détermination numérique de trois de ces 
six grandeurs , quand on donne les trois autres et que l'on connaît le rayon 
AM , est celle qui reçoit le nom de Trigonométrie sphérique. Nous allons 
résoudre graphiquement les problèmes auxquels elle conduit. 

66 1 . Les arcs AB , AC , BC , étant sur une sphère d’un rayon connu AM , 
on pourra leur substituer les angles AMB , AMC, BMC , qui leur correspon- 
dent au centre M ; et les six grandeurs , qui forment le triangle ABC, se- 
ront représentées par six angles. 

Mais il est clair que ces six angles , qui sont les trois angles plans 
AMB, AMC , BMC, et les trois angles dièdres des plans AMB, AMC, BMC, 
sont les élémeus constitutifs de l’angle solide trièdre MABC ; donc tout 
problème de Trigonométrie sphérique dans lequel , trois des six grandeurs 
qui composeut un triangle étant données, on demande les trois autres, se 
change en un autre problème , où les données sont trois élémens d’un 
angle solide trièdre , et où les inconnues sont les trois autres élémens du 
même angle. 

662. D’après cela , il suffira de savoir résoudre graphiquement ce pro- 
blème , Trois des six angles qui forment un angle solide trièdre étant don- 
nés : trouver les trois autres , pour pouvoir aussi résoudre graphiquement 
tous les problèmes de Trigonométrie sphérique. 

Or, cette question générale sc divisera en six autres, que voici ; 
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t®. Étant donnés trois angles plans , trouver les trois angles dièdres. pi. 5J. 

a®. Étant donnés deux angles plans et l’angle dièdre compris, trouver lis 
l’autre angle pian et les deux autres angles dièdres. 

3“. Étant donnés deux angles plans et l’angle dièdre adjacent à l’un d’eux, 
trouver l’autre angle plan et les deux autres angles dièdres. 

4®. Étant donnés un angle plan et deux angles dièdres, dont l’un soit 
adjacent , trouver les deux autres angles plans et l’autre angle dièdre. 

5®. Étant donnés un angle plan et les deux angles dièdres adjacens, trou- 
ver les deux autres angles plans et l’angle dièdre compris. 

6°. Enfin , étant donnés les trois angles dièdres , trouver les trois an- 
gles plans. 

663. Mais nous allons montrer que par la considération de l’angle solide 
trièdre supplémentaire , ces six questions se réduisent à trois. 

MABC étant un angle solide trièdre quelconque , élevons , par le som- 
met M , les droites Mn, W>, Mc , respectivement perpendiculaires aux faces 
MAB, MAC , MBC. 

On sait que deux droites mn , mp , perpendiculaires à deux plans MN , MP, Fig. a. 
font entre elles un angle nmp supplément de IN MP j 

Donc l’angle solide trièdre M abc aura scs angles plans supplémentaires F>*- >• 
des angles dièdres de l'angle solide trièdre MABC. 

Or , la droite Ma est perpendiculaire au plan AMB , et la droite M b 
perpendiculaire au plan AMC ; donc le plan «Mi est perpendiculaire à la 
droite MA, intersection de AMBetde AMC. Et comme les plans «Mc, iMc, sont 
pareillement perpendiculaires aux arêtes respectives MB, MC, on en con- 
clura que l'angle solide MABC a ses angles plans supplémentaires des an- 
gles dièdres de l’angle solide M abc. 

- D’où l'on voit que les trois angles plans d’un de ces angles solides 
sont les supplément des trois angles dièdres de l’autre. C’est ce qui fait 
donner à l’angle solide M abc le nom d'angle solide supplémentaire de 
MABC : ce dernier est pareillement l’angle solide supplémentaire du pre- 
mier (*). 

' 664 . Maintenant remarquons que les 1 ”, a* et 3* questions , précédem- 


(") An lieu de cette dénomination, on emploie souvent celle de pyramide suppUmtn- 
taire , parce qu’on appelle joyramûfe* les angles solides tels que MABC Comme on ne consi- 
dère pas ici de quatrième face qui puisse servir de base à ces solides, nous avons préféré le 
nom d’angle solide à celui de pyramide. 

33 
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ment posées (662), sont, par rapport «aux angles plans, ce que les 6*, 5* et 4*, 
sont par rapport aux angles dièdres. Nous eu conclurons que si l’on sait 
résoudre les trois premières, on saura résoudre les trois dernières au 
moyen de l’angle solide supplémentaire ; car ce qui est angle plan dans 
l’angle solide donné, deviendra angle dièdre dans l’angle solide supplé- 
mentaire , et réciproquement (663). 1 

Il résulte de là que pour résoudre les 4* » 5* et 6' questions , il faudra 
prendre les supplémens des trois angles donnés ; considérer les supplémcns 
correspondans aux angles plans donnés, comme des angles dièdres , et ceux 
corrcspondansauxaugles dièdres, comme des angles plans; appliquer les so- 
lutions des questions 3*, 2* et t’*, et construire les supplémens des angles 
trouvés : ces supplémeus seront les angles demandes. 

Il ne s’agit donc plus que de résoudre graphiquement trois problèmes , 
pour savoir construire les solutions de toutes les questions de Trigonométrie 
sphérique. 

665. Problème i". Etant donnés les trois angles plans d’un angle 
solide trièdre, trouver ses trois angles dièdres (*). 

53. Soient AOB, BOC, COD , les trois angles plans donnés. Imaginons que 
3 ' le premier AOB, et le dernier COD, prennent au-dessus du plan BOC un 
mouvement de rotation, autour des droites respectives BO, CO, pour ve- 
nir former l’angle solide en question. 11 est clair que les deux droites mo- 
biles AO , DO , décriront dans ce mouvement deux demi-surfaces coniques 
droites qui auront un élément commun , et que c'est quand les droites 
AO , DO, coïncideront entre elles, suivant cet élément, que l’angle solide 
sera formé. Or , si l’on prend OF = OE , les points F et E seront tels qu’ils 
se réuniront dans la formation de l’angle solide ; mais le point F décrira un 
arc de cercle (FI , F Kl') , dont le plan sera perpendiculaire à la charnière OB ; 
le point E décrira un autre arc de cercle (El , ELI"), dont le plan El sera 
perpendiculaire à OC : donc ces points se réuniront suivant le point de l’es- 
pace projeté horizontalement en 1 et verticalement en l' et I". Donc l’angle 
solide sera formé, 1”. par le plan BOC; 2“. par le plan mené par BO et 
par le point (I , I')j 3*. enfin, par le plan mené par CO et par le point (!,!*). 

Maintenant il ne s’agira plus que de mener les droites Gl', 111' ; elles 


(*) On lait que pour que l’angle demandé soit possible, il faut que les trois angles plans 
soient ensemble moindres que quatre angles droits, et que le plus grand soit plus petit que 
la somme des deux autres. 
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détermineront deux angles IGI', IH 1 ', qui seront les deux angles demandés Pi. 53. 
correspondans aux arêtes BO et CO. En effet , le plan GI est perpendiculaire Fl ®' 3 ‘ 
à l’arête BO ; donc c’est dans ce plan que se mesure l’angle des deux faces > 
qui passent par BO : mais ce plan coupe la face BOC suivant GI', et la face 
AOB relevée suivant GI'; donc cet angle égale IGI'. De même, le plan HI 
étant perpendiculaire à OC coupe les faces de l’angle solide qui ont OC pour 
intersection suivant deux droites III , III*, qui font entre elles l’angle IH 1 * 
de ces faces. 

666. 11 ne restera donc plus à déterminer que l’angle des deux faces 
AOB, COD. 

Pour l’obtenir, on "prendra AO = OD, et l’on remarquera qu’après la Fig. 
formation de l’angle solide , les points A et D sont réunis, et que les droites 
AB et DC, respectivement perpendiculaires à AO et DO, doivent mesurer 
l’angle cherché. Or , si l’on conçoit par ces deux droites un plan , il cou- 
pera la face BOC suivant BC, et l’angle trièdre suivant un triangle dont 
AB , BC, CD, seront les cêtés; si donc on décrit, des points B et C comme 
centres, les arcs AK, DK, on formera ce triangle , et l’angle CKB sera le 
troisième angle demandé. 

667. Problème 2. Étant donnés deux angles plans d’un angle solide 
trièdre et l’angle dièdre compris , on demande F autre angle plan et les deux 
autres angles dièdres. 

Soient AOB, BOC, les deux angles plans donnés, et BE étant une droite Fig. 5. 
perpendiculaire à OB, soit EBE' un angle égal à l’angle dièdre donné. 

On imaginera que le plan AOB tourne autour de BO , jusqu’à ce qu’il 
fasse avec BOC l’angle donné E'BE, et il est clair qu alors les trois arêtes 
BO, CO, AO, formeront l’angle solide. Dans le mouvement, le point A , 
où la droite BE prolongée coupe AO, décrira un arc de cercle (AE, ADE'), 
et viendra s’arrêter en (E, F). Si donc on conçoit une droite, menée par 
(E , E') et par le point 0 , l’angle de cette droite et de OC sera le troi- 
sième angle plan demandé. D’après cela , il sera aisé de le rabattre et d’avoir" 
sa véritable grandeur. En effet, le point (E, E') décrira un arc de cercle 
dont le plan EG sera perpendiculaire à la charnière OC : or, si l’on rabat 
ce plan autour de sa trace EG , le point (E , E') viendra en E*, en sorte qu’en 
décrivant, du point C comme centre, l’arc E'TG, on aura l’arc (EG , E*FG) 
décrit par le point (E, E") en se rabattant : mais il est clair que le point G 
sera le rabattement de(E, E"); donc l’angle COG sera l’angle plan demandé.' 
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n 55. Connaissant les trois angles plans AOB , BOC, COG, les deux autres an- 
*• gles inconnus s’obtiendront par la solution du problème précédent. 

668. Execution de l’épure. Pour que la fig. 5 ne soit pas semblable à 
la fig. 3 , nous avons tracé la ligne OG, qui forme l’angle demandé COG, 
au moyen de lignes mixtes'. 

669. Problèmes. Etant donnés deux angles plans (T un angle solide 
trièdre , et l’angle dièdre adjacent à liai d eux , trouver l'autre angle plan 
et les deux autres angles dièdres. 

Soit AOB, BOC, les deux angles plans donnés, et b droite AB ayant 
été menée perpendiculairement à AO, soit B' AB l’angle dièdre donné , sup- 
posé adjacent à AOB. 

Nous concevrons un plan par les droites AO , (AB , AB') , et ce sera évi- 
demment celui du troisième angle plan demandé. Nous imaginerons ensuite 
que l’angle BOC tourne autour de l’arête OB ; la droite OC engendrera , dans 
le mouvement de cet angle, une surface conique droite qui coupera en 
général le plan mené par AO et par (AB, AB') suivant deux droites : or, 
B est évident que chacun des angles de ces droites et de la ligne AO sera 
l’angle plan cherché j d’où l’on voit que le problème proposé présente deux 
solutions. 

Pour les obtenir , il s’agira donc de déterminer les intersections du plan 
mené par AO , et par (AB , AB') , avec le cône décrit par la droite CO , et 
de construire les angles que formeront ces intersections avec la ligne AO. 
Or, si l’on coupe ces deux surfaces par le plan CD, mené perpendicu- 
lairement à BO par le point B , où se coupent AB et BO , on obtiendra pour 
sections, premièrement, avec le cône, le cercle (CD, CFG) décrit par le 
pointC autour du point B ; secondement, avec le plan, la droite menée 
par le point D et par le point qui se projette horizontalement en B et verti- 
calement en B' et B' , laquelle droite se rabat autour de CD en DB\ Ces 
sections (CD, DB"), (CD, DFG), se couperont en deux poiuts F et G, et les 
angles des droites menées par ces poiuts et par le poiut 0, avec la droite 
AO , seront les angles cherchés. Si donc on fait attention que les points F et G 
sont à une distance OC du point 0 , et quils sont éloignés du poiut D des 
distances DF et DG, on verra qu’en décrivant du point D comme centre, 
avec les rayons DF et DG , les arcs FMI , GNK , puis du point 0 comme 
centre, avec le rayon OC, l’arc CLKI, ce dernier coupera les deux premiers 
eu deux points I et K , qui donneront les angles plans cherchés DOi , DOK. 
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Connaissant les trois angles plans AOB, BOC, DOI, on AOB, BOC, P|- SA 
DOK, on saura trouver les angles dièdres demandés ( 665 ). 

670. Exécution de l’épure. Pour que l’on ne confonde pas les données 
et les résultats, nous avons tracé les données AOB, BOC , B' AB, en lignes 
pleines, et les côtés 01 , OK, des valeurs AOI, AOK, de l’angle plan de- 
mandé, en lignes mixtes. 

671. Remarque. Nous ferons observer en passant, que les données d’un Ki g . 3, 
angle solide trièdre en déterminent toujours deux, symétriques l’un de * 5 el f '~ 
l’autre. Dans les figures 5 et 4 , le second angle s’obtiendrait en réunissant 

les arêtes OA, OD, au-dessous du plan BOC; dans la figure 5 , en plaçant 
l’angle E'BE, au-dessous du plan BOC; enfin, dans la fig. 6, en plaçant 
l’angle B'AB, au-dessous du plan AOB. Mais deux angles solides trièdres 
symétriques étant composés des mêmes parties, les solutions précédentes 
donnent les mêmes résultats , soit que l’on construise l’angle situé au-des- 
sus du plan de la figure, soit que l’on construise celui qui est au-dessous 
de ce plan. 

On aura fréquemment occasion , dans la Coupe des pierres , d’appliquer 
les solutions précédentes. 



CHAPITRE IY. 

Construction d’un point donné de plusieurs manières dans 

l’espace. 

67 a. Problème i". Trois plans A,B,C, étant donnés , et connaissant 
les distances m, n, p, d’un point à ces trois plans , construire la position de 
ce point. 

Il est clair que si l’on mène deux plans a et a', parallèles au plan A , et 
distans de ce plan de la longueur m, le point demandé sera sur l’un de ces 
plaus. Si de même on mène deux plans b et b' , parallèles au plan B, et 
distans de ce plan de la longueur n, le même point demandé sera aussi sur 
l’un des plans b et b'. Or, les plans a et a', b et b ' , se couperont suivant 
quatre droites, faciles à déterminer , qui contiendront évidemment le point 
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cherche : mais ce point sera aussi sur deux plans c et c', menés parallèle^ 
njent au plan C, à des distances de ce plan égales à la longueur p; donc il 
sera l’un des huit points suivant lesquels les deux plans c et c' couperont 
les quatre droites intersections des plans a et al d’une part , b et b' d’autre 
part. 

Ainsi , le problème proposé présente huit solutions. Comme il sera facile 
de les obtenir, nous ne nous arrêterons pas à leur construction. 

673. Problème a. Trois points A, B, C, étant donnés, et connaissant 
leurs distances m, n , p, à un quatrième point , on denumde ce dernier 
point. 

Il est évident que le point cherché sera sur trois sphères qui auront pour 
centres les points A, B, C, et pour rayons les distances m, n, p, corres- 
pondantes à ces points ; donc il sera leur intersection commune. Or, deux 
de ces sphères se couperont suivant un cercle, et ce cercle aura deux points 
communs avec la troisième sphère; donc le problème proposé aura en 
général deux solutions. D'après ce qu’on a vu n" 655 , il sera aisé de les 
construire. 

Nous ferons olwerver que si la somme de deux quelconques des distances 
m, n, p, n’excédait pas l’éloignement des centres des sphères correspon- 
dantes, ces sphères ne se couperaient pas, et la question proposée se trou- 
verait impossible. 

674. Problème 3 . Étant données trois lignes droites A, B, C , et les 
distances m, », p, dun point à ces lignes , on demande de construire la 
position de ce point. 

Concevons qu’on mène dans l’espace une droite parallèle à la droite A, 
et distante de cette dernière d’une longueur m ; puis imaginons qu’on fasse 
tourner la droite menée, autour de la droite A prise pour axe de révolu- 
tion : il est clair que la droite mobile engendrera une surface cylindrique 
droite qui aura tous ses points à la distance m de la droite A. Il y aura pa- 
reillement deux autres surfaces cylindriques droites qui, ayant les droites 
B et C pour axes , contiendront tous les points de l’espace éloignés de ces 
axes des longueurs respectives n et p; donc le point demandé sera l’inter- ■ 
section de trois surfaces cylindriques droites, 
n. 5t. 675. Soit (EF, E'P) une des lignes droites données, et GH la distance 

1 '*• 3 - du point cherché à cette droite; il s’agira d'abord de représenter la surface 
cylindrique droite correspondante à (EF, E'F'). Pour cela, nous remarque- 
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rons que la trace horizontale de cette surface est une ellipse dont le centre pl - 5 '- 
est le point E, où la droite (EF, E' F') perce le plan horizontal, et que 3 ' 
le petit axe de cette ellipse est une droite 1K perpendiculaire à EF et double 
de GII. Pour avoir les extrémités du grand axe , nous construirons les ëlé— 
mens de la surface cylindrique situes dans le plan EF : ces élémens seront 
deux droites parallèles à (EF, E'F'), et distans de cette droite de la lon- 
gueur GH. Si donc on rabat le plan EF sur le plan horizontal, autour de 
sa trace EF, la droite (EF, ET') se rabattra en EP , et si l’on mène NO 
perpendiculaire à EP, et qu’on prenne Q0 = QN = G1I, puis qu’on mène 
les droites OM, NL, parallèles à EP , ces droites seront évidemment les 
rabattemens des élémens en question, et les points L et M , où ces clémens 
percent le plan horizontal, détermineront le grand axe cherché LM. 

Connaissant les quatre points I, M, K, L, on décrira l’ellipse 1MKL: 
elle sera la trace du cylindre droit correspondant à (EF, E'F'), et la repré- 
sentation de ce cylindre sera facile à exécuter. 

676 . Lorsqu’on aura représenté les trois cylindres corrcspondans aux 
trois droites données, on cherchera les intersections de l’un d’entre eux 
avec les deux autres; ces intersections se rencontreront suivant certains 
points, et chacun de ces points sera une solution du problème proposé. 

Au lieu d’appliquer ces constructions à un exemple, nous allons géné- 
raliser la question et chercher l’intersection de trois cylindres quelconques. 

Ce nouveau problème se résoudra comme celui qui nous occupe , et le choix 
des données favorables à l’épure sera un peu plus facile que dans ce dernier. 

677. Problème 4 ■ Un point étant eitui sur troie surface* cylindriquesdonncesj onde- 
monde Us inUrsectione de ces surfaces et la position de ce point 

Prenons pour traces horizontales des trois surfaces données les ellipses DEF , GIIK. , PI. Sj. 
LMN, et soient (Pif, P D'), (Pu, P'a'),(P6, PA) , les directions des élémens de ces sur- 
faces: elles seront déterminées, Pour les désigner facilement, nommons A celle dont la 
trace est DEF, et dont les élémens sont parallèles à (Pd, PD) ; nommons B celle dont la 
trace est GlIK,ct dont les élémens sont parallèles à (Pu, P’a'); enGn, nommonsC la troi- 
sième, dont la trace est LMN , et dont les élémens sont parallèles à (PA , P' A'). 

Ayant mené par un point quelconque (P, P') de l’espace trois droites (Prf, P'D') , ( Pa , 

Pu), (PA, P A') , respectivement parallèles aux élémens des cylindres donnés, an con- 
struira les points d, a, A, où ces droites percent le plan horizontal , et l’on aura les direc- 
tions da, dh , ab, des traces des plans auxiliaires par lesquels il convient de couper ces 
cylindres ( 455 ) pour obtenir leurs intersections. 

678. Ces directions étant trouvées, 011 mènera les droites OQ et O'Q', BS et R'S', T”W 
et TW', et ! ou saura, premièrement, que le cylindre A pénètre le cylinJre B suivant 
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PI. Si une courbe composée de deux branches fermées ; secondement, que le cylindre A coupc le 
cylindre C suivant une branche unique d'arrachement; troisièmement enfin , que les cy- 
lindres B etC se coupent aussi suivant une branche unique d’arrachement (464)- 

On construira ces intersections par les procédés que nous avons exposés (455 — qfio), et 
l'on obtiendra, savoir : pour intersection de A et B, les lignes (TUVX, T'U'V'X') et 
(fYZI, i'ï'ZT'); pour intersection de A et C,la ligne ( ieï/ghklmi , Ce'VJ'g h' kTm'i) ; et' 
enfin , pour intersection de B et C, la ligne (ltnopjrsrl , \‘ ïndp'q’rt SV). 

Connaissant ces trois intersections , les points (»,»'), (I , I') , où elles se coupent toutes 
trois, seront déterminés. 11 est aisé de voir que dans le cas pris pour exemple le problème 
proposé aura deux solutions. 

Gyg. Mais comme la complication de la figure peut empêcher de distinguer bien clai- 
rement les points où ces courbes se coupent , il sera bon de savoir vérifier si un point 
donné (i , i) est en effet sur les trois cylindres donnés. Pour cela , on mènera par ce point 
les trois élément (Ei, EY) , (Gi,GY) , (Mi , M Y) ,ct l’on remarquera qu’en supposant que 
le point (i , i') soit a la fois sur les trois surfaces A , B , C, les trois plans menés par ces élé- 
rnens , pris deux à deux , seront des plans auxiliaires : d’où l’on voit que les droites EG , 
EM, GM, menées par les points E,G, M,où ces mêmes élément rencontrent les bases 
A , B , C, devront être (comme elles le sont véritablement) parallèles à du , db et ai. Le 
même moyen de vérification étant appliqué au point (1 , 1'), on trouvera que les élément 
(II, FT),(H1, HT'), (NI, NT'), percent le plan horizontal en trois points N, H , F, 
des ellipses A, B, C, et que les droites FU , FN, UN, sont parallèles à da , db , ab. Nous 
conclurons de là que les points (i, *') , (1 , 1') , sont bien les points demandés. 

680. Exécution de f épure. Quand on aura obtenu l’intersection de deux des trois 
cylindres donnes , on déterminera les parties de cette intersection qui seraient vues, si ces 
deux cylindres existaient seuls dans l’espace. Et comme l’introduction du troisième cy- 
lindre dans le système ne peut que cacher des parties vues , mais non pas rendre visibles 
des parties cachées, on connaîtra déjà beaucoup de ces dernières parties, et il ne s’agira 
plus que de distinguer parmi les arcs vus, de l’intersection de deux cylindres, les parties 
de ces arcs cachés par le troisième. 

La recherche de ces parties demandera de la sagacité. Toutefois , en faisant attention 
que pour quele troisième cylindre cache une partie de l’intersection des deux autres, il faut, 
ou que ce troisième cylindre soit au-dessus ou en avant de cette partie, ou qu’il la con- 
tienne , on sortira aisément des difficultés de cette recherche. En effet, le troisième cy- 
lindre coupant le premier et le second suivant des courbes trouvées , il sera toujours facile 
de savoir, par le moyen de ces courbes, comment il sera situé par rapport à une partie de 
l’intersection des deux autres, en sorte que la question Sera ramenée à des considérations 
fort simples. C’est cc que l’application Ta achever d’éclaircir. Commençons par la projec- 
tion horizontale. 

681. nop est l’arc tu de l’intersection des surfaces B et C: cet arc ne sera pas caché par 
la surface A; car étant projeté au dehors de la projection de celte surface, il ne peut ni 
être renfermé en elle , ni situé au-dessous d’elle. 

L’arc mie de l’intersection de A et C serait vu , en faisant abstraction de la susface B; 
mais il est clair que le cylindre A est au-dessous de cette surface à partir du contour ne. 
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qu’il la pénètre suivant iYZl, et qu’il n’en sort que suivant la courbe TITVX, située au- Pt. î<. 
delà de l’are mie : donc cet arc tout entier est caché par la surface B, soit comme étant 
au-dessous d’elle , soit comme étant renfermé par elle. 

Quant à l’arc (TIJV, T'U'V'), de l’intersection de A et B, il est au-delà de la courbe 
(ielfghUmi , ie'Vfg'h'h'tm’Ü), suivant laquelle se coupent A et C; donc il est au-dessus 
de la surface C ; donc il ne peut être caché par cette surface : donc enfin il est ru , car il 
correspond à des élémens vus de A et B (465). 

682 . Pour la projection verticale, on remarquera qu’en faisant abstraction de la sur- 
face B , l’arc gfV de l’intersection de A et C est vu : et comme les surfaces A et C n’entrent 
dans la surface B qu’à partir des arcs l'Z'Y', tl'i, on en conclura que l’arc g'fV ne" 
cesse d’être su qu’au point I'. 

Les mêmes considérations feront voir que les arcs l'Z'Y', le premier intersection 
de C et B , et le second intersection de A et B, ne cessent d’être vus , par l’interposition 
des surfaces respectives A et C , auxquelles ils n’appartiennent pas, qu’à partir du point 1'. 

683. Pour rendre ce qui précède plus intelligible , nous avons marqué en lignes mixtes 
les arcs des intersections demandées qui seraient vus, si l’on faisait abstraction de la sur- 
face à laquelle ils n’appartiennent pas. Ceux qui ne sont vus dans aucun cas sont d'ail- 
leurs en lignes ponctuées, et ceux qui sont vus sur les trois surfaces sont en lignes 
pleines. 

684 . Avant de passer à un autre problème, nous ferons remarquer que lorsqu’un des 
points demandés n’est pas vu sur.une projection , il est nécessairement l’intersection de 
trois arcs cachés. Ainsi , les trois points I , i, sont les intersections d’arcs cachés, fit 

fie , ilZ, pour le premier; Yil, mie, «il, pour le second; et Y's'I', m'i'e', n'iT, pour le 
troisième. 

De même le point vu 1' est l’intersection des arcs vus Y'ZT, s't\' ,gf\!. Mais il est clair 
que ces arcs cessent d’être vus au point I', parce qu’ils appartiennent à des courbes qui 
entrent, à partir de ce point , dans la surface à laquelle elles n’appartiennent pas. 

Nous ferons remarquer encore que si les arcs TUV, hkl , passent par les points I et i, 
ce ne peut être que par uu hasard que les données présentent. 

685. Problème 5. Un ingénieur parcourant un pays de montagnes est muni d’une 
carte topographique sur laquelle sont exactement marquées les projections des différens 
points du terrain j et les cotes qui indiquent les hauteurs de ces points au-dessus d’une 
même surface de niveau. Il rencontreun point remarquable qui n’est pas sur la carte. L’in- 
génieur ne porte avec lui d'autre instrument qu’un graphomitre propre à mesurer tes 
angles , et cet instrument est garni d’un fl- à-plomb. 

On demande que , sans quitter la station , il construise sur la carte la position du point 
où il est , et qu’il trouve la cote qui convient à ce point, c’est-à-dire sa hauteur au-dessus 
de la surface de niveau. 

« Parmi les points du terrain marqués d’une manière précise sur la carte, et qui seront 
les plus voisins, l’ingénieur en distinguera trois, dont deux au moins ne soient pasàlaméme 
hauteur que lui; puis il observera les angles formés par la verticale et les rayons visuels 
dirigés à ces trois points, et d’après celte seule observation il pourra résoudre la question. 

34 
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» En effet, nommons A , B , C , Jcs trois points observés , dont il a les projections hori- 
xonUlcssur la carte, et dont il pourra construire les projections verticales au moyen de 
leurs cotes. Puisqu'il connaît l'angle formé par la verticale correspondante à la station , et 
par le rayon visuel dirigé au point A , il connaît aussi l’angle formé par le même rayon et 
par la verticale élevée au point A : car en négligeant la courbure de la terre, ce qui est 
convenable, ces deux angles sont alternes internes, et par conséquent égaux. Si doue il con- 
çoit une surface conique à base circulaire , dont le sommet soit au point A , dont l’axe soit 
vertical, et dont l’angle formé par l’axe et par la droite génératrice soit égal à l'angle ob- 
servé, ce qui détermine complètement cette surface, elle passera par le rayon visuel 
dirigé au point A, et par conséquent par le point de la station : ainsi, il aura une pre- 
mière surface courbe déterminée, sur laquelle sc trouvera le point demandé. En raison- 
nant pour les deux autres points B,C, comme pour le premier, le point demandé se 
trouvera encore sur deux autres surfaces coniques à bases circulaires, dont les axes seront 
verticaux, dont les sommets seront aux points B, C, et pour chacune desquelles l'angle 
formé par l’axe, et par la génératrice , sera égal à l’angle formé par la verticale et par le 
rayon tîsucI correspondant. Le point demandé sera donc en même temps sur trois surfaces 
coniques déterminées de forme et de position, et par conséquent dans leur intersection 
commune. Il ne s’agit donc plus que de construire, d’après les données de la question , les 
projections horizontales et verticales des intersections de ces trois surfaces considérées 
deux à deux; les intersections de ces projections donneront les projections horizontale et 
verticale du point demandé , et par conséquent la position de ce point sur la carte, et sa 
hauteur au-dessus ou au-dessous des points observés, ce qui déterminera sa cote. 

» Celte solution doit eu général produire huit pointa qui satisfont à la question ; maïs 
il sera facile à l’observateur de distinguer parmi ces huit points , celui qui coïncide avec le 
point de la station. D’abord il pour i a toujours s’assurer si le point de la station est au-des- 
sus ou au-dessous du plan qui passe par les trois points observés. Supposons que ce plan soit 
au-dessus du plan des sommets des cènes ; il sera autorisé à négliger les branches des inter- 
sections des surfaces coniques qui existent au-dessous de ce plan; par là, le nombre des 
points possibles sera réduit à quatre. Ce serait la même chose, si le point de station 
était au contraire placé au-dessous du plan. Ensuite, parmi ces quatre points, s’ils exis- 
tent tous , il reconnaîtra facilement celui dont la position , par rapport aux trois som- 
mets , est la même que celle du point de la station , par rapport aux points observés. » 

Si l’on veut un exemple, ou le trouvera dans la Géométrie descriptive de 11. Monge, 
d’où ce problème est extrait. 

686. Problème^. a JUes circonstances étant Us mêmes que dans Ut question précé- 
dente, avec cette seuU différence que f instrument n'est pas garni de fd-à-plontb , de ma- 
nière que Us angUs avec la verticale ne puissent pas être mesurés , on demande encore que 
e ingénieur, satts quitter la station , détermine sur la carte la position du pointait il est , 
et qu’il trouve la cote de ce point, c’est-à-dire son élévation au-dessus de Ut surface de ni- 
veau à laquelle tous les points de la carte sont rapportés. 

» Après avoir choisi trois points du terrain qui soient marqués d’une manière précise 
sur la carte, et tels que le point de station ne soit pas avec eux dans le même plan, l’ingé- 
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nieur mesurera les trous angles que forment entre eux les rayons visuels dirigés à ces trois 
points; et au moyen de cette seule observation , il sera en état de résoudre la question. 

» En effet, si nous nommons A , B , C, les trois points observés, et si on les suppose Pt 55 . 
joints par les trois droites AB, BC, CA, l’ingénieur aura les projections horizontales de 
ces droites tracées sur la carte; de plus, an moyen des cotes des trois points, ilaura les dif- 
férences de hauteur des extrémités de ces droites; il pourra donc avoir la grandeur de 
chacune d'elles. 

» Cela posé, si dans un plan quelconque, mené par AB, on conçoit un triangle rec- 
tangle BAD, construit sur AB comme base, et dont l’angle en A soit le complément de 
l’angle sous lequel le côté AB a été observé , l’angle en D sera égal à l’angle observé , et la 
circonférence de cercle décrite par les trois points A, B , D , jouira de la propriété que si 
d’un point quelconque W, de l’arc ADB, on mène deux droites aux points A et B, l’angle 
en W qu’elles comprendront entre elles , sera égal à l’angle observé. Si donc on conçoit 
que le plan du cercle tourne autour de AB comme charnière, l’arc ADB engendrera une 
surface de révolution dont tous les points jouiront de la même propriété; c’est-à-dire que 
si d’un point quelconque de la surface on mène deux droites aux points A et B, ces droites 
formeront entre elles un angle égal à l’angle observé. Or, il est évident que les points de 
cette surface de révolution sont les seuls qui jouissent de cette propriété; donc la sur- 
face passera par le point de la station. Si l’on raisonne de la même manière pour les deux 
autres droites BC,CA, on aura deux autres surfaces de révolution , sur chacune (lesquelles 
se trouvera le point de la station ; ce point sera donc en même temps sur trois surfaces de 
révolution différentes, déterminées de forme et de position; il sera donc un point de leur 
intersection commune. » 

687. Chacune de ces surfaces aura deux nappes distinctes, l’nne engendrée par l’arc 
ADB, capable d'un des angles observés , et l’autre engendrée par l’arc A«B, capable du 
supplément de cet angle. Or, généralement, chaque nappe d’une de ces surfaces de révo- 
lution peut être coupée par une nappe de l’une des deux autres surfaces suivant deux 
brandies de courbe; donc la ligne d’intersection de deux de ces surfaces est en général 
composée de huit branches. Mais une de ces branche! peut couper une nappe de la troi- 
sième surface en quatre points; donc les deux nappes de cette dernière surface peuvent 
rencontrer les huit branches de l’intersection en soixante-quatre points. 

Tous ces points ne satisfont pas à la question proposée : en effet, l’arc AmB n’étant pas 
capable d’un des angles donnés, mais bien du supplément de cet angle, la nappe de surface 
qu’il engendre, et que nous appellerons nappe tuppUnuntaire , ne peut contenir le point 
demandé. D’après cela, chacune des surfaces données n’a qu’une nappe qui puisse con- 
duire à la solation cherchée, ce qui réduit le nombre des branches de courbe, qui peuvent 
contenir le point à construire, à deux; et le nombre des solutions du problème, à huit 

De co huit solutions , quatre seront d’un côté du plan dès trois points donnés, et les 
quatre autres du côté opposé, en sorte que l’observateur, qui saura toujours de quel côté 
de ce plan il se trouve placé, n'aura véritablement que quatre points d’intcrsectiotlà con- 
struire. Et parmi ces quatre points, s'ils existent tous, il reconnaîtra facilement celui qui 
sera situé, par rapport aux points A, B, C, de la même manière qne celui de la station , v 

par rapport aux poiots du terrain qu’il a observés. • ' 
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PI. 55. 688 . Pour appliquer ce qui précède, prenons pour plan horizontal Je. plan des trois 

points donnés, et pour plan vertical un plan perpendiculaire à une droite menée par deux 
de ccs points. 

Soient donc (A, a) , (13, b) , (C, a), ces trois points, et ADB, AEC, BFC, les trois arcs 
horizontaux capables des angles observés. Nous concevrons que ces arcs tournent respecti- 
vement autour des cordes À13, AC, CB, qui les soutendent, et Us engendreront les sur- 
faces de révolution ADI3G, AECIÏ , BFCÏ , dont il s* agit de construire les points d’inter- 
section. 

Cherchons la ligne suivant laquelle sc coupent les deux surfaces dont AC et BC sont 
les axes. D’après ce qu’on a vu précédemment ( 189 ) , il conviendra pour cela de couper 
ces deux surfaces par des sphères concentriques dont le centre soit en (C, à). Une quel- 
conque mnrsuy, de ces sphères, coupera ces deux surfaces suivant deux cercles qui auront 
pour intersection des points de la ligne cherchée. Or, ces cercles sc projetteront horizon- 
talement en xs et nu ,et le dernier sc projettera verticalement en riÿuy* j d’où l’on voit 
qu’ils se couperont suivant les points (^,y) et ( y 

Eu menant de nouvelles sphères concentriques à la sphère mnrtuv , on obtiendra de 
nouveaux poiuts, tels que (y , /), (y , y*), et l’on eu déduira l'intersection (O ief, 
f\ e y d a . . ,acFy*e*Zf*). 

On construira de même l’intersection {kg*/,/' * g <* • • '<*#“*"/*) > des deux surfaces dont 
AB et AG sout les axes. Celte intersection coupera la ligne (( ZcUf x f'Xe’ÿct a . . 
suivant les points (* , e ) , (e, **) , {f, f ') , (/*,/*"), eulre lesquels il ne s’agira plus que de 
reconnaître le point de la station : ce qui, comme nous l’avons déjà dit, sera toujours 
facile. 

689 . Si nous nous étions seulement proposé de construire cette station , nous n’aurions 
déterminé que les parties des projections verticales des intersections Cde/ } Agef, situées 
du côté du plan ah où elle sc trouve, et nous n’aurions même eu besoin que de l’une des 
projections verticales f'Xey et a. . .ad^y^e^LJ * , feg’a. . . ag " car ayant les projec- 

tions horizontales* et ydes points cherchés, une seule des Iignes/‘ / Wyfif<ï. . . ocTy l, e m Zf 
f * e'g'a. . .ag* 'e f" , sullit pour déterminer leurs projections verticales 

Mais nous avons voulu représenter les intersections complètes de la surface engeudrée 
par la circonférence entière AECr, avec les surfaces engendrées par les circonférences 
ADBw-, BFGjr. 

G 90 . La même sphère mnrsuv , qui nous a donne les points d’intersection des nappes dé- 
crites par les arcs BFC, AEC, donne des points de toutes les branches de l’intersection 
complète. En cfTet, cette sphère coupe la surface AECII suivant les deux cercles nu, rt , 
et la surface BFC1 suivant les deux cercles xs,pq\ ces quatre cercles sont dans quatre 
plans, qui sc rencontrent suivant quatre droites, projetées horizontalement en quatre points 
y , l't = et L Le premier^ est la projeeliou de deux points (y, y), {.y>ÿ), de l’intersection des 
nappe» principales*, le second i ■ , appartenant à l’intcrscction des plans des cercles rl,pq i 
correspond à la projection horizontale de l’intersection des nappes supplémentaires décrites 
par les arcs ArC , IfyC; le troisième a appartient a f intersection de la nappe principale, 
décrite par l’arc BIC, avec la nappe supplémentaire décrite par l’arc A >C; enfin le qua- 
trième /, qui est sur l’intersection des plans des cercles nu, pq , correspond à l'intersection. 
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de la nappe principale décrite par AEC , avec la nappe supplémentaire décrite par ItjC. PI. 55. 

G 91 . En général , chaque point y, k , z, l, correspondra à deux points de l’intersection 
cherchée, l’un situé au-dessus du plan ab , et l’autre situé an-dessous : c’est ce qui a lieu 
pour les points y et *, auxquels correspondent les points (y, y) et {y, y ’) , (z, z') et 
(a , z"). Mais il pourra se faire aussi que les deux points tels que (y,jf ) , ( y , y ") , se réu- 
nissent dans le plan ai, et dans ce cas le point ne donnera qu’un seul point de l’inter- 
section cherchée. 11 pourra même arriver qu’un ou plusieurs des points obtenus, > , k, z, I, 
ne fournissent aucun point de cette intersection; et c’est ce qui a lieu, comme on va le 
voir , pour les points k et I. 

Effectivement, le point k doitappartenir à l’intersection des nappes A Kl/, B/>G/ ; mais 
il est projeté au dehors de ces nappes : donc il ne peut correspondre à aucun point de la 
ligne suivant laquelle ces nappes se coupent. Il en est de même du point l, qui se trouve 
projeté au dehors des nappes BpCy , AEC1I. 

Les cercles rt et py, nu et /*/, ne s’étendant pas j usqu’aux droites k et /, suivant lesquelles 
leurs plans se coupent , on dit que les intcrscctious de ces cercles sont imaginaires , et que 
les points k et l, où se projetteraient ces intersections, si elles étaient rie lier , c'est-à-dire 
si elles existaient , répondent à des parties des intersections des nappes ArCset B/>G/ , BpCy 
et AECli , qui sont imaginaires. Sous ce rapport , les poiutsy et x répondent à des parties 
réelles de l’intersection cherchée. 

692 . Si l’on mène de nouvelles sphères auxiliaires, telles que mnrsuv, et que l'on classe 
avec soin les points qu’elles donneront pour chaque branche de la ligne d’intersection des 
deux surfaces dont AC et BC sont les axes , on pourra hientdt décrire facilement cette 
ligne. Voici les parties qui la composent : l'.la branche (Cdyrfi , acfy'e'\ff1e"y’if'a) 
d’intersection des nappes principales engendrées par BFC et AEC; a*, la branche (Cm/, 
am’/va) d’intersection des deux nappes supplémentaires Cpliej, CrAt ; 3Ma partie ima- 
ginaire projetée horizontalement en jkh’c-, 4”. la branche (c'zl'C, ab"z'ci‘l m a) d’inter- 
section de la nappe principale engendrée par BEC avec la nappe supplémentaire CrA/; 

5°. la branche (Ca', ak'a'l «) ; G 0 , enfin, la partie imaginaire projetée horizontalement 
en a’u’i. 

On trouvera de même que les deux surfaces dont AB et AC sont les axes, se coupent 
1 °. suivant la branche (A#Ke/A, ag e'ff é" g a); a”, suivant la branche (AsV, akTh’fa) ; 

3°. suivant la partie imaginaire projetée horizontalement en i' 0 ' 0 ; 4 ». suivant la 
branche (op, o'y'p'y") ; 5». suivant la partie imaginaire projetée horizontalement en 
//r* Av’s’A. * 

Ces deux intersections se rencontreront eu douze points, et si l’on détermine la ligne 
suivant laquelle se coupent les surfaces dont BA et BC sont les axes, on trouvera que cette 
ligne passe par ces douze points. Pour les rendre bien apparens, on a mené par chacun 
d’eux un petit arc de l’intersection des surfaces décrites autour de BA et de BC. 

6g3. Exécution de l’épure. Les arcs^Ke, dye, ce, sont les seuls, des intersections des 
trois surfaces données, qui soient vus sur la projection horizontale. Comme ils contri- 
buent beaucoup à donner l’idée de la situation de ces surfaces les unes par rapport aux 
autres , il était nécessaire qife le dernier ce fût marqué sur l’épure. 11 se construit comme 
l’arc dye, dont nous nous sommes occupés. 
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PI. 55. Quant au contour des projections horizontales des mêmes surfaces, il est aise de les dé- 
terminer et d’en distinguer les parties rues et cachées. 

Nous avons marqué sur la projection verticale ceux , LMNOP de la nappe principale 
qu'engendre Parc A.DB, QQ'RR' de la nappe supplémentaire engendrée par l’arc A»B ; 
VXYZ de la nappe principale engendrée par AEC , et S5TU de la nappe AlCr. Les con- 
tours des nappes de la surface décrite autour de BC auraient trop fortement compliqué 
la figure : nous ne les avons pas décrits. 

Les seuls arcs des intersections construites vus, en projection verticale, sont les arcs 
M g a , ag'0 . 11 est clair qu’ils touchent le contour LMNOP aux points M et O, où ils ces- 
sent d’être vus. 

Nous avons tracé les arcs Jtfïc, a'u'i, s'o'o, p'/AsVA, qui répondent a des parties 
imaginaires des intersections demandées, au moyen de lignes ordinaires de construction. 
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de la théorie des Lignes courbes et des Surfaces courbes. 


CHAPITRE PREMIER. 

Des Surfaces gauches. 

( 194 . jNous avons examiné , chap. III , liv. Il , les deux principaux genres 
des surfaces gauches ; mais comme nous n’étions pas encore familiarises 
avec les plans tangens et avec les intersections de surfaces , nous avons 
dà nous borner à la partie la plus élémentaire de la matière que nous 
traitions : aussi nous sommes- nous contentés d’indiquer sommairement 
(a4a) les générations des surfaces gauches dont nous ne pouvions pas nous 
oçcuper. Nous allons compléter ici la théorie de ces surfaces, et nous 
commencerons par démontrer deux théorèmes qui nous conduiront à la 
solution générale du problème du plan tangent. 

6<j5. Théorème i* c . Si deux surfaces gauches S et 2 ont un même 
plan directeur , un élément E commun , et deux plans tangens com- 
muns dont les jwints de contact m et m' soient sur f élément E, ces deux 
surfaces seront tangentes entre elles tout le long de cet élément. 

Pour démontrer cette propriété , concevons par les points de contact 
m et m' deux plans sécans quelconques P et P'. Ces plans couperont la 
surface S suivant deux courbes d et d, et la surface 2 suivant deux autres 
courbes cf et cf'. Imaginons que l’on prenne pour directrices de la première 
surface S , les lignes d et d', et pour directrices de la seconde 2 les lignes 
& et cf- Les deux surfaces étant tangentes entre elles en m et m 1 , elles 
aurout deux facettes communes , que nous nommerons aussi m et m 1 : 
or, la facette m, soit qu’elle appartienne à la surface S , soit qu’elle ap- 
partienne à la surface 2 , ue pourra être coupée par le plan P que sui- 
vant un élément linéaire unique A , qui appartiendra tout-à-la-fois aux 
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deux courbes d et tf ; d’où il suit que ces courbes seront tangentes entre 
elles en m. On peut démontrer de meme que les lignes d ' et S' se tou- 
cheront suivant un élément linéaire K de la facette m'. Et si l’on se figure 
que la génératrice de la surface S se meuve sur les courbes d et d, prises 
pour directrices , il t?st clair qu’auprès de l’élément E , cette génératrice 
s’appuiera sur les lignes infiniment petites k et lé : et comme ces lignes 
appartiennent aux courbes tf et cf', tout aussi bien qu’aux courbes d et 
d', la zone de la surface gauche , engendrée proche de l'élément E, sera 
commune aux surfaces S et 2 ; donc , etc. 

696. Théorème 2. Quelles que soient deux surfaces gauches S et 2, 
lorsqu’elles ont un clément commun E , et trois plans tangetis communs 
dont les points de contact m , m! , ni ' , sont sur cet clément , elles sont 
tangentes entre elles tout le long du meme élément. 

La démonstration de ce théorème est tout-à-fait analogue à celle du 
théorème précédent. 

Concevons par les points m, m', m", trois plans sécans quelconques P, 
P*, F". Soient d, d', tf, les courbes suivant lesquelles ils couperont la sur- 
face S, et <f, cf', cf", les courbes suivant lesquelles ils couperont la sur- 
face 2. Ces deux surfaces étant tangentes entre elles en m, m ’ et m', il est 
facile de voir que les courbes d et cf, d et cf", d' 1 et J ", se toucheront 
deux à deux suivant des ligues infiniment petites k, k' et k". Cela posé , 
faisons mouvoir la génératrice de la surface S sur les lignes d , d et 1 T, 
prises pour nouvelles directrices; il est clair qu’auprès de l’élément E cette 
génératrice s’appuiera sur les lignes k , lé et k" : et comme ces lignes ap- 
partiennent tout-à-la-fois aux courbes tl et cf, d et cf', tf et cf', la zone 
de surface engendrée le long de l’élément E sera commune aux deux sur- 
faces S et 2; donc, etc. 

697. Problème GÉNÉRAL, fêtant donné une surface gauche quel- 
conque. et un jmint d un de scs clémcns , on demande le plan tangent à 
la surface en ce point. 

Pour résoudre ce problème, on mènera par l’élément K, qui contient 
le point de contact donné , trois plans quelconques P, P', P''; on con- 
struira les courbes d’intersection de ces plans avec la surface gauche; on 
déterminera les points m, m', m!', où l’élément K coupera ces courbes, 
et ces points seront ceux où les plans P, P', P", seront tangens à la sur- 
face donnée (a^ 5 ). 
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Si donc l’on mène par les points m, ni, ni’, dans les plans respectifs 
P, P', P*', trois lignes droites quelconques , et que l’on prenne ces lignes 
pour directrices d’un hyperboloïde à une nappe, cet hyperboloïde tou- 
chera la surface donnée tout le long de l'élément K (696). D’oti l’on voit 
que pour avoir le plan tangent demandé , il ne s’agira que de mener par 
le point de contact donné un plan tangent à l’hyperholoïde : question que 
l’on sait résoudre (3a6). 

Cette solution, purement graphique, s’applique comme on le voit à 
toute espèce de surface gauche , même à celles dont les générations se- 
raient inconnues , pourvu que l’on ait un nombre suffisant de leurs élé- 
mens. * 

698. "Si la surface donnée avait un plan directeur , c’est-à-dire si ses 
élémens étaient parallèles à un même plan, la solution précédente pour- 
rait être simplifiée ; parce qu’au lieu de prendre l’hyperboloïdc à une 
nappe pour surface auxiliaire, on pourrait, ainsi qu’on va le voir, em- 
ployer le paraboloïdé hyperbolique. 

Par l’élément K , concevons que l’on ait mené deux plans quelconques 
P et P', et imaginons que l’on ait construit les points m et /»’, où ils tou- 
cheront la surface gauche. Par ces points et dans les plans respectifs P et 
P', on mènera deux droites quelconques, et si l’on prend ces droites pour 
directrices d’une paraboloïdé hyperbolique qui ait pour plan directeur 
celui de la surface donnée, le paraboloïdé et cette surface se toucheront 
tout le long de l’élément K (6q5) : si donc on mène par le point de con- 
tact donné un plan tangent à ce paraboloïdé (317), ce plan sera le plan 
demandé. 

Ces constructions seront beaucoup plus faciles que dans le cas général , 
mais elles seront encore d’un emploi fort pénible. 

699. Dans les cas usuels , on peut choisir un ou plusieurs des plans de 
construction P, F, P 1 ', de manière que leurs points de coutact m, m', m', 
soient immédiatement connus , et les solutions précédentes se trouvent 
par là considérablement simplifiées. Cest ce que va nous montrer l’exa- 
men qui nous reste à faire des différens genres de surfaces gauches qui 
sont employées dans les arts. 

700. DES SURFACES GAUCHES qui ont un plan directeur et deux 
sujfaces directrices. Concevons qu’une droite se meuve en restant tou- 
jours parallèle à un plan donné et en touchant constamment deux surfaces 
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données , elle engendrera dans son mouvement une surface gauche; car, à 
moins qu’il n’y ait entre le plan directeur et les surfaces directrices des 
relations particulières , deux positions consecutives de la génératrice ne 
seront pas dans un même plan (214)- 

701. Le plan directeur et les deux surfaces directrices étant représentés, 
il sera toujours facile de construire autant d'élémens qu’on en voudra de 
la surface gauche déterminée par ce plan et par ces deux surfaces. En 
effet , si l’on mène des plans parallèles au plan directeur , et qu’on cherche 
les intersections de ces plans et des deux surfaces directrices , il ne s’agira 
plus que de mener des droites (voyez la Note 6) tangentes respectivement 
à deux intersections comprises dans le même plan, et ces droites seront 
les élémens de la surface. 

702. Chacun de ces élémens touchera chaque surface directrice suivant 
un point, et la suite des points de contact des élémens formera, sur les 
deux surfaces directrices , deux lignes qui seront les courbes de contact de 
ces surfaces et de la surface gauche. Ces deux lignes, substituées aux sur- 
faces directrices , pourraient servir de directrices linéaires à la surface 
engendrée : mais comme on ne sait pas mener, par des méthodes sim- 
ples , des tangentes aux courbes de contact (499)> ces directrices li- 
néaires n’auraient aucun avantage sur les surfaces directrices , et elles 
ne seraient même pas propres à la détermination du plan tangent; tandis 
qu’il se construit aisément , ainsi qu'on va le voir , au moyen de ces 
surfaces. 

703. Problème 1 ". Étant donnée une surface gauche du genre de 
celles qui ont un plan directeur et deux surfaces directrices , avec un élé- 
ment de cette surface et un point de cet élément , construire le plan lan- 
gent correspondant à ce point. 

Pour cela on mènera , par les points où cet clément touchera les deux 
surfaces directrices , des plans ■ tangens à ces surfaces ; par les mêmes 
points , on mènera des droites quelconques dans ces plans, et ces droites 
seront les directrices d’un paraboloïde hyperbolique tangent à la surface 
donnée tout le long de l'élément donné (6g5) , en sorte que la recherche 
du plan tangent demandé sera ramenée au problème du n° 317. 

704. Si la surface donnée avait pour directrices une surface et une 
courbe , au lieu de deux surfaces , c’est-à-dire si l’une des surfaces direc- 
trices se réduisait à une ligne , le plan tangent s’obtiendrait de même , 
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au moyen d’un paraboloïde auxiliaire , et les directrices de ce parabo- 
loïde ne seraient pas plus difficiles à déterminer que dans le cas de deux 
surfaces directrices. En effet , l’élément passant par le point de contact 
toucherait la surface directrice en un point , et la directrice linéaire en 
un autre point ; et comme il suffit que le paraboloïde auxiliaire touche 
la surface donnée en deux points, pour qu’il la touche au point de 
contact donné (695), on choisirait pour ses directrices, i°. une droite 
menée arbitrairement par le premier point , dans le plan tangent corres- 
pondant de la surface directrice ; a”, la tangente à la directrice linéaire 
menée par le second point. 

705. On voit donc par là que , soit que la surface donnée ait une 
surface et une courbe ou deux surfaces pour directrices , on peut tou- 
jours choisir le paraboloïde auxiliaire parmi une infinité d’autres ; 
puisque l’une de ses directrices , au moins , se trouve menée par un 
point dans un plan tangent connu, et dans une direction de ce plan 
entièrement arbitraire. Cette propriété est d’un assez grand avantage, 
parce qu’on se détermine pour le choix qui conduit aux constructions 
les plus simples. 

Tout ce qui précède va être éclairci par la solution du problème 
suivant. 

706. P non Lit tes 3. Étant donnée ta surface gauche qui a pour plan directeur le plan 
horizontal de projection , et pour directrice » , 1°. la courbe (C 1 H, Cl'H'I’); a", la sphère 
dont le centre est en (A , A’), et dont le rayon est (AB , A ïï) , on demande , premièrement , 
de représenter cette surface ; secondement , de construire le plan tangent en un point de 
F un de ses ilimens. 

D’après ce qu’on a tu précédemment (i 56 ) , il faudra, pour représenter la surface don- 
née, construire ses traces, les contours de ses projections, ses lignes singulières , et un 
nombre suffisant de scs élémens. 

707. Pour cela , on commencera par choisir sur 1 a directrice linéaire (C 1 H , CTH'l") , 
un certain nombre de points (C,C') , (D, D'), (E, £'), etc.; par ces points, on mènera 
des plans parallèles au plan directeur , c’est-à-dire horizontaux ; ils couperont la sphère di- 
rectrice suivant des cercles , et en menant par les points (C, C) , (D, D') , (E, E') , etc. , des 
tangentes à ces cercles, ces tangentes seront les élémens cherchés. Suivons ccs construc- 
tions pour le point (D, D'). 

Le plan horizontal mené par ce point aura ponr trace Tcrticale la ligne D ' m , parallèle 
à la ligne de terre; et comme cette trace sera la projection de tout ce qui sera contenu 
dans ce plan , clic sera nécessairement la projection Tcrticale de l’élément cherché. Le 
plan DW coupera la sphère directrice suivant un cercle (omp, o'p ') , facile à déterminer ; 
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PI. 56. par le point D on mènera la tangente Du», & la projection omp de ce cercle, et b droite 
(Dm , DW) , tangente à la sphère en (m , m) , aéra évidemment l’élément demandé. 

Le même plan horizontal Dm' coupera la directrice linéaire (CIH, CTH'l*), en un 
second point (G, G'), qui, arec le cercle (omp, o'p'), déterminera un second élément 
(G n , G'»') de la surfaoe gauche. Cet élément et l’élément (Dm, D" m') , étant situés dans le 
meme plan , se couperont en un certain point (11, n). 

En prenant sur la directrice linéaire de nouveaux points, sur lesqnelson opérera comme 
on vient d’opérer sur le point (D , D'), on obtiendra de nouveaux élémens de la surface 
gauche ; et si l’on fait attention que le même plan horizontal D m' contient doux de ces 
élémens, on verra que celte surface est composée de deux parties, qui se coupent suivant 
uuc courbe (hg, h'g'h'), 

708. Cette courbe est une courbe singulière de la surface donnée; elle est, comme on 
le voit, l’intersection de la partie de la surface qui correspond à l’arc l'C'I l ’de ladirectrice j 
avec la partie qui correspond à l’arc l'HT. Elle divise cette surfaoe en deux nappes, et 
il importe qu’elle soit exactement représentée, pour qu’on sente bien comment ces deux 
nappes sont disposées l’une par rapport à l’autre. 

709. Pour rendre la représentation la plus complète possible, on aura soin de con- 
struire les élémens extrêmes (Cg,C'g), (Hg, II'# ), (IA, l'A'), (IA, I"A') , parce qu’ils ap- 
partiennent aux contours des projections de la surface donnée. 11 est clair que ces con- 
tours sont, pour la projection verticale , les deux droites l'A', l'A*, et pour la projection 
horizontale, 1°. les deux droites Çj,If^; 2". 1a courbe t/it, qui touche les projections liori- 
zontalcs de tous les élémens de la surface représentée. 

Il est remarquable que le plan tangent en uu point d’un élément qui sert de contour 
touche la surface gauche tout le long de cet élément C’est le cas examiné n° 334- 

710. L’épure ne peut présenter aucune trace ; car les parties indiquées des élémens ne 
rencontrent pas le plan horizontal , et leurs intersections avec le plan vertical sont au 
dehors du cadre. 

Pour bien faire sentir la disposition de la surface engendrée, par rapport à la sphère 
directrice, il sera bon de décrire la courbe (s Aje, i/iV/i’), qui est le lieu des points tels que 
(m, m'), où les élémens delà surface gauche touchent la surface sphérique. 

71t. Enfin , nous ferons observer que la surface en question présente encore deux autres 
nappes, qui sont produites par une génératrice toujours située en arrière de la sphère di- 
rectrice. Pour que la figure ne soit pas trop compliquée, nous ferons abstraction de ces 
deux dernières nappes. 

712. Passons actuellement à la construction du plan tangent. Soit (KM, K'M') un élé- 
ment de la surface, et (M, M') un point de cet élément par lequel on demande de mener 
le plan tangent. 

Le plan horizontal mené par l’élément (KM, K'M') coupe la sphère directrice suivant 
le cercle (ace , aV) , et le point de contact ( a , a'), de ce cercle et de l’élément (KM, K'M'), 
est celui où ce même élément touche la sphère directrice; donc ce point (a , a') et le 
point (K, K") , commun à la directrice linéaire et 4 la droite (KM, K'M'), sont ceux pat- 
lesquels il s’agit de mener tes directrices du paraboloïde hyperbolique auxiliaire (7«4). 

Celle qui correspondra au point CK, K') sera (a droite ÇKL, K'L') , tangente en (K, K') à 
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la directrice linéaire ; cl quant à la seconde , ce sera une droite |>rùe à volonté dans le plan PI. 56. 
tangent à la splière en (a, a'). 

Pour obtenir cette seconde directrice, menons d’abord le plan tangent en (a , a'). Cela 
exigera que nous rabattions le méridien A a en AB , parallèlement au plan vertical : le 
point (a, a') viendra se rabattre en (*,*') , et la tangente à la méridienne (AB, ufiVv) , eu 
(e. t ) , sera la droite («/, e t ) , qui perce le plan horizontal en (/, t). Or, lorsqu’on ra- 
mènera le plan AB en Aa, le point (t, t) viendra en q ; donc la tangente en (a, a") , à la 
méridienne A a , perce le plan horizontal en q. Mais le plan tangent passe par cette tan- 
gente ; donc il a pour trace une droite menée par le point q ; et comme il est perpendi- 
culaire au plan méridien , celte droite est nécessairement la perpendiculaire qO , élevée 
par le point q sur la droite A a. 

Connaissant la trace horizontale qO du plan tangent à la sphère, il ne sera pas nécessaire 
de chercher sa trace verticale. On prendra sur la droite qO un point (i, 6 '); on mènera 
par ce point et par le point (a, a) une droite (ai, a'i'), et cette droite pourra être choisie 
pour la deuxième directrice du paraholoide. 

11 ne s’agira donc plus, pour avoir le plan tangent en (M, M') à la surface donnée, que 
de mener par le point (M, M') du paraholoide dont (RL, K’L'), et (ai, a'i’) , sont les dirrn- 
'-iccs, et dont la génératrice est horizontale, un plan tangent à ce paraholoide (3 1 5). 

Pour cela, on remarquera que la droite (èL , b' L') «t l'élément du paraholoide , situé 
dans le plan horizontal ; on mènera par le point (M, M') des droites (MK , M'N') , (MO, 

M O'), respectivement parallèles aux directrices (KL, R'L'), (ai, a'i'); elles détermine- 
ront un plan parallèle è ces directrices; ce plan contiendra l’élément de la seconde géné- 
ration qui passe par le point (M, M'); il aura pour trace horizontale la droite KO, et il 
coupera par conséquent l’élément ( 6 L, h'L') suivant lo point P. Mais il ne peut couper 
cet élément que suivant le point où oe même élément est touché par l’élément de la se- 
conde génération ; donc le point P appartient è ce dernier élément : donc il appartient au 
plan tangent demandé. 

En menant donc par le point P la droite PQ, parallèle à KM , cette droite sera la trace 
horizontale de ce plan, et il sera facile d’en déduire sa trace verticale (*). 

Nous appliquerons souvent dans la Coupe des pierres et dans la Charpente, cette con- 
struction simple et commode du plan tangent aux surfaces gauches qui ont un plan direc- 
teur et des surfaces directrices. 

71 3. Exécution de f épure. Nous n'avons pas supposé que le plan tangent demandé 
existât dans l’espace, et c’est pour cela (56) que nous avons indiqué sa trace PQ nu 


(*) S’il s'agissait d'avoir le plan tangent en un point (a, n') de ls ligne multiple (kng , Vgk’), on voit 
que ce point vient t la fois sur deux élément de la surface , les constructions precedentes conduiraient 5 deux 
solations. 

On soit Aussi que si l'on connaissait deux courbes sur la sutfaco donnée, l'une située sur la nappe è#CH , 
tanlre située sur la nappe k , et toutes deux passant par an point (n , n*) de la ligne multiple (hng , 
h'x'/i" , , Us tangentes à ce* courbes seraient , l'une dans le plan laugcnt 5 la première nappe , l'autre dans le 
.plan tangent X la seconde , et que l'ensemble des deux tangentes déterminerait un plan coupant, qui ne serait 
tangent ni h fane ni à l'autre nappe , et qni par conséquent ne tottehemit pu la surface. 
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PI. 56- moyen de lignes mixtes. Par suite de ce qu’il n’est pas censé exister , la détermination des 
parties rues et cachées de l’épure ne présente aucune difficulté : en conséquence nous ne 
nous y arrêterons pas, et nous ferons seulement une observation. 

C’est qu’en projection verticale , la courbe singulière (Jtg, h' g h") divise cbaqne élément 
de la surface gauche en deux parties , l’une vue, l’autre cachée , et que cette courbe jouit 
de la même propriété en projection horizontale , relativement aux éléznens qui sont au- 
dessus du plan B’IT. Il est d’ailleurs évident que, sur celte dernière projection , les autres 
élémens sont tous cachés. 

714. Des surfaces GAUCHES dont Ut génératrice touche corutamment trois surfaces 
données. Concevons dans l'espace une telle surface gauche et ses trois surfaces directrices, 
et désignons ces dernières par les noms de première directrice , deuxième directrice, et 
troisième directrice. 

Cela posé, montrons d’altord comment on pourrait construire les élémens de la surface 
donnée, et pour cela, imaginons qu!on veuille avoir l’élément parallèle à on plan donné. 
On concevra que ce plau soit le plan directeur d’une surfaoe gauche auxiliaire ayant pour 
directrices deux des trois surfaces directrices données, par exemple, la première et la 
seconde. Cette surface auxiliaire coupera la troisième directrice suivant une courbe; et je 
dis que si l’on mène parallèlement au plan donné une tangente à cette courbe ('), cette 
tangente sera l’élément cherché. En effet , la surface auxiliaire aura un élément passant 
par le point de contact de cette tangente , puisque ce point sera sur l’intersection de cette 
surface et de la troisième directrice, et ce; deux droites, l'élément et la tangento, seront 
parallèles à un même plan : de plus , elles seront dans le plan tangent à la surface auxi- 
liaire; donc elles coïncideront entre elles. Mais par cela seul que la tangente en ques- 
tiou touchera une courbe située sur la troisième surface directrice, elle sera tangente à 
cette surface; d’un autre cété, elle touche la première et la seconde surfaces directrices, 
puisqu’elle coïncide avec un clément de la surface auxiliaire : donc, etc. 

Il suit de là qu’en se donnant une suite de plans , on pourra déterminer les élémens 
parallèles à chacun d’eux, et parvenir à représenter la surface gauche dont il s’agit (a 48 ). 

71 5. Lorsque l’une des trois surfaces directrices est une surface développable, il est 
assez facile de construire les élémens delà surface gauche engendrée; parce qu’nn plan 
tangent quelconque à cette surface développable la touche tout le long d’un de ses élé- 
mens, et coupe les deux autres surfaces directrices, chacune suivant une courbe, en cortc 
que si l’on mène une droite tangente à ces lieux courbes (Note 6 ), cette droite est dans le 
plan tangent à la surface développable; elle rencontre par conséquent l'élément de con- 
tact : d'où il suit qu’elle est tangente aux trois surfaces directrices, c’est-à-dire qu’elle est 
un des élémens de la surface gauche. 


(*) Pour mener parallèlement A nn plan donné P une tangente A une courbe connue , il faudra faire une 
projection auxiliaire e de cette courbe, sur un plan l v perpendiculaire an plan P : il est clair que la langeulc 
cheteliéc aura pour projection, sur le plau P', une droite / parallèle A l'interaection des plant P et P*, et 
tangente A la courbe v i or cette droite / sera facile A déterminer (r») , et la tangente demandée s'ensuivra. 

11 cald'adlenrs aatex aise de voir que l'intersection de la surface auxiliaire, cl de la Huitième directrice, est 
une courbe A laquelle on sait mener des tangentes par le procédé do n* .jqS. 
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716. Si cette surface avait pour directrices une ligne et deux surfaces, ou deux surfaces 
et une ligne, les opérations que nous venons d’indiquer pour construire les élémens de- 
viendraient beaucoup plus simples. On en va voir tout à l’heure un exemple 

717. Comme chaque élément d’une surface gauche engendrée par le mouvement d’une 
droite qui s’appuie constamment sur trois surfaces , touche chacune de ces surfaces en un 
point, la suite des points de contact des différent élémens forme sur ces surfaces trois 
courbes, suivant lesquelles elles sont touchées par la surface engendrée. 11 serait facile de 
déterminer ces courbes, et l’on pourrait ensuite les prendre pour directrices de la surface 
gauche : mais ce serait sans avantage bien sensible ; parce qu’on n’a pas de méthode simple 
pour leur mener des tangentes (499). 

Sachant représenter les surfaces dont nous nous occupons, la question importante à 
résoudre est celle du plan tangent. Nous allons indiquer un moyen très commode de le 
construire. 

7(8. Problème i* r . Étant donné* une surface gauche du genre de celles qui ont pour 
directrices trois surfaces , avec un de ses élémens et un point de cet élément, on demande 
le plan tangent à la surface en ce point. 

L’élément sur lequel est le point de contact touchera les surfaces directrices en trois 
points', par ces points on mènera des pians respectivement tangens à ces surfaces, et ces 
plans toucheront aussi la surface gauche. Or, si l'on mène dans ces trois plans, et par leurs 
trois points de contact, trois droites quelconques; il est clair que l’hypcrboloïde à une 
nappe dont elles seront les directrices aura trois plans tangens communs avec la surface 
gauche; que les trois points de contact de ces plans seront sur l’élément donné, et que, 
par conséquent, l’hyperboloïdc touchera la surface donnée tout le long de cet élé- 
ment (G96). En menant Jonc par le point donné un plan tangent à l’hypcrboloïde auxi- 
liaire, on aura le plan tangent à la surface gauche. 

Si une ou plusieurs des surfaces directrices se trouvent remplacées par des lignes don- 
nées, auxquelles ou sache mener dircctemen t des tangentes, la construction du plan tan- 
gent deviendra encore plus simple ; parce que l’hypcrboloïde aura pour directrices les 
droites tangentes à ces lignes menées par les points oit elles seront rencontrées par Fé- 
lénicnt sur lequel est le point de contact. 

L’application \jui suit va achever d’éclaircir cette solution. 

719. Problème 2. On demande , t°. de représenter la surface gauche produite par le 
mouvement d'une droite assujettie à toucher, constamment une surface cylindrique don- 
née et deux courbes données ; 2°. de mener un plan tangent à cette surface gauche par 
un point donné sur un de ses élémens. 

Choisissons pour plan horizontal un plan perpendiculaire à la surface cylindrique di- 
rectrice de la surface donnée , et soient (AB , A'B’) , (CD, CD') , les deux directrices li- PI. 57. 
néairesde cette surface, et EFG la trace horizontale du cylindre vertical qui lui sert de 
troisième directrice. Nous commencerons par représenter la surface donnée; et pour cela, 
nous mènerons une suite de plans verticaux AC, HI , LM , etc. , tangens à la surface cylin- 
drique directrice: chacun d’eux coupera les directrices linéaires en deux points (A, A') 
et (C, C'), (H, H') et (I , I'), (L , L') et (M , M'), etc.; et les droites indéfinies (AC, A'C), 
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PI. 57. (HI, HT), (LM, L'M'),etc., qui joindront les points corrcrpondans , seront évidem- 
ment des élémens de la surface donnée, puisqu’elles toucheront à la fois les trois direc- 
trices. 

Si l’on construit ainsi on nombre suffisant d’ élémens (AC' , A'C'), (HI, HT), (LM, 
L'M'), etc., on aura la représentation de la surface donnée , et il est clair que le cercle 
EFG, que touchent les droites AC, H 1 , LM, etc., sera le contour de la projection horizontale. 

En projection verticale , les élémens A'C', HT, L'M', etc. , détermineront par leurs in- 
tersections successives unecourbe/>ÿrw, qui sera le contour de la projection verticale de 
la surface gauche. Dans l’exemple particulier que nous avons choisi , ce contour offre un 
point rde rebroussement 

920. Passons il la construction du plan tangent. Soit P la projection horizontale de son 
point de contact : ce point sera sur nn élément projeté horizontalement en JK , et ver- 
ticalement en J'K'; donc la projection verticalede ce point sera le point P', situé sur la ver- 
ticale (P, PP"). 

L’élcmcnt (JK , J'K') , qui contient le point de contact , touchera les directrices linéaires 
suivant les points (J, J') et (K , K') , et la directrice cylindrique suivant le point (a, a'). 
Parles deux premiers nous mènerons les droites (JQ, J'Q'), (KR, K'R') , respectivement 
tangentes aux courbes (AB,A'B') , (CD , G'D') , et elles seront, comme on l’a vu précé- 
demment (718), deux des trois directrices de l’hyperboloïde auxiliaire. Pour avoir la troi- 
sième, nous mènerons par le point (a, a') une droite quelconque (aS, a'S'), qui soit dan* 
le plan vertical ai. Et comme ce plan est tangent en (a , a) à la surface directrice, il 
s’ensuit que Pliyperboloïde à une nappe dont (JQ, J'Q'), (aS, a Si) , (KR, K'R'), sont les 
trois directrices, est tangent à la surface donnée suivant les trois points (J, J') , (a, a) , 
(K, R'), du môme élément (JK , J'K'j; et que, par conséquent, le plan cherché, tangent 
en (P, F) à cette surface, sera le plan tangent au même )>oint de l’hvperholoïde. D’après 
cela , et d’après ccqu’on a vu n° 3 26, il sera facile de construire ce plan. 

721. Execution de l'épure. Nous n’avons représenté que la portion de surface limitée 
aux directrices linéaires et aux élémens (AC, A'C'), (RD, B'D'). 

La surface directrice étant une des données de l’épure, on a indiqué sa trace horizon- 
tale EFG par une ligue pleine, et les contours tu, yx, de sa projection verticale, aussi 
par des lignes pleines , si ce n’est dans les parties où ils se trouvent cachés par la surface 
. gauche. 

Pour déterminer les parties vues et cachées des élémens , examinons celui dont les pro- 
jections sont NO, N'O . 11 est clair que la partie Né de sa projection horizontale ne peut 
être cachée par rien-, ainsi elle doit être pleine. La partie éF doit être pleine aussi ; car 
les points de l’élément (NO , N'O'), projetés en b, c, d, etc., sont au-dessus des points 
des élémens (AC, A'C), ( 111 , HT), (JK, J'K'), etc., projetés aux mimes pointa, é,c, 
d, etc. Par des oonsidérationssemblables, on verra que les points de lclcmcnt (NO, N'O'), 
projetés entre F et /*, sont au-dessous des élémens (BD, B'iy), (TU , TU'), etc., et l’on 
en conclura que la partie FA de NO doit être ponctuée. Quanta la partie AO , il est évi- 
dent quelle est vne. 

La pro jection verticale N'O' ne présentera pas plus de difficulté. On reconnaîtra d’abord 
que les parties N'r, mO', sont vues. Dus constructions fort aisées feront voir ensuite que la 
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partie de {MO, N'O') , projetée en 19, passe en arriére de» élémens A'C, HT, J'K', L'M', PI. 57. 
et qu’elle est par conséquent cachée. Enfin on reconnaîtra que la partie projetée en qm, 
étant en avant des élémens RD', TU', etc. , est nécessairement vue. 

Il faudra encore faire attention, pour la projection verticale, qu’il pourra y avoir des 
élémens cachés en partie par le cylindre EFG. 

Quant à la courbe pqris , elle sera vue lorsqu’elle touchera des projections d’élémcns, 
vues d’un côté du point de contact, et elle sera cachée lorsque ces projections ne seront 
vues ni d’un côté de leur point de contact , ni de l’autre côté. 

733. Des SURFACES gauches qui forment le» filets de» vis. Les surfaces qui forment 
les filets des vis appartiennent tout-à-la-fois à deux genres de surfaces gauches. 

Dans l’un, le mouvement de la droite génératrice est déterminé par la condition que 
cette droite s’appuie constamment sur une directrice linéaire , et qu’elle la rencontre tou- 
jours sous le même angle, sans cesser d’ailleurs de toucher une deuxième directrice 
quelconque. 

Dans l’autre, la génératricea deux directrices quelconques, et son mouvement est dé- 
terminé par la condition que la partie de cette génératrice, comprise entre les deux di- 
rectrices , soit d’une longueur constante. 

033 . L’examen de ces deux genres de surfaces nous conduirait trop loin , et serait dénué 
d’intérét : nous nous bornerons à considérer l’espèce qui laur est commune, et qu’on em- 
ploie dans la construction des vis. 

Ce qui caractérise cette espèce , c’est que les directrices sont toujours une hélice et son 
axe , et que la génératrice rencontre l’axe de l’hélice sous un angle constant, ou , ce qgi 
revientau même , comme on va le voir (736), que la partie de cette génératrice, comprise 
entre les directrices, est d’une longueur constante. Nous donnerons aux surfaces do cette 
espèce, le nom à’ héliçoides gauche». On démontrera plus loin, n° 735, que ces surfaces 
appartiennent à la famille de» surfaces gauches , et au n” 739, qu’elles sont coupées,, 
ainsi que les héliçoides développables , par des cylindres concentriques à celui qui contient 
l’hélice directrice, suivant des hélices de même pas. Les problèmes qui suivent vont faire 
connaître les propriétés des héliçoides gauches. 

734. Phoblbuh l". Etant données une hélice et une droite qui s'appuie su/cette hélice 
et sur son axe, représenter fhéliçoide gauche dont cette droite , mobile sans que la partie 
comprise entre fax s et f hélice varie de longueur, est la génératrice. 

Soit 1 K l’axe vertical de l’hélice donnée; ABCD la projection de cette hélice sur un plan PI. 58 . 
parallèle à son axe; A, B,C, D, etc., les projections des points suivant lesquels elle est 
coupée par un plan mené par IR., parallèlement au plan vertical de projection; oA, BC , 

Dj , etc , les parties antérieures de cette hélice , et AB , CD , etc. , ses parties postérieures. 

Enfin, soit nLM une droite menée par le point a de l’hélice aABC,et par le point L 
de l’axe 1K, de manière que la distance comprise entre ees points soit la longueur con- 
stante donnée. 

7a5. Il est bien clair qui si la droite oLM se meut sur l’hélice a ABC, et sur l’axe IR , 
de manière que la longueur projetée en ah soit constante, deux positions consécutives de 

36 
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PI. 5S. cette droite ne seront pas dans le mime plan, ainsi la surface donnée sera bien une surface 
gauche. 

' 7 . 6 . Il est clair aussi que les points a, b ,A,c, etc., de l'hélice, étant également distans 
de l’axe IK , et U longueur projetée en uL étant constante , comme on l’a supposé, l’angle 
projeté en aLK sera aussi constant , et réciproquement. 

727. De ce que l’angle uLK sera constant, il s’ensuit que lorsque la génératrice s’élè- 
vera, le long de l’axe IK , d’une certaine hauteur , le point suivant lequel elle s’appujera 
sur l’hélice, et tous ses autres points, s’élèveront à la même hauteur. 

D’apres cela, il est évident quesi Ton prend sur l’hélice «ABC, une série de pointai, A, 
c, d,e,f, etc-, élevés au-dessus du point a des hsuteurs verticales » , 2» , 3» , 4» , 5<r , 
etc.; sur l'axe IK une autre série de points m,n, o,p, y , r, etc. , élevés respectivement 
su-dessus du point L des mêmes hauteurs ir, 2e, 3», etc. , et qu’on mène les droites bm , 
en, do, ey>,fq,gr, etc-, par les points de l’hélice et de son axe également élevés au-dessus 
des points respectifs a et L,ces droites seront des élémens de Vhéliroide. 

728. Les projections en , do , ep ,fq ; gr , ht , de ceux de ces élémens qui passent par les 
points c,d, tyf, g, h , détermineront une courbe Ay O, qui touche et laisse d'un même 
cdté les projections de tous les clcmens qui passent par l’arc AB. Cette courbe est consé- 
quemment un des contours de la projection de la surface. Il est facile de voir que ses 
parties y/s et yO s’étendront à l’inlini, et qu’elles auront pour asymptotes les projections 
des élémens qui passent parles points A et B. 

De même , les projections «U ,/V, IX , /Y , m'7 . , n'W, des clcmens qui s’appuient sur 
l’arc BC, détermineront une courbe n'x U, égale à AyO, mais située en sens contraire, et 
telle que les branches infinies y A et xdV auront une asymptote commune. D’où l’on peut 
conclure que le contour de la projection verticale de l’helifoïde est composé d’une infinité 
de branches infiuicsAyO, Vxn',o'p'g", rs, etc., égales entre elles, disposées régulièrement 
à droite et à gauche de Taxe IK , et dont chacune est conjugcc avec scs voisines au moyen 
de deux asymptotes. 

• 729. L’anglcuLK de la génératrice aUI et de l’axe IK étant toujours constant (726), 

on voit clairement que tous les points de celle génératrice engendreront des hélices; que 
ces hélices auront toutes le même pas, et que les rayons de leurs l>ascs seront égaux aux 
distances respectives de l’axe IK aux points générateurs. C’est-i-dire qu’elles seront les sec- 
tions de l’héliçotde et des cylindres il bases circulaires qui ont IK pour axe 

73o. Il résulte de là un moyeu fort simple de mener par un point quelconque S , d’un 
élémentgS de la surface gauche , un plan tangent à cette surface. En cB’et , la distance do 
point S à l’axe IK sera connue , et cette distance sera le rayon d’ane hélice située snr celte 
surface, et ayant le même pas que l’hélice aABC: cette hélice, correspondante an point S, 
sera par conséquent déterminée , et Vos» pourra mener sa tangente en S; or, le plan qui 
passera par cette tangente , et par l’élément gS , sera le plan tangent cherché. 

73t. Lorsque le pointa, de la génératrice «LM , aura parcouru une demi-révolution de 
l’hélice directrice a ABC , cette génératrice passera par un point g 1 , qui sera dans le plan 
du point a et de l’axe IK, et il est clair que les deux positions grS , aLM, seront dans ce 
même plan : d’où il suit qu’elles se rencontreront en un certain point a'. Prenons La* égal 
à Lu'; il est évident que le point a sera celai qui, après une demi-révolution de aLM, se 
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trouvera eu a sur grS. Imaginons maintenant que la génératrice nl.M , lorsqu'elle' sera j>| jj 
parvenue en grS, continue son mouvement, il est évident <|uc le point a", arrivé en a', 
décrira l'hélice ah'cttefg, déjà décrite par le point u\ donc les portions de surfaces res- 
pectivement engendrées parles parties LM, La, de la génératrice, se coupent suivant la 
courbe singulière db'c'd t f g .. . 

On peut remarquer de même que les deux points V cl a étant distaus, sur l’hélice di- 
rectrice, d’une révolution et demie, IcséléraensêTS', «LM, qui leur correspondent, prolon- 
gés suffisamment , se rencontreraient en un point ; qu’il en serait ainsi, si les deux points 
k' et a étaient distans de deux révolutions et demie, de trois révolutions et demie, etc., et 
que, par conséquent, les mêmes portions de surfaces, dont LM et La prolongées indéfiniment 
sont les génératrices, se coupent suivant une infinité d’hélices , qui ont pour rayons la di- 
stance du point d à l’axe IK , le double de cette distance, son triple , son quadruple , etc. 

73a. Si l’on demande l’hélice qu’engendre le point a, laquelle est l’une de ces intersec- 
tions, il ne s’agira pour la construire que de prendre sur Vhélice directrice une suite de 
points a et g, b et h,c et i, etc., situés deux à deux dans un plan passant par l’axe IK,et 
de mener par ces points les éléniens aL et gS, bm et AT , en cts<U,etc.; ces élémens se cou- 
peront suivant les points de la courbe db'c'dte f gU , qui sera la projection verticale de 
l'hélice demandée. 

Cette hélice a'b'ccfrf ainsi que toutes celles qu’on peut tracer sur l’héliçoide, 
a sa projection tangente en deux points & chacun des contours Uxn, O qh , o'p'ff , etc., et 
ecs points sont ceux suivant lesquels l’hélice passe de la partie antérieure de la surface i 
sa partie postérieure. 

733. Exécution de f épure. Nous n'avons employé qu'une seule projection pour repré- 
senter l’Iiéliçoïdc gauche donné, parce que les constructions à indiquer étaient extrême- 
ment simples, et parce qu’ayant des lignes bien connues, l’axe 1 K et l’hélice «ABC, pour 
fixer nos idées , il était facile de suppléer par la pensée à tout ce que devait montrer b 
projection horizontale. 

Cependant pour rappeler cette projection, nous avons décrit sur l’épure le œrclc dé... 
y/tÇa , qui nous a servi pour construire l'hélice aABC. 

I.es arcs y/, di , <Ç, etc., sont égaux entre eux , et au douzième delà circonférence a*... 
y/iÇa. On en déduit aisément les points (a , a) , (C, b) , etc. , de l’hélice directrice , et les 
élémens aLM, AmN etc., s'ensuivent (7*7). 

L’hélice MNOPQ—, ayant même pas que l’hélice abed..., les différences de hauteurs des 
points M , N , O, P, etc., sont les mêmes que pour les points a, b, e, d, etc., ce qui sert • 
déterminer les points N , O ,P, etc., sur les élémens Am N , cnO , do P, etc. , dès que le point 
M est donné. 

Afin que les lignes de l'épure ne présentassent pas trop de confusion, nous uoussommes 
bornés à représenter la portion de surface décrite par b partie de b génératrice comprise 

entre a et M. 

734. Il est évident quelcs arcs antérieurs abA , Bijklm'dC,Dz , de l'hélice directrice août 
vus , ainsi que les parties A edi', C b\ des arcs postérieurs Acde/g/,b , Ck'ig'D. Quant aux 
parties i'efgh, b'k'g " , des mêmes arcs postérieurs, elles sont derrière b surface engen- 
drég; ainsi elles sont cachées. 
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PI. 58 Les ares OPQRST et cdefgh , des hélices MNOPQ .., abKcdef..., sont sur des parties 
opposées de la surface gauche; d’où il faut conclure que l’arc cdefgh étant en arrière du 
plan Tertical IRD , l’arc OPQRST est en avant de ce même plan. On verra de même que 
les arcs UVXYZW, r’cT, sont sur des parties postérieures de l’iiéliçoïde, et qu’en consé- 
quence les lignes UVXf, r'a, sont cachées. 

Nous ne nous arrêterons pas davantage sur la distinction des lignes vues et cachées de 
l'épure; ce qui précède suffit pour que cette distinction se fasse aisément. 

- 35 . P ROBLi.ii F. 2 . Représenter Ut surface d'une vis à filet triangulaire. 

Concevons dansl’espace un cylindredroit, et imaginons qu’un triangle isoscèle soit con- 
struit au dehors de ce cylindre, dans un de ses plans méridiens, et de manière que la hase 
du triangle coïncideayec un élément du cylindre. Cela posé, figurons-nous que le plan mé- 
ridien preuneun mouvement uniforme de rotation autour de l’aicdu cylindre, et que, pen- 
dant une révolution de ce mouvement, le triangle, par un mouvement uniforme detransla- 
tion , avance dans le sens de l’axe de rotation d’une longueur égale à la hase; on sait qucles 
eûtes égaux de ce triangle décriront, par la combinaison de ces deux mouvemens, la sur- 
face d’une vis à filet triangulaire. 

Mais il est clair que le sommet de ce même triangle engendrera une hélice, et que les 
eûtes générateurs s’appuyèrent sur celte hélice et sur son axe, en faisant toujours le même 
angle avec cet axe ; donc la surface d’une vis ù filet triangulaire est de l’espèce des héliçoïdes 
gauches. 

PI. 5g- 736. Soit donc ABCDF.F la projection verticale d'une hélice à hase circulaire dont ry 

f'S- '■ soit l’axe, et soit ar et ad les directions des deux côtés égaux du triangle générateur d’une 
vis : les droites ab, ad, rencontreront, sous des angles égaux, l’axe ry de l’hclice ABCDEF. 

Or, pour pouvoir représenter la surface engendrée parles lignes arelad, il faudra 
d’abord savoir construire leurs positions diverses. Prenons sur l’hélice donnée un point 
quelconque 7, et cherchons les positions des génératrices qui correspondent à ce point. Pour 
cela, nous remarquerons que le point 7 est au-dessous du point a, dans le sens de l’axe ry, 
d'une certaine hauteur ; nous porterons cette hauteur de ren s sur l’axe ry ; nous mènerons 
la droite qs, et cette droite sera la position prise par la génératrice ar, lorsque le point 
a sera venu en q ; car on sait (7x7) que tous les points de cette génératrice s’élèvent, d’une 
même hauteur , d’une de ses positions à une autre. 

Quant à ta position qp, correspondante au point q, que prendra la génératrice ad , on 
pourra la détermiuer par la condition que l'angle de qp avec ry, égale celui de la même 
ligne ry avec qs. 

737. En construisant de même plusieurs élémens ar, vx, mo,qs , tu, de la surface de 
lavis, on en déduira le contour zco, correspondant à la portion de surfaces laquelle appar- 
tiendront ces élémens. Ce contour sera tangent ù l’arc B stq de l’hélice donnée, et à l’axe ry 
de cette hélice. 

Le contour jn sera déterminé , de la même manière , par un nombre suffisant de posi- 
tions de ad. 

738. Lorsque le point a aura parcouru une révolution entière de l’hélice donnée , il sera 
en a' dans le plan méridien et ry : les droites génératrices ab, ad, seront en a'd et frv, 
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dans le même plan que ab et ad-, par conséquent «fet a'd, se couperont en un point d, de PI. V 
1 arête rentrante de la tis. Fig t 

Si l’on mène par le point 7 une parallèle à ry, elle coupera l’arc CD de l’hélice donnée 
en un point q , tel qu en menant le droites g'p, g’p', respectiTement parallèles à g„ et op 
on aura de nouveaux élémens g'p, g'p', de la surface de la sis, dont le premier g'p re- 
centrera qP en un point p, de l’arête rentrante dont il s’agit. On pourra , en construisant 
ainsi de nouveaux point» de cette arête, 1 . décrire entièrement; mais comme c’est une hé- 
lice de meme pas que 1 hélice donnée, on pourra aussi la construire directement dès ou’on 
connaîtra un de scs points d, 1 

739 . Quoique les vis offrent d’ordinaire une arête rentrante bcdefghi, il serait possible Fig- a- 
J“ TJ. nw,™.,, p „ , « celle de., ........ «4» 

dans 81 la bjsc ^' d “ tr *ang!e générateur abd , coïncidait avec l’axe ry de l’hélice 

donnée : c’est-à-dire si le rayon du cylindre donné se trouvait nul 
Pour le prouver, soit (BEF, abcdefghi), une hélice à base circulaire dont la droite ver- 
ticale (A , re) soit 1 axe, et menons par cet axe un plan quelconque m'f : ce plan counera 
une même révolution de l’hélice donnée en deux points (m', m) , (/',/). CeUposé, ima- 
ginons que le plan mf prenne un mouvement de rotation autour de l’axe (A et 

tirrrrr “z? ^ ^ touAtr ’nL e 

(BEI, abed . . .) suivant deux points opposés de la même révolution : je dis que celte droite 

engendrera une ?is sans arête rentrante- 

Nous savons d’abord que la surface produite sera de l’espèce de celle des vis- car la 
drotte génératrice torchera constamment une hélice et son axe, en faisant toujours le même 
angle avec cet axe ( 7 *3). De plus, on peut remarquer qu’en supposant que la droite gé- 
nératrice se meuve en descendant , le point (m, »') , e trouvera en (f,f) , au bo ut d ,*l p 
demi-révolution du plan mer, d, en, en sorte que la génératrice se trouvera eu af: mai, ,i 
Ion considère a la fois les droite, m/e t n/comme génératrices, on verra clairement que la 
partie mu de mf, et la partie //de af décrivent la même portion de surface ; donc la ,ur- 

;r Œcÿ tir* l ’ on “ mouToir ie ^ * ,e ^ * *•- 

Ainsi, la droite/» engendre bien la surface entière d’une vis (7^5); et comme le contour 
vxy , d une portion quelconque de cette surface, ne présente pas d’angle rentrant U est 
clair que cette vis n’aura pas d’aréte rentrante. b ’ • c$t 

74 ». Pour bien donner l’idée du solide qui la forme , coupons-Ia par le plan horizontal 
A B ; on aura pour section la courbe (BCAD , A IT) , qui ne sera autre chose qu’un are 

SSdîul'” '■ •*» «"f"— <*.»>. «. — 

74»- Nous ferons encore observer que si l’on supprimait celle, de, parties de l’héliço.de 


( ) Crue spirale en caracténiee par |, propriclc que, pour charun de « nom,. I 
proportionnel t l’angle PAM de ce rayon el de ti licnc tire PA (Z T ^ "J"’ 0 W " Ur AM «« 

dArMmcdr. 8 I Ajr °" U *<■““«« l« non. de .pirmt. 
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PI. 5S 


PI 5g. 

Fig. t. 


l'ig. 9. 


Fig. 3. 


représenté pl. 58 , qui sont extérieures au cylindre dans lequel est l'hélice <£b' e'de’f 
la surface obtenue formerait une ris sans arête rentrante. 

Si l’on prolongeait convenablement la droite génératrice nLM, les portions desurfacequi 
te terminent aux arcs d’bélioe ’Wo'fS'r, abkc, viendraient se rencontrer suivant une 
nouvelle hélice, qui serait l’arétc saillante d’une vis dont l'hélice db'c'd . . . serait l’aréte 
rentrante : dans ce cas, le dessus et le dessous du Slot triangulaire appartiendraient au 
même héliçoïde. En général , ce dessus et ce dessous appartiennent à des héliçoïdei dif- 
férens. 

74a. Exécution de lafigurs 1 , pl. 59 . Nous n’avons représenté quo lea parties vues 
des arêtes saillante et rentrante de la vis. Ces parties kavmqtx&j , CalD , EF , pour l’arête 
saillante; le, de,fg, ht, pour l’aréte rentrante , se terminent aux points oi elles touchent 
les contours Fg-, Df» , sc,KE,fC,dk, des projections de la sur face. 

Nous avons supposé que le filet de la vis ne se prolongeait pas au-delà de* arcs 4c et 
Ai de l’arétc rentrante, en sorte qu'au-dessus du premier , et au-dessous du second , on 
voit le cylindre que revêt ce filet. 

743 . Exécution de la figure a, pl. 5g. Les arcs abede B', mn, op, de l’hélioe donnée, 
sont supposés sur la partie antérieure du cylindre BEF, et il s’ensnit que ces arcs sont vus 
jusqu’aux pointsoù ils touchent les contours de la surface, lesquels sent sus aussi (i5g). 
Toutes les projections des élémens qui aboutissent sur les arcs d’hélice vus se trouvent né- 
cessairement .vues , et celles qui aboutissent sur des arcs d’hélice cachés se trouvent né- 
cessairement cachées. I^s points de séparation des parties vues et cachées se trouvent d’ail- 
leurs sur les contours. Quant à l’axe (A , ns), il se trouve évidemment composé de parties 
égales alternativement vues et oaebées. 

744- P ttOBLBtt s 3. Représenter une vis A filet carré. 

Soit abcd un rectangle dont le côté ad soit sur la surface d’un cylindre, et dont le plan 
abcd passe par l’axe du même cylindre. Cela posé, imaginons que ce rectangle se meuve 
de manière à conserver toujours , par rapport à l’axe AB, la position qni vient d’être dé- 
finie, et de manière encore que l’un de scs points a décrive une hélice sur le cylindre 
donné : ce cylindre, et le solide engendré par le rectangle , composeront ce qu’on appelle 
une vis à filet carré. 

Tous les points du rectangle abcd décriront des hélices de même pas; les droites al, 
de, seront toujours perpendiculaires à I’axcducvlindre, et le rencontreront constamment; 
ainsi ces droites se mouvront sur une hélice et sur son axe , en faisant sans cesse un angle 
droit avec cet axe : donc elles engendreront des héliçoïdes gauches. 

Pour représenter la surface de la vis , on décrira les parties vues des hélices produites 
par les points a ,b ,c,d, on indiquera les contours du cylindre que renferme le filet pro- 
duit par le rectangle abcd, et l’on construira, si l’on veut avoir une représentation bien 
complète, les projections fe,bg, ti, etc., de plusieurs élémens des surfaces gauchesdu filet. 

745 . Nous ferons remarquer en passant, que la génératrice de ces surfaces étant tou- — 
jours perpendiculaire à l’axe directeur AB, elle est toujours parallèle au plan horisonta! : 
il suit de là que les liéliçoidcs gauches , qui servent à former les vis à filet carré , appar- 
tiennent à l’espèce de surfaces gauches que nous avons nommées conoïdcs (iao). 
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CHAPITRE II. 

4 

Des enveloppes et de leurs arêtes de rebroussement. 

746. Nous ayons vu , liv. II , chap. iv , que lorsqu’une surface , con- 
stante ou variable de forme , sc meut en restant assujettie à une loi donnée, 
deux positions consécutives de cette surface se coupent suivant une courbe 
appelée caractéristique ; que l’ensemble des caractéristiques forme une 
surface particulière qui touche les positions de la surface mobile , chacune , 
suivant une caractéristique , et qu’on donne le nom d 'enveloppées aux posi- 
tions de la surface génératrice , et celui d’enveloppe à la surface engendrée. 

Nous avons vu aussi que deux caractéristiques consécutives se tou- 
chent ou se coupent en un point , et que la suite des points de contact ou 
d’intersection, des positions successives de la caractéristique, forme sur 
l'enveloppe une courbe remarquable, appelée arête de rebroussement , 
qui touche ces positions, et qui se trouve formée par leurs contacts suc- 
cessifs, comme l'enveloppe résulte des contacts successifs des positions de 
l’enveloppée. Enfin, nous avons vu que cette arête divise la surface enve- 
loppe en deux nappes , et nous avons reconnu que ces deux nappes pré- 
sentaient réellement, sur les béliçoïdcs développables (264) , un véritable 
rebroussement , suivant l’arête par laquelle elles se joignent. 

747- Il s'agit actuellement de prouver que la dénomination d'arête de 
rebroussement est juste , c’est-à-dire qu’une telle arête réunit toujours deux 
nappes par un vrai rebroussement. 

Concevons d'abord qu'il s’agisse d’une surface développable , et considé- 
rons un arc A de l’arête qui réunit les deux nappes de celte surface. 
Certaines positions E, E', E", E'"..., de la caractéristique se rencon- 
treront deux à deux suivant les points de l’arc A : nommons ces points 
k , k!, k', k"', . . . , et supposons que le premier soit l’intersection de E 
avec E', le second celle de E' et E*, et ainsi de suite. Cela posé , imagi- 
nons par le point k , une droite p perpendiculaire au plan des élémens 
E et E', par le point k' une droite p', perpendiculaire au plan des élémens 
E* et E", et ainsi de suite. Toutes les droites p, p', p‘, etc. , formeront tme 
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surface , normale à la surface donnée suivant l’are A ; or , les droites 
E, E', E*. . ., tangentes à l’arc A, seront en général tout entières d’un même 
côté de cet arc : donc la surface développable n’entrera pas dans la surface 
normale ; donc les deux nappes qui la forment présenteront , suivant l’arc A, 
un véritable rebroussement. 

♦48- Concevons maintenant qu’il s’agisse d’une enveloppe quelconque, 
et menons par les points de l’arête suivant laquelle se réunissent les 
deux nappes des tangentes aux caractéristiques : ces tangentes toucheront 
aussi cette arête ; donc elles formeront une surface développable (360). 
Donc , d’après ce qui vient d’être démoutré, l’arête suivant laquelle se réu- 
niront les deux nappes de l’enveloppe donnée sera une véritable arête de 
rebroussement -de la surface développable. Mais chaque nappe 'de cette 
surface sera tangente à une nappe de la surface enveloppe ; donc puisque 
les nappes de la surface développable offrent un rebroussement, celles 
de l’enveloppe donnée en présenteront pareillement un. Donc enfin, la 
dénomination d’arête de rebroussement est tout-à-fait exacte. 

749' Quoique les démonstrations précédentes aient toute 1a rigueur possible, le rebrous- 
sement produit par la génération d'une surface enveloppe, que l’on peut imaginer décrite 
parle mouvement de sa caractéristique, est toujours une espèce de phénomène géométrique 
dont on se rend difficilement compte. D’après cela , il ne sera pas inutile de faire connaître 
quelques surfaces qui présentent des arêtes de rebroussement. 

Nous choisirons nos exemples parmi les surfaces engendrées par le mouvement d’une 
sphère constante de rayon, dont le centre suit une courbe plane et horizontale. Ces surfcce* 
sont du nombre de celles qu'on appelle turfaett des canaux. 

P). 60. -5 0 . Soit ABC une courbe horizontale située dans le plan de la figure. Prenons cette 

courbe pour directrice du centre d’une sphère dont le rayon soit DE. Il est évident que 
deux positions consécutives de la sphère msbile se couperont suivant un de ses grands 
cercles, et que le plan de ce cercle sera vertical et aura pour projection une droite nor- 
male à la courbe ARC. 

D'après cela , si nous menons à cette courbe une suite de normales telles que DQ , et que 
nous prenions, de part et d’autre de ABC, les longueurs DE , DP, égales au rayon de la 
sphère mobile, la partie PE, de chacune de ces normales, sera la projection d’une caracté- 
ristique. Si donc on construit de la même manière d’autres projections SM , T(,ZW , pq , 
ca , XN , KY , etc. , des caractéristiques, et qu’on mène les lignes K. UE, LMNO , ces lignes 
seront les contours de la projection de l’enveloppe. 

75t. Soit QFGH la développée de ABC , et concczotu par cette développée un cylindre 
vertical. Chaque plan IT, d'une caractéristique, touchera le cylindre QFGH suivant un 
élément vertical ai de ce cylindre, et en général le plan de la caractéristique 1T , et celui 
de la caractéristique consécutive, se croiseront suivant l’élément m. Mais ces caractéristiques, 
situées sur une même enveloppée sphérique, se couperont ou se toucheront en deux points 
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de l'arête de rebroussement , lesquels points seront nécessairement sur le même élément m, 
et se projeleront par conséquent en m. Mous poserons donc en principe que les points 
de l'arête de rebroussement ne seront autre chose que ceux suivant lesquels les caracté- 
ristiques SIM, TI, ZW, etc., touchent le cylindre QFGH. 

-5i. Et comme il y a des caractéristique», telles que PE, qui ne s’étendent pas jusqu’à ce 
cylindre, c’est-à-dire jusqu'à l’élément de contact Q,ces caractéristiques ne présenteront 
pas de points de l’arête de rebroussement. 11 est risible en effet que chacune d'elles ne coupe 
ni celle qui la précède, ni celle qui la suit. 

753. Pour bien concevoir la forme de cette arête, imaginons que l'enveloppe soit pro- 

duite par sa caractéristique; c’est-à-dire par le mouvement d’un cercle dont le centre suive 
la courbe ABC, dont le plan soit toujours normal à cette courbe, et dont le rayon soit égal 
à DE. Supposons que ce cercle marche dans lesens ABC; il est clairque parmi les positions 
de la caractéristique mobile, la première qui donnera quelque point de l’arétc de rebrous- 
sement sera celle dont la projection SM touche la développée QFGH en un point M , tel 
que VM égale le rayon donné DE, Il est clair également que cette position ne donnera 
qu’un point de cette arête, que les positions suivantes en donneront deux, jusqu’à la 
position XN qui n’en donnera qu’un , et qu’enlin , toutes les autres positions n’en donne- 
ront plus. suiili. |»II , ma 11111 'hdi'iTa tl 

Nous conclurons de là que l’aréte de rebroussement formée par les contacts successifs de 
la caractéristique, et du cylindre QFGH, se compose de deux branches, qui ont pour pro- 
jection commune une ligne MmGnN. 

754. Chacune des caractéristiques comprises entre SM et XN est divisée par l'arête de 
rebroussement en deux parties, l’une Tm qui appartient a l’une des nappes de la surface; 
l’autre ml qui appartient a l’autre nappe. D’où l'on voit que l’une de ces nappes a pour 
contour de sa projection les lignes RUE, LM, NO, et la projection MmGnN de l’arête de 
rebroussement; et l’autre nappe, cette même projection MmGnN, et la partie Nj WM du 
contour LMNO. 

755. Au lieu d’assujettir la génératrice PDE à suivre la courbe ABC, on peut encore 
imaginer que le plan QDE, qui la contient , soit seulement assujetti à rouler , sans glisser , 
sur le cylindre QFGH; car la génératrice prendra, dans les deux cas, absolument le même 
mouvement. 

Concevons que toutes les verticales qui composent le plan QDE soient autant de char- 
nières, et imaginons, 1°. qu’il s’enroule sur le cylindre QFG,euse pliant successivement 
autour des charnières verticales, jusqu’à ce que le cercle générateur ait pris la position 
MmGU; a", que la partie enroulée MmG de ce cercle se déroule, à partir du point M , 
pour occuper successivement les positions Gml, GsW, G rq, G na, GnN; 3". enfin, que 
le pian mobile, ainsi plié sur UGnN , reprenne son mouvement , en continuant de s’enrou- 
ler sur QFGH, c’est-à-dire en se déroulant d'autour de GNH.Dans ces mouvemena , la par- 
tie mobile du cercle PE décrira la même surface que si le plan PQE était rigide ; car 
la partie enroulée ne pourra changer en rien le mouvement de U partie non enroulée •- 
donc le cercle PE engendrera l’enveloppe. 

756. Mais il est clair que la partie PR, du cercle PE, s’appliquera sur le cylindre QFGH 
suivant tous les points où les caractéristiques le touchent , ou , ce qui revient au même, 

3 7 


PI. 6«. 
Fi*. ». 
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PI. 60. suivant fera pointa dé l’arête de rebroussement : donc cette arête n’eat antre chesi <ptc la 
F,p ' '• partie PR du cercle PE, enroulée d’abord en MmH, et ensuite en GnN, sur locvlindre IXJH. 
D’après cela , on doit concevoir parfaitement 1 a forme de l’arête de rebroussement , H l’on 
remarquera qu’elle a elle-même deaX points de rebronssemcut projetés en G. 

757. Il est bien facile d'ailleurs de prouver, pour cet exemple particulier, que l’arête 
projetée en MsiGnN est une véritable arête de rebroussement. En effet , chaque point de 
la partie PR de la caractéristique décrit évidemment une développante tmno de QFGH , 
laquelle développante présente deux points m et n de rebroussement ; or , les branches Im, 
no, appartiennent à la grande nappe de l'enveloppe, et la branche mn i la petite : d ois l'on 
voit queces deux nappes sont normales suivant l’arête de rebrouasement à la surface cylin- 
drique QFGH. 

758 . Nous ferons observer en passantque t’enveloppe dont noos venons de nous occuper 
présente une ligue singulière , projetée en G.v , suivant laquelle se coupent deux parties de 
sa nappe principale. 

759. Examinons un antre exemple, pris encorcdana le genre de surfaces qu’on appelle 
Fi s . ». surfaces des canaux. Soit AUC la spirale développante d’an cercle DUE , et concevons 

qu’une sphère, dont le rayon soit FG, se meuvede manière que son centre suive toujours la 
spirale AUC II est clair que deux positions consécutives de cette surface se couperont sui- 
vant un cercle GH, dont le centre F sera sur AUC, et dont le plan, normal à cette directrice , 
sera vertical, et tangent au cylindre qui aurait pour base DBE et pour élémens des verticales. 

760. Il suit de lè que si l’on fait mouvoir le cercle Gll , de manière qu’il satisfasse con- 
stamment à la condition d'avoir son centre sur ABC, et son plan normal à cette courbe, il en- 
gendrera l’enveloppe dont nous nous occupons : or, deux positions consécutives du plan GH 
de la caractéristique se couperont suivant un élément D du cylindre DBE ; d’où l’on voit 
qne l’arête de rebroussement de l’enveloppe sera nécessairement sur ce cylindre. Et si l’on 
conçoit que les verticales qui composent le plan DG soient autant de charnières , et qu’ou 
enroule ce plan sur le cylindre DBE, il est évident que dans le mouvement qu'éprouvera 
la caractéristique GH, elle ne quittera pas 1 a surface de l’cnveloppe, et qu’elle viendra 
s’appliquer sur le cylindre PUE suivant une courbe , projetée horiiontalcment en IBL,qui 
sera l’arête de rebroussement. 

761 . Mais chaque point de la caractéristique engendre une spirale horisontale GK.LM , 
qui vient rencontrer en un point L le cylindre DBE , et dont les deux branches GKL, LM, 
sont normales à ce cylindre eu ce point D’après cela, il est évident que l’enveloppe a deux 
nappes, l’aoe composée des branches GQL, RS, AFB, OV, NIH, etc., des spirales 
horhumtalesdela surface, et l’autre, des branches LM, ST, BC, VX, lQO',etc.,des mêmes 
spirales; que ces deux nappes viennent <fe toucher suivant l'arête de rebroussement 1 BL, 
et qu’elles sont l’une et l’autre normales au cylindre DJ 5 L suivant les pointsde cette arête. 

76a. Il semble que nous aurions pu choisir, pour familiariser le lecteur avec les arêtes 
de rebroussement , un exemple plus usuel que les deux précédais, c’ait celui d’une surface 
conique. En effet, un cène est l’enveloppe d’un plan mobile suivant une certaine loi ; ses 
élémens sont les caractéristiques de cette enveloppe , et son sommet, qui est le lieu desin- 
tersections consécutives ou des contacts Consécutifs des élémens, est une arête de rebrous- 
sement. Mais quoique le sommet d’un cène présente quelque analogie avec les arêtes de 
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rebroussement, un ne reconnaît pasque les deux nappes soient normales à une meme sur- 
face , au dehors de laquelle elles soient situées, en sorte que l’exemple du cène, loin 
d’être propre à éclaircir la théorie qui nous occupe, a besoin lui-même d’être éclairci. 

763 . Soit LM une droite assujettie à se mouvoir sur l'hélice MNOPQ-, e( sur l’axe IK, de 
manière à couper toujours cet axe sous un angle constant projeté en ILM. La surface pro- 
duite sera l’héliçoïdc gauche examiné précédemment (7*4). Ucla posé, concevons qu’un 
plan se meuve dans l’espace de manière à toucher toujours cet h élimée suivant un point 
de la directrice MNOPQ. . .; l’enveloppe produite par le mouvement de ce plan sera une 
surface développable, l’angle de l’enveloppée et de l’axe IK sera constant ; toutes les carac- 
téristiques seront placées de la même manière par rapport a cet axe, et la courbe suivant 
laquelle elles se couperont sera une hélice de même pas que MNOPQ... : donc l’enveloppe 
engendrée sera un holiçoulc développable (al>5). Donc cette enveloppe présentera deux 
nappes distinctes, qui se réuniront par un véritable rebroussement (at>4). 

Or, si l’on imagine que l’angle LLM, de la génératrice de rhéliçqide gauche avec l’asc 
IK , reste constant, et que le pas de l’bélicc MNOPQ.. . devienne nul, cette hélice se 
changera en un cercle, dont. le rayon sera la perpendiculaire abaissée du poiqt M sur 
l’axe IK.; l’hélice arête de rebroussement de la surface développable se contractera en un 
point de cet axe, et l’enveloppe produite par le mouvement du plan mobile ne sera autre 
chose qu’un cène ayant ce point |>our sommet et pour base le ce rôle passant par le point 
M. D’où nous conclurons que le sommet d’un cône est bien une arête de rebroussement ; 
seulement elle présente la singularité d’être contractée en un seul point. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur la théorie des surfaces enveloppes, ce qui 
précède la fera sans doute suffisamment connaître. 



CHAPITRE III. 

Des tangentes , des rayons de courbure , et des développées des 

lignes courbes. 

764. En traitant des lignes courbes dans le livre I", nous avons dû laisser 
incomplet tout ce qui exigeait des théories que nous ne pouvions pas encore 
exposer. Nous allons revenir ici sur ces lignes , et apres avoir résolu les 
problèmesque présente la question des tangentes , nous nous occuperons des 
rayons de courbure et des développées des lignes courbes. 

765. DESTANGENTES.ifly a dans le livre I" deux questions importantes 
que nous n’avons pas résolues , l’une est de mener la tangente à une courbe 

3 7 .. 
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connue, par nn point donné sur cette courbe (g4) , l’autre de trouver le 
point de contact d’une tangente et de la courbe qu’elle touche , en suppo- 
sant cette tangente menée par des considérations quelconques (108). La 
théorie des plans tangens aux surfaces gauches va nous donner le moyeu 
de les résoudre toutes les deux. 

7G6. Problème 1". Une ligne courbe quelconque , soumise ou non à 
la loi de continuité , étant donnée avec un de ses points , mener parce point 
une tangente à cette courbe. 

Imaginons que l’on mène deux droites quelconques dans l’espace, et que 
l’on prenne ces deux droites, et la courbe donnée , pour directrices d'une 
surface gauche : on saura mener par le point donné un plan tangent à cette 
surface (697). Mais ce plan contiendra la tangente cherchée; si donc cette 
courbe est plane , l'intersection de son plan avec le plan tangent sera la tan- 
gente demandée. 

Si cette même courbe n’est pas plane , on pourra mener deux nouvelles 
droites dans l’espace j on les prendra avec la courbe donnée pour direc- 
trices d’une nouvelle surface gauche ; on mènera par le point donné un 
plan tangent à cette surface , ce plan contiendra aussi la tangente demandée : 
donc cette tangente sera l’intersection des deux plans tangens construits. 

Cette belle solution est de M. Hachette. 

767. Pour l’appliquer avec quelque facilité, on pourra, pour chaque surface gauche 
auxiliaire, substituer un plan directeur à l’une des directrices droites menées arbitraire- 
ment dans l'espace j les surfaces auxiliaires deviendront de* cono'idcs , et les constructions 
seront beaucoup plus simple*. C’est ce qu’un exemple va développer. 

PI. Si. 768. Soit (ABC, A'B'C') une courbe quelconque à laquellcon veut mener une tangente 
par le point (B , B'). 

Nous allons faire passer par cette courbe deux conotdes auxiliaires, nous leur mènerons 
des plans tangens , par la méthode exposée n° 33 o , et l’intersection de ces plans sera 
la tangente demandée. 

Prenons la droite DE, située dans le plan vertical , pour directrice du premier conoïde , 
et supposons que sa génératrice se meuve parallèlement au plan horixontal. L’élément dn 
conoïde, correspondant au point (B, B') , sera celui dont la projection horizontale est DB , 
et dont la projection verticale est la droite D'B', parallèle à la ligne de terre. Par cet élé- 
ment, menons un plan quelconque (GF, FD'); il coupera le conoulc suivant une courbe, 
et l’on sait qu’il le touchera aii point où cette courbe et l’élément (DB, D'B') se rencontre- 
ront (245). On va voir que pour résoudre le problème proposé, il ne sera pas nécessaire 
d’avoir les deux projections de cette courbe. 

Menons, au-dessus et au-dessous de l’élément (DB, Vît ') , une suite de plans horisontaux 
m'x , riÿ, o't' , pw, etc. ; ces plans couperont le* surfaces du conoïde et du plan (GF, FD') 
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suivant des droites (mr, m'x) et (Dr,rfV), (ni , n'y) et (Dv, d'y ') , (ot, o'x) et (Ds , «P*') , pl 
(pu t pw) et (Dw, d" »') , etc. , qui se couperont deux à deux suivant des points de Vinter- 
aection de ces surfaces. Mais ces points seront projetés horizontalement en r, s, t, u, etc.; si 
donc on mène la courbe retu , le point K, où, clic coupera la droite DB, sera la projection 
horizontale du point où le plan (GF, FD') touche le conoïde. 

Pour opérer le plus simplement possible , on menera par ce point de contact projeté en 
K, et dans le plan (GF, FD'), une droite projetée en RH, parallèle au plan vertical , et 
l’on prendra cette droite, et la droite (D, DE) , pour directrices d’un paraboloïde hyperbo- 
lique ayant pour plan directeur le plan horizontal. Ce paraboloïde sera tangent au co- 
noïde en K et en (D, D"), et conséquemment tout le long de l’élément (BD, B'D') (6y5). 
Ainsi, en menant par le point (B, B ) un plan tangent au paraboloïde, ce plan touchera 
le conoïde et contiendra la tangente demandée. 

La droite KH étant située dans le plan (GF, FD') perce en H le plan horizontal;' donc- 
la droite DH, située dans ce dernier plan , est un élément du paraboloïde. Menons par le 
point (B , B") le plan BI parallèle aux deux directrices KH, (D, DE) ; il coupera les élémens 
(BD, B iy) cl DH en deux points (B, B') et I, qui appartiendront à l’élément de la seconde 
génération du paraboloïde (325). Or, cet élément est dans le plan tangent en (B, B); 
donc ce plan aura pour trace horizontale la droite MO , menée par la trace I de l’élément 
de la seconde génération , parallèlement à BD : et comme sa trace verticale ON' doit con- 
tenir le point iy, ce plan (MO , ON') sera entièrement déterminé. 

Prenons pour second conoïde auxiliaire celui qui est engendré par une droite , toujours 
parallèle au plan vertical de projection , et assujettie à toucher constamment la courbe 
donnée (ABC, A'B'C') et la droite horizontale (LL', L'). On menera par le point donné 
(B, B') , l’élément (LB, L'B') du conoïde ; on fera passer par cet élément un plan quelcon- 
que (LP , PQ) ; on cherchera la projection verticale abbffi de l’intersection de ce plan avec 
le conoïde , cette ligne abb/h, et la droite L'B', se couperont en un point t , et ce point sera 
la projection verticale du point où le plan (LP, PQ) touche le conoïde. 

Par le point b, ainsi construit, on menera la droite FR parallèle à la ligne de terre ; elle 
coupera la trace PQ du plan (LP, PQ) en un point R-, on prendra la droite menée par le 
point de contact projeté en F, et par le point R du plan vertical, pour directrice d’un pa- 
raboloïde hyperbolique ayant pour plan directeur le plan vertical, et pour seconde di- 
rectrice la droite (U/, L') : ce paraboloïde touchera le conoïde tout le long de l’élément 
(LB, L'B'); ainsi te plan tangent en (B, B'), au paraboloïde, touchera le conoïde au 
même point (B, B'). Pour avoir ce plan, on menera par le point B' un plan B 'S, parallèle 
aux deux directrices du paraboloïde; il coupera lea élémens (LB , L'If), (L'P, L'S), en 
deux points (B, B') et S, qui détermineront l’élément de la seconde générât ion correspon- 
dant au point (B, B'). Par cet élément et par (LB , L'B') on menera le plan (LT , TN'),el 
ee plan , tangent en (B,B') au second conoïde auxiliaire, contiendra la tangente demandée. 

Enfin connaissant les deux plans (MO, ON') , (MT, TN'), on construira leur intersec- 
tion (MN, oN'JjCt cette intersection sera la ligne droite tangente en (B, B') à la courbe 
donnée. 

769 . Pour que cette tangente soit bien menée , il faut principalement que les points, K 
et F soient exactement déterminés. Cela exige que l’on construise les lignes gretuv, abb/h , 
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dam une grande étendue , afin que l'on connaisse bien leur forme générale , et qu’elle puisse 
servir b corriger les légères erreurs qui pourraient déranger sensiblement la position de» 
petits ares »Kr, Ut/, sur lesquels sont les points K et t. 

-70 •Le procédé que l’on vient d'exposer est d’un empdoi pénible, àcauaedu grand nombre 
de lignes qu’il exige; toutefois il serait aussi exact, entre les mains des praticiens habiles, 
que les autres méthodes graphiques qu’ils emploient, (é’qyes la Note 8, n* 918.) 

Mais c’est principalement sous le rapport de la Géométrie spéculative que M. Hachette 
a rendu un grand service à la science, parce que la proposition qu’il a trouvée remplit une 
lacune où ta Géométrie empruntait nécessairement le secours de l’ Analyse , tant ponr 
mener des tangentes aux lignes, et des plans tangen» aux surfaces, que pour -obtenir les 
rayons de courbure et les développées des lignes courbes [yoyex la suite de ce chapitre). 

771. P RO aLÈ ME a. Une courbe ayant été tracée d'une manière quelconque , et la direc- 
tion d’une de ses tangentes étant donnée t on demande le point de contact de cette tangente. 

Pour résoudre ce problème, on mènera dans l’espace une droite dirigée dans un sens 
très différent de celui do la tangente donnée; on imaginera qu’un cenoidc passe par cette 
droite et par la courbe donnée; on prendra ensuite sur cette courbe un nombre suffisant 
de points, par chacun desquels on mènera un élément du conoide et une parallèle à la 
tangente donnée ; par chacun des élément obtenus, et par la parallèle correspondante , on 
mènera un plan, et l’on construira le point où il touchera le conoide (>4^)- ha suite 
des points de contact, ainsi déterminés, formera sur le conoide une ligue, qui coupera 
évidemment la courbe donnée suivant le point demandé. 

772. DES RAYONS DE COURBURE des lignes courbes. Jusqu’ici nous 
u’avous guère parié que des rayons de courbure dus lignes planes (97-106); 
nous allons à présent considérer ces rayons plus spécialement par rapport 
aux courbes à double courbure. 

Pour une courbe plane , chaque rayon de courbure est coupé par celui 
qui le précède , et par celui qui le suit , suivant deux centres de courbure , 
et la suite de ces centres est la développée de cette courbe. Il n’en est pas 
aiusi pour une courbe à double courbure ; car deux centres de courbure 
consécutifs m et n sont dans deux plans oscillateurs consécutifs m AB , nBC , 
qui correspondent à trois élémens A , B , C , de la courbe , et qui sont 
tels que si la droite que déterminent ces deux centres , était normale à 
cette courbe, elle le serait suivant l’élément B : or, cet élément et cette 
normale détermineraient leplan oscillateur qui passe par A et B; le même 
élément B et la même normale détermineraient le plan oscillateur qui passe 
par B et C ; donc ces deux plans oscillateurs se confondraient , ce qui ue 
peut arriver en général que dans le cas d’une courbe plane. 

Il suit de là que les normales mm', m', 00', pp>, etc. , d'une courbe à 
douhlc courbure ABCDE menées parles centres m, n, o,p, etc.. 
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des cercles oscillateurs de cette courbe, ne sont pas deux à deux dans le 
même plan ; donc la surface qu’elles forment est une surface gauche (ai4). 

773. Ainsi , toutes les courbes possibles n’ont véritablement qu’une seule 
courbure en chacun de leurs points ; et sous ce rapport les courbes planes 
ne diffèrent des courbes à double courbure qu’en ce que les premières ont 
toutes leurs courbures daus le même plan , et que le plan des courbures 
des dernières varie continuellement. 

D’après cela , deux courbures consécutives des courbes à double cour- 
bure n’étant pas dans un même plan , on pourrait donner à ces courbes le 
nom de courbes gauches (*), comme on nomme surfaces gauches les 
surfaces produites par une droite mobile dont deux positions consécutives 
ne sont pas dans le même plan. 

7 ^ 4 - Maintenant, quelle que mit une ligue courbe, on remarquera, 1°. que le raton 
de courbure qui correapond à chacun de ses points *0 trouve toujours déterminé par 
l’angle infiniment petit des deux plans normaux consécutifs qui correspondent 1 ce point : 
nous donnons à cet angle le nom d 'angle de courbure (98) -, que ce qui fait qu’une 
courbe non plant* ou comme on dit à double courbure , change de plan à chaque élé- 
ment, est , connue on doit le sent ir et comme on l<r verra clairement tout à l'heure , une 
sorte de torsion de ses élémens les uns autour des autres, torsion qui est déterminée par 
l’angle infiniment petit des deux plans osculateurs consécutifs : nous nommerons cet an- 
gle, an/iie de lonion (**). 

776. Cela posé, soit V une courbe à douille courbure; supposons- la divisée en élémens 
égaux et infiniment petits a, b,c, d, etc. ; soient A, B, C, etc. , ses ceutres de courbure, 
le premier A correspondant aux élémens a et b , le second B correspondant aux élémens 
b e te, etc. , et demandons-nous comment il faudrait plier une ligne droite L , divisée 
eu élémens infiniment petits d, b', c ,d , «le. , égaux à l’ékweut a , pour que cette ligne 
pjt ooiuckler avec la oourlie V. 

D’abord nous plierons les élémens a', b', d, d, etc. , de la droite flexible L , autour des 
extrémités les uns des autres, de manière que nette droite se change en une courbe Y', 
dont les centra de oowbure A', B', C, etc. , soient placés par rapport aux élémens d, 
bf, d, et, etc. , comme les centres A , B , C, etc. , sont placés par rapport aux élémens res- 
pectifs a, b, c, d , etc.: c’est-à-dire que les deux courbes V et V' auront respectivement 


C*)Lr mot gauche n’«t pas aprcaUe i l'oreille ; mais il c« sssanlief 1 en Urtiuétrk, et il tJoastr p.,1 1.1V- 
ment l’idée qu’il doit donner . 

La dénomination de courbe il double courbure etl rum-tculerucnt longue, désagréable et embarrassante , 
mais die dunne encore l'idée s péciasse et fausse de dura courbure» qui n’eiistcct pas : ‘il ferait & désirer qu’on 
cessât de remployer. 

l'a ****** n om m é aagU tUjUxxon,**. de -coutil MgUdU contmgottee. Voyet *t.r «es 

dénomination» la note 4 a o* 
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les mêmes angles de courbure , et par conséquent les mêmes rayons de courbure. 

Ensuite, sans changer rien aux courbes V et V, nous pourrons superposer les élémens 
a et b\ et le centre de courbure A' qui leur correspond, sur leurs analogues a, b et 

A, de la courbe V. Cela fait, il s’agira de savoir comment il faut plier l’élément c' t au- 
tour du point parloquel il s’unit à l’élément b' t pour qu’il rienne coïncider avec l’élément 
c. Or , l’élément c fait avec l’élément b prolongé un angle égal à l’angle de courbure 
de b et r, et toutes les droites qui partent de l’extrémité de l’élément b , et qui s’écartent 
de cet élément sous ce même angle, forment une petite surface conique droite dont l’é- 
lément e fait partie : si donc on fait mouvoir le plan des deux élémens b' et c et du point 
B', autour de l’élément b qui coïncide avec b' t l’élément c ne quittera pas cette petite 
surface conique, et il viendra coïncider avec l’élément c, lorsque le plan des élémens b ' et 
c fera avec celui des élémens a et b', l’angle de torsion qui correspond aux élémens a 
et b d’une part, b et c d’autre part. Les trois clémcns d, b\c t coïncidant avec a, b,c, 
et les centres A' et B' avec A et B , on amènera de même l’élément ef sur l’élément d y 
et en même temps le centre C' sur le centre C, en faisant tourner le plan des élémens 
c et ci' autour de l’élément c, confondu avec c t jusqu’à ce que le plan de c f et d ' fasse 
avec celui de b' et c , l’angle de torsion correspondant aux élémens b et c , d’une part , 
c et d, d’autre part. 

O11 continuerait de la même manière pour amener la courbe V' à coïncider dans toute 
son étendue avec la courbe V; et l’on voit que chaque élément de V' éprouverait un petit 
mouvement de torsion ( voyez la note ci-après) autour de l’élément précédent, ct que 
ce mouvement, par un déplacement infiniment petit, porterait le centre de courbure cor- 
respondant , du plan osculateur précédent dans le plan osculateur suivant. 

Il est clair que c’est en vertu de ces déplacemens successifs des centres de courbure A' 

B, C', etc. , que les normales de la courbe V', qui étaient rencontrées chacune par la 
normale précédente et par la normale suivante, ne le sont plus pour la courbe V, et for- 
ment une surface gauche (77a). 

Oc même qu’on obtient la courbe V au moyen de la courbe V', on pourrait obtenir 
aussi la courbe V' au moyen de la courbe V. Pour cela, il ne s’agirait que de développer 
(a surface développable qui a pour arête de rebroussement la courbe V. Dans ce dévelop*» 
pensent , les élémens de la courbe V éprouveraient des torsions infiniment petites; les 
angles de courbure ne changeraient pas; parce que chaque élément décrirait une surfaoe 
conique autour de l’élément précédent; les centres de courbure A» B, C, etc., viendraient 
se placer par la réduction des angles successifs de torsion à zéro , dans le plan du déve- 
« loppement , cl la transformée de la courbe V serait la courbe V'. 

776. Enfin il est évident que , sans changer les angles de courbure, on peut former avec 
la courbe V, en changeant la loi des angles de torsion, une infinité de courbes à double 
courbure et une courbe plane V # . De même avec la courbe V', ct au moyen de torsions 
qui feront de ses normales une surface gauche, on pourra former une infinité d’autres 
courbes. D'où l’on vrfit que les angles de courbure ct les angles de torsion sont des angles 
indépendant (*). 


c «j ï<m vi jot Je roir , le» dénominations d'angle de courbure et d 'angle de torsion, pa- 
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777. Problème i ,r . Étant donnée une courbe à double courbure \j et un point P de 
cette courbe , on demande le plan osculateur qui correspond à ce point. 

Pour résoudre cette question, on prendra plusieurs points sur la courbe; par ces point', 
et par le point P, on mènera les tangentes correspondantes (766) ; on déterminera les 
l>oints où elles perceront l’un des plans de projection, le plan horizontal par exemple, 
et l’on décrira la trace T, qui sera le lieu de ces points. Cela fait, p étant le point où la 
tangente en P perce le plan horizontal , on mènera par le point p une tangente 6 à la 
courbe T, et le plan qui passera par cette tangente et par le point P sera le plan oscu- 
lateur demandé. Eu effet , les tangentes menées à la courbe donnée seront les élémens de 
la surface développable dont cette courbe serait Parètedc rebroussement (260), et le plan, 
mené par la tangente ô et par le point P sera l’enveloppée correspondante à ce point 

778. Problème 2 . Étant donnés une courbe quelconque et un de ses points j on de - pj, m. 

mande le rayon de courbure qui correspond à ce point. F'g *• 

On commencera par déterminer le planosculateur correspondant au point donné n (777)» 
et l’on construira sur ce plan la projection cninoz , de la courbe donnée. On prendra en- 
suite plusieurs points sur cette projection ; par ces points on mènera les normales corres- 
pondantes à la même projection; on décrira ta développée UOG qu’elles détermineront; 
enfin on construira (771) le point O, où la normale nO , correspondante au point donné 
n, touchera la courbe UOG, et la partie «O de cette normale sera le rayon de courbure 
cherché. 

Pour le démontrer, soient mit et no les deux élémens infiniment petits, de la courlie 
donnée , par lesquels passe le plan osculalcur qui sert de plan de projection , et élevons 
par l«s milieux de ces élémens les droites «C, yf, qui leur sont perpendiculaires ; on sait 
que ocs droites se couperont au centre de courbure de l’arc mno } mais il est clair qu’elles 

\ 

rat iront naturelles. En effet, en pliant une ligne en nn point, on lui fait subir une flexion, qui n'est Autre 
chose qu'une courbure, quand la flexion est infiniment petite et que les points voisins en éprouvent d'an.i- 
lognes ; et lorsque sans rien changer aux clément consecutifs a , L ,c, J, . . . m et n, de cette ligne, et sans faire 
varier l'angle «les deux démens m et n, on change le plan de ces clemcns, c'est par une véritable torsion de 
l'élément n autour de l'élément m. 

Ces dénominations ont d'ailleurs l'avantage de conduire h la propriété qui distingue les courbes non piano 
des courbes planes, et qui consiste en ce que les premières présentent en chaque point une courbure rt une 
torsion , tandis que les dernières ne présentent que des courbures. 

Le nom d'angle de flexion donne A celui que nous appelons fanglode toiaion, a le defaut de s'appliquer 
naturellement A l'angle de courbure. D’un outre côte, si l'on courbe le plan d'une ligue P autour des nor- 
males consecutives de celle ligne, la ligne P se changera en une autre ligne Q, dont la première sera la trans- 
formée [fâi) ? or dans cette opération , le plan de deux normales consécutives aura subi une rentable flexion 
autour de chacune d'elles; les angles de ce plan avec ses voisins seront donc des angles de flexion corrcipon- 
dans A des élémens de la cour lie Q. Donc on sera induit en erreur, si l'on adopte le nom d'angle de flexion 
pour les angles de torsion ; car ce nom s'appliquera naturellement A la courbe Q, et ne devra cependant s'en- 
tendre que de l'arétc de rebroussement de la surface développable formée en courbant le plan de la ligue P. 

Nous remarquerons, en |>a»*ant , qu'en courbant ce plan on a augmenté 1rs angles de coarLurc de lu ligne P; 
et comme rlle a tes angles de torsion nuis, les courbes P et Q diffèrent entièrement, et par rapp <rt tux 
angles de courbure, et par rapport aux angles de torsion. 
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PI Ci. «e couperont «or Ia conrbe UOG; donc, etc. ( Voytt , n°. 780 , un second moyen de so- 

f’i- lotion) (*). 

Si la courbe donné* était plane, on serait dispensé de construire le plan osculateur cor- 
respondant au point donné. 

779. DES DÉVELOPPÉES. « Si l’on conçoit une droite menée parle centre 
d’un cercle perpendiculairement à son plan , et indéfiniment prolongée de part 
et d’autre, on sait que chacun des points de cette droite sera à égales dis- 
tances de tous les points de la circonférence; que, par conséquent, si l’on 
imagine qu’une seconde droite, terminée d’un bout à un des points de la 
circonférence, et de l’autre h un point quelconque de la perpendiculaire, 
tourne autour de cette dernière comme axe , en faisant constamment le 
même angle avec elle, son extrémité mobile décrira la circonférence de 
cercle avec la môme exactitude que si l’on eût fait tourner le rayon autour 
du centre. La description du cercle au moyen du rayon , et qui n’est qu’un 
cas particulier de la première, par sa simplicité est plus propre à donner 
l’idée de l’étendue du cercle : mais, s’il ne s’agit que de description , la pre- 
mière peut dans certains cas avoir de l’avantage, parce qu’en prenant sur 
l’axe deux pôles placés de part et d’autre du plan du cercle , puis menant 
par ces deux points deux droites qui se couperaient en un point de la cir- 
conférence, et faisant ensuite mouvoir le système de ces deux droites au- 
tour de l’axe de manière que leur point d’intersection fût fixe sur l’une 
et sur l’autre, ce point décrirait la circonférence du cercle, sans qu’il eût 
été nécessaire d’exécuter auparavant le. plan dans lequel elle doit se 
trouver. 

Fig. 3. 780. » Soit KArzD une courbe à double courbure quelconque tracée 

dans l'espace. Par un point A de cette courbe soit conçu un plan MNOP 
perpendiculaire à la tangente en A ; par le point a infiniment proche , soit 

pareillement imaginé un plan nmOP perpendiculaire à la tangente en a; 
ces ileux plans se couperont en une droite OP qui sera l’axe du cercle, dont 
le petit arc Aa de la courbe peut être censé faire partie : de manière que 
si , des points A , a, l’on abaisse deux perpendiculaires sur cette droite, ce* 
perpendiculaires , égales entre elles , la rencontreront en un même point G, 
qui sera le centre de ce cercle. Tous les autres points g , g', g’... de cette 
droite seront chacun à égales distances de tous les points de lare infiniment 


(*) U : lecteur rerru arcc intérêt , dans Iw Annale» mathématiques , cc que M. Dopin a «fetit sur 1rs Icui 
pioUciuc* i-icccûlcn*' 
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petit ha, et pourront par conséquent en être regardés conu me les pôles. pl - Cl 
Ainsi, si d’un point quelconque g de cet axe, on mène deux droites aux *' r 
points A , a , ces droites gA , ga, seront égales entre elles , et formeront 
avec l’axe des angles AgO, agi), égaux entre eux : et» sorte que si l’on 
voulait définir la courbure de la courbe au point A , il faudrait donner la 
longueur du rayon de courbure AG, et que s’il s’agissait d’assigner le sens 
de la courbure, il faudrait donner la position du centre G dans l’espace. 

Mais s’il est simplement question de décrire le petit arc, il suffira égale- 
ment ou de faire tourner la droite A g autour de l’axe , sans altérer l’angle 
AgO qu’elle fait avec lui, ou de faire tourner le rayon de courbure AG 
perpendiculairement à cet axe. 

« Ainsi , la droite OP peut-être regardée comme la ligne des pôles de 
l’élément An; le centre de courbure de cet élément est celui de ses pôles 
dont la distance à l'élément est un minimum enfin , son rayon de cour- 
bure est la perpendiculaire AG, abaissée de l’élément sur la ligne des 
pôles. 

781. « Que l’ou fasse actuellement sur tous les points de la courbe a fi-, 4. 
double courbure , la même opération que l’on vient de faire sur un 

de ses clémens , c’est-à-dire que par tous les points consécutifs A , A', 

A', A'", etc., l’on fasse passer des plans MNOP , perpendiculaires chacun 
à la tangente de la courbe au point où il la coupe; le premier de ces plans 
rencontrera le second dans une droite OP qui sera le lieu géométrique des 
pôles de l’arc AA'; le second rencontrera le troisième dans une droite O'P', 
lieu des pôles de l’arc A' A', et ainsi de suite. 11 est évident que le système 
de toutes les droites d’intersection, on la surface courbe qu’elles forment 
par leur assemblage , sera le lieu géométrique des pôles de la courbe K AD; 
car cette courbe 11’aura point de pôle qui ne soit sur la surface , et cette 
surface n’aura puis de point qui ne soit le pôle de quelqu’un des élcmens 
de la courbe. 

782. « Du point A de la courbe, pwr lequel p>a$se le premier plan 
normal MNOP , soit menée dans ce plan, et suivant une direction arbi- 
traire, une droite Ag jusqu’à cè qu’elle rencontre la section OP quelque 
prart en un point g; par les points A', g, soit menée dans le second plan 
normal , la droite A'g prolongée jusqu’à ce qu’elle rencontre la section 0 i y 
en un point g' ; soit pareillement menée A'^g", et ainsi de snite. La courbe 
qui ptasse par tous les points g, g 7 , etc., est une développée de la courbe 
KAD : car toutes les droites Ag, A'g*, A'g', sont les tangentes de la courbe 
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• r "' Sëf?< puisqu'elles sont les prolongemens des élémens de cette courbe. De 
f ' ^ plus, si l’on conçoit que la première A g tourne autour de OP, comme axe, 
pour venir s’appliquer sur la suivante A 'g, elle n’aura pas cessé d’être 
tangente à la courbe gg’g”; et son extrémité A , après avoir parcouru l’arc 
AA', se confondra avec l’extrémité A' de la seconde. Que l’on fasse de 
même tourner la seconde ligne A 'g' autour de O'P', comme axe, pour 
qu’elle vienne s'appliquer sur la troisième A ’g', elle ne cessera pas de 
toucher la courbe gg'g", et son extrémité A' ne sortira pas de l'arc A' A", 
et ainsi de suite. Donc la courbe gg'g’ est telle, que si l’on conçoit qu’une 
de ces tangentes tourne autour de cette courbe sans cesser de lui être tan- 
gente, etsansavoir de mouvement dans le sens de sa longueur, un des points 
de cette tangente décrira la courbe KAD ; donc elle est une de scs déve- 
loppées. Mais la direction de la première droite kg était arbitraire ; et sui- 
vant quelque autre direction qu’on l’eût menée dans le plan normal, on 
aurait trouvé une autre courbe gg'g’ qui aurait été pareillement une déve- 
loppée de la courbe KAD. Une courbe quelconque a donc une infinité de 
■ développées qui sont toutes comprises sur une même surface courbe. 

783. » Les droites k'g et k’g' forment des angles égaux avec la droite 
O'P'; et l’élément g 1 g’ étant le prolongement de la droite k’g', il s’ensuit 
que les deux élémens consécutifs gg',g'g‘, de La développée gg'g", forment 
des angles égaux avec la droite O'P' qui passe par leur point de rencontre. 
Or, lorsqu’on développe la surface pour l’appliquer sur un plan, les élé- 
mens de la développée ne cessent pas de faire les mêmes angles avec la 
droite O'P'; donc deux élémens consécutifs de la courbe gg'g’, considérés 
dans la surface étendue sur un plan, forment des angles égaux avec une 
même ligue droite, doue ils sont dans le prolongement l’un de l’autre. 11 
suit de là, que chacune des développées d’une courbe à double courbure 
devient une ligne droite, lorsque la surface qui les contient toutes est 
étendue sur un plan; donc elle est sur cette surface la plus courte que l’on 
puisse mener entre ses extrémités. 

784. » On déduit de là un moyen facile d’obtenir une quelconque des > 
développées d’une courlie à double courbure, lorsqu'on a un modèle de 

la surface développable qui les contient toutes. Pour cela , il suffit de mener 
par un point de la courbe un fil tangent à la surface, et de plier ensuite 
ce fil sur la surface en le tendant : car, en vertu de la tension, il prendra 
la direction de la courbe la plus courte entre ses extrémités; il se pliera 
par conséquent sur une des développées. 
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785. » On conçoit d’après cela, comment il est possible d'engendrer, 
par un mouvement continu, une courbe quelconque à double courbure; 
car, apres avoir exécuté la surface développable, touchée par tous les plans 
normaux de la courbe; si, du point donné dans l’espace , et par lequel la 
courbe doit passer, ou dirige deux fils tangens à cette surface ; et si, après les 
avoir pliés ensuite sur la surface en les tendant , on les fixe par leurs autres 
extrémités; le point de réunion des deux fils, qui aura la faculté de se 
mouvoir avec le plan tangent a la surface, sans glisser ni sur l’un des fils, 
ni sur l’autre, engendrera , dans son mouvement , la courbe proposée. 

786. » Tout ce que nous venons de dire par rapport aux courbes à 
double courbure, convient également aux courbes planes, avec cette dif- 
férence seulement, que tous les plans normaux étant perpendiculaires au 
plan de la courbe , toutes les droites de leurs intersections consécutives 
sont aussi perpendiculaires au même plan, et par conséquent parallèles 
entre elles. La surface développable, touchée par tous ces plans normaux , 
est donc alors une surface cylindrique, dont la section perpendiculaire est 
la développée ordinaire de la courbe. Mais cette surface cylindrique con- 
tient de même toutes les développées à double courbure de la même courbe; 
et chacune de ces développées fait, avec toutes les droites génératrices de 
la surface cylindrique, des angles constans. Le filet d’une vis ordinaire est 
une des développées de la développante du 1 cercle qui sert de base à la 
surface cylindrique sur laquelle il se trouve; et quelle que soit la hauteur 
du pas de la vis, si le diamètre du cylindrique ne change pas , le filet sera 
toujours une des développées de la même courbe. » 

D'après tout ce qui Tient d’être dit, il sera possible de résoudre graphupjcmcnt le pro- 
blème suivant. 

787. PnoBLÈun oiniiLAi.. Étant donnée une courbe quelconque , on demande de 
construire une ou plusieur* de les développées. 

Pour résoud rc celte quest ion , on corn meneera par déterni i ner la surface développable qui 
est le lieu des développées de la courbe donnée. On mènera ensuite un nombre suflisantdc 
plans normaux à celle courbe; puis, ayant construit leurs traces horizontales et verticales, 
on mènera une première ligne tangente aux traces horizontales , une seconde ligne tan- 
gente aux traces verticales, et ces deux lignes seront évidemment les traces de la surface 
cherchée. ^ t 

Lorsqu’elles seront connues, on déterminera les points dq contact suivant lesquels elles 
loucheront les deux traces de chaque plan normal (771); par ces deux points on mènera nnc 
droite, et cette droite sera l’un des élémens du lieu des développées. On construira autant 


5oa livre vi. complément. 

de ccs élémens qu’on en voudra, et l’on en déduira la représentation de la surface déve- 
loppable dont il s’agit. 

788. Cela fait , on prendra un point quelconque sur la courbe donnée, et l’on mènera 
par ce point une tangente à la surface développable construite j le point de contact de cette 
tangente appartiendra à une des développées de la courbe donnée, et c’est cette développée 
qu’on se proposera de construire. On exécutera pour cela le développement du lieu des pôles 
de la courbe donnée , chaque développée sera une droite sur ce développement ; il ne s’agira 
donc que de rapporter sur ce même développement la tangente menée, et le prolonge- 
ment indéfini de cette tangente coïncidera avec la transformée de la développée cherchée , 
en sorte qu'en rapportant celle développée sur la surface développable que oomposent les 
développées , on aura la développée demandée. 

789. Si au lieu de mener par le point pris sur la courbe donnée une seule tangente à 
la surface développable représentée, on en menait plusieurs, il y aurait une développée 
correspondante à chacune, et ccs développées se construiraient par le moyen qui vient 
d’étre exposé. 

PI. 04. 79 °- ,,r SxtmpU. Cherchons une des développées de la courbe d’intersection de la 

t'ij. 1. sphère {(A, A'), (FG, G'E'F') }, avec le cylindre perpendiculaire au plan vertical de 
projection , dont l’axe est (III , 11 '), et qni a pour trace verticale ledcmi-ccrcle F'K'E*. 

Cette courbe aura pour projection verticale l’arc F'K'E', et il faudra d’abord en con- 
struire la projection horizontale. Pour cela , on prendra un point quelconque M', sur la 
projection verticale connue, et l’on remarquera que les points correspondons de l’inter- 
section sont sur un cylindre droit, dirigé horizontalement , dont la hase est le cercle 
B'M', décrit du point A' comme centre. Ce cylindre coupera la sphère suivant deux 
cercles verticaux parallèles au plan vertical de projection. Les traces des plans qui les 
contiendront seront faciles à obtenir, et la droite DM eu sera une. Or, les pointa de la 
sphère projetés en M' appartiendront nécessairement, chacun, à un de ces cercles ; donc les 
projections horizontales de ces points seront sur les traces des plans de ccs mêmes cercles : 
ainsi (M , M ) sera l’un des points de la courbe d’intersection cherchée; d’où Ton voit qu’il 
sera aisé de construire la projection EMFR' de cette courbe. 

79 1 . 11 s’agira maintenant de meuerdes pians normaux à la ligne (EMFR', F'K'E'), et 
de construire la surface développable qu’ils enveloppent. Nous remarquerons d’abord que 
tous les plans passant nécessairement par le centre (A , A') de la sphère donnée, cette 
surface ne peut être qu’un cône dont le sommet soit (A , A') (*). Or , si l’on construit les 
traces horizontales AH , NO, PO, RS , AT ,‘ d’un assez grand nombre de plans , normaux 
à la courbe (EMFR', F'K'E') , suivant certains points (E, E") , (L, L'), (M, M'), (U , IT) 
et (V, V '), choisis arbitrairement sur cette courbe, toutes ces traces détermineront une 
ligne .. UXY ST..., qui sera la tvacc horizontale du cône, lien des développées de (EMFR' , 
I 'K'E'), et qui déterminera ce cône, sans qu’on ait besoin de traces verticales des plans 
normaux. 

7<)î. Quant aux traces horizontales ATI, NO,PQ, RS, AT, Toici comment on les ob- 


(*) En F tirai le lieu des pôles d'une cooHte sphérique est touioura un cône. 
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tiendra. Opérons d'abord sur le point (M, M'). On menera par ce point un plan tangent PI. (if. 
(CD', D'M'), au cylindre donné; puis on cherchera la trace horizontale H'C', d’un plan * '€• *■ 
tangent en (M, M') à la surface sphérique : les traces Il'C'.D'C, se couperont en un point 
O, et la droite CM, menée par ce point, sera la projection horizontale de la tangente en 
(M, M') , à l’intersection (EMFH', F'K'E'). 

Pour que la ligure soit claire, opérons actuellement sur le point (L,L'). Lorsqu’on aura la 
projection horizontale VVL do la tangente en ce point, il sera très facile d’avoir la trace 
horizontale du plan normal en ce mémo point; parce qu’elle sera perpendiculaire à WL (66), 
et qu’il suOira conséquemment , pour pouvoir la construire, d’rn obtenir un point. Si donc 
on fait attention que le plan normal cherché passe par (A, A'), et si l’on mène 1a droite 
(LA, L'A') , dont la trace liorisontaleest le point R; puis, parce dernier point, la droitcKS 
perpendiculaire à WL, celte droite RS sera la trace cherchée du plan normal en (L, L'). > 

793. Si l’on donnait, au lieu du point (L, L'), un des quatre points singuliers projetés 
en E, V, F, R', lesélémensde l’intersection (EMFR', F'K'E') étant horizontaux à l’endroit 
de ces points, les plans normaux corrcspoudans seraient des plans verticaux. II est aisé de' 
voirqueces plans ont pour traces les d roites AT et AI1 , menées par le point A, parallèle- 
ment et perpendiculairement à la ligne de terre. 

794. La courbe donnée étant composée de quatre ares pareils (EV, F/V'), (VF, VF') , 
(FU'jF'V'), (R'E, 'V'E'), la hase du cône enveloppe des plans normaux sera composée de 
quatre arcs égaux à 11XTST, qui se joindront suivant des points de rebroussement , tels 
que Uct T, et qui seront situés chacun dans un des angles HAT, T AI, 1AF, FA II. Il 
résulte delà que le cène, lieu des développées de la courbe donuée, est composé de quatre 
parties pareilles sur l’une desquelles il suffira d’opérer. 

795. Cceône.vlontlccentreesten (A, A'), et dont la trace est formée de quatre arcs, 
tels quellXYST, étant représenté, il faudra construire son dévcloppemnnt , ce qui n’exi- 
gera pas d’autres procédésque ceux indiques n”* 639 et suivans. 

On déterminera donc d’abord l’intersection de ce cône avec une sphère, par exemple 
a\cc la sphère donnée. Cette intersection sera composée de quatre branches de courbe, qui 
se réuniront suivant les point» de rebroussement (G, G'), {b, b'), (cf, </’),(/", A'), et dont jjg, , 
l’une sera projetée horizontalement en baG, et verticalement en b’a'G' . On rectifiera la pro- «« 
jection liorizontale baG sur uuc droite b’G" , par le moyen de laquelle on construira faci- *’*• *- 
lente ut l’arc è'rt" G", égal eu longueur à l’arc de courbe {baG, b' a G') . 

Enfin, ayant la véritable grandeur de cet arc, il n’y aura plus qu’à la porter sur un arc fig. 1 
de cercle ft, décrit d’un point quelconque C comme centre, aveele rayon C‘/'z=A'G',et n 
le secteur indéfini eC’f" représentera tout-i-la-fois le développement de la uappe infé- F'*- 3. 
rieure du cône, et celui d’une des quatre parties pareilles qui forment cette nappe. le 
secteur opposé sera lo développement de la nappe supérieure du même cône. 

796. Imaginons que ce développement soit fait sur le plan vertical AT tangent au cône : 
il sera facile de rapporter le point (E, E') de la courbe donnée sur ce développement. En 
effet , la perpendiculaire abaissée de ce point sur l’arête (AT, A'T') est égale à gE.', et tomlie 
sur cetto arcte en un point g , éloigné de A' de la longueur A ’g ; donc le point (E, E') doit 
se trouver sur le plan du développement en uu point e, tri que l’on ait Cg — b' g, g‘ — 
{E'«tCV=A'E. 
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Si par le pointe’ on mène une droite quelconque c'H", U portion H*/i do cette droite, 
comprise entre les deux droites indéfinies H*C*, T'C*, représentera sur le développement 
de le surface conique , lieu des développées de la courbe donnée, une de ces développées , 
eu sorte qu’il ne s'agira plus que de rapporter cette droite 1 I*A sur la surface conique, 
pour avoir la développée demandée. 

797. Afin que les projections verticales de cette développée , de la courbe donnée, et de 
la surface conique lieu des développées , fassent à l’œil un effet satisfaisant, changeons 
le plan vertical de projection en un autre, oblique par rapport au premier. 

Soient donc mnop, mnop, les nouvelles projections de la courbe donnée, (A", A’) 
le nouveau centre ducône lieu des développées, et (jjnt, q'r't't ’) la nouvelle trace hori- 
zontale de la surface de ce cône. Pour obtenir sur cette surface la développée de 
[mnop, mnop'), qui est eu Il'A sur le développement du cène { (A*, A"), (yrs/, jV#V) J, 
il faudra rapporter un certain nombre de points de 1 a droite H"/i sur les clétnens de ce 
cône auxquels ils appartiennent. Ainsi le point b appartient à l’élément (A Y, A’Y’), qui 
s’est développé suivant C'Y* , et qui est projeté en (A 'y, A*y), sur les nouveaux plans de 
projection : en portant donc la longueur C’i, de (A“, A') en (1», u'),sur l’élément (A”_y, 
A'/), ou aura un point de la développée demandée (yaswsv'ss'j, y'uV b'I * Vy'), et ses 
autres points sc construiront tout aussi facilement. 

798. Il est remarquablequeoctte courbe est composée de quatre arcs égaux (çc, q'v ), 
(es, *•'«'), (ss, *'*'), (17 , t'q‘), qui se réunissent suivant des points de rebroussement. 
Cela était facile à prévoir ; car la courbe donnée étant composée de quatre arcs égaux , il 
faut nécessairement que la développée soit composée aussi de quatre parties égales : et si 
l’on se rend compte du mouvement d’un fil qui engendrerait la courbe donnée en se 
développant de dessus la ligne demandée, on concevra qu’il faut que ces quatre parties 
soient réunies eutrecllessuirant quatre points de rebroussement. C’est ce qu’on va mieux voir 
tout à l’Iieure. 

799. Le* points T, S, Y, X et II , étant ceux où les traces AT,RS,PY, etc. , touchent 
la base du cône qui est le lieu des développées , les élémens (AT, A'T'), (AS, A'S'), etc. , 
sont ceux suivant lesquels les plans normaux menés à la courbe donnée , par les points 
(EjE'), (Li L'}) (M,M'), (U, U') et (V, V') , touchent la surface de ce cône. Et les 
droites CT', CS", C'Y*, C'X', C'H*, étant celles qui représentent ces mêmes clémens sur 
le développement de cette surface , il en résulte que les points h, », b, l. H”, sont ceux 
suivant lesquels la développée demandée sera touchée par le» directions du fil générateur 
de la courbe proposée, lorsqu'il passera par les points respectifs (E, E’) , (L , IS), 
(M, M’) , etc. 

Il suit de là que les points h , i , b , l , H*, étant rapportés sur la développée obtenue, 
et les points (E , E) , (L , L’,) , (M , M’) , etc. , sur la courbe (mn/tq , m'np'q ) , les droites 
qui joindront un des premiers, et son correspondant parmi les derniers , seront des posi- 
tions du fil qui , par son extrémité, engendrerait la courbe donnée, en se déroulant de 
dessus la développée demandée. 

D’après cela , il est assex facile de reconnaître les diverses positions de ce fil. Supposons 
qu’il ait son extrémité au point n correspondant à (E, E’), il sc trouvera tangent en v, 
à la développée; lorsqu’il décrira l’arc n'O’P’Q’m', il coïncidera successivement avec les 
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lignes OV , PT', Q'/ , me , et se développera de dessus la branche i i’t'i • de la courbe 
demandée: arrivé à la position mV, qui donne le point m correspondant a (R , A ), il 
sera tout-i-la-fois langent à la branche iflk'li et à la branche s'a' , et en continuant son 
mouvement , il se ploycra sur celte dernière et décrira l’arc m'p de 1a développante. lors- 
qu’il sera eu pi, il touchera les branches «V et iq, et en se déployant de dessus cette 
dernière , il décrira l’arc p'o'\ après quoi, se ployant sur </v, il achèvera de décrire la 


pi g;. 

l 'fr « 

Ct 

I ijî. )• 


courbe donnée. 

Cet exemple montre bien clairement comment les points d’un fd ployé sur une ligne 
courbe , engendrent , lorsqu’il se déploie , des développantes do celte courbe. Comme il est 
important qu’on se famViariso avec toutes les générations difficiles des lignes et des sur- 
faces ; parce que c’est le meilleur moyen de s’accoutumer à concevoir dans l’espace les A 
opérations de la Géométrie , nous allons appliquer la recherche des développées des lignes , 
à un second exemple. 

800. Toutefois uous ferons remarquer, avant de quitter celui qui nous occupe, que si I M- 1 
l’on voulait obtenir le rayon de courbure correspondant à un point quelconque (M , M'), 

.le la courlic donnée (EMFR', E'K.'F') , il ne s’agirait que d’abaisser par le point (M , M ) 
une droite perpendiculaire à l’axe (AS, A S') des pôles de ce poiut : la partie de 
cette droite comprise entre le point (M , MJ, et l’axe (AS, AS'), serait le rayon 
cherché ("80). 

801. a* Exemple. Une hélice à base circulaire étant donnée, construire son rayon de 
courbure et l’une de scs développées. 

Concevons qu’on fasse mouvoir un plan sur l’hélice donnée de manière qu’il soit 
constamment normal à cette hélice. Il est clair que les positions consécutives de ce plan 
se couperont deux à deux suivant une suite de droites, toutes disposées de la même 
manière par rapport à l’axe de l’hélice ; donc l’arête de rebroussement de la surface 
engendrée par ce plan sera une hélice : donc cette surface sera un héliçoïde dévelop- 
pable (a 65 ). 

Si l’on construit plusieurs positions du plan normal, et que l’on mène une ligne tan- 
gente à leurs traces horixoutalcs , cette ligne (263) sera la développante du cercle sui- 
vant lequel se projetera l’arête de rebroussement; elle fera reconnaître ce cercle, et 
comme on-sait développer un héliçoïde ( 638 ) , la résolution du problème proposé n’exi- 
gera plus que des constructions aisées. 

802. Pour les simplifier le plus possible , supposons que l’hélice donnée ait ses élémens 

inclinés à 45 degrés avec le plan horizontal, ct soient ABCD. ., A'B'CD'. . ., les deux p, 
projections de cette hélice. tig. 1. 

Décrivons l’hélice ( abcd . .., X'b'c'i . . dont la projection horizontale abcd... 
coïncide avec le cercle ABCD , ct dont la projection verticale est la sinusoïde K'b'c'J . . . , 
symétrique de A'BC'D'. . ., par rapport au plan vertical O'O* ; menons par le point 
(A , A') le plan horizontal A'E' ; construisons dans ce plan la développante (arFE , A'E') 
du cercle AllCD . . . . , et concevons dans l’espace l’héliçoïde développable , dont (abcd ... , 
X'b’ctt ...) est l’arête de rebroussement, et dont la trace horizontale, sur le plan 
A'E', est nécessairement la développante (orFE, A'E) : je dis que cet héliçoïde sera le 
lieu des développées de l’hélice (ABCD. . ., A'B'C'D'. . .). 
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PI. 65. 
Fig. ■. 


Fig. i 

«I 

Fig. 3. 


Fig. i. 


Fig. >. 


En effet , considérons sur l’héliçoïdc une enveloppée quelconque, par exemple, celte 
qui correspond au point («,*') de l’arête de rebroussement : cette enveloppée sere la 
surface plane menée, normalement au cylindre vertical ABCD..., par la tangente 
(ce, ce) en (c, té), à l’hélice (abed . . . , A'b'ccf , , .), ou, ce qui revient au même, par cette 
tangente (ce, ce'), et par la tangente en (e, e 1 ) à la développante (a<FE, AE). Or, cette 
enveloppée est évidemment normale à l’hélice (ABCD. . ., A'B'C'D'...), en un point fC, O), 
situé vis-à-vis (c, c’) : donc le plan mobile qui produit l'héliçoïdc en question est suc- 
cessivement normal à l’hélice donnée suivant tous ses points ; donc, etc. 

803. Nous pouvons déjà trouver le rayon de courbure do cette hélice-, car deux plans 
normaux consécutifs , qui la coupent suivant les points de l’élément infiniment petit qui 
passe en (A, A'), ont pour intersection la tangente en (a, a) à l'hélice (abed . . ,,h'b’c'et . . 
or , la perpendiculaire abaissée du point (A , A') sur cette intersection , c’est-à-dire le 
rayon de courbure demandé (780) , est la droite horizontale ( Aa , A') ; donc ce rayon est 
ha. Ce qui montre qu’une hélice , inclinée à 45 degrés, a son rayon de courbure égal au 
double du rayon du cercle auquel elle correspond (*). 

804. Cherchons maintenant la développée de l’hélice donnée. Pour cela, nous nous 
rappellerons ce qui a été dit n° 638 et suivons, et par les constructions indiquées sur l’épure, 
nous obtiendrons , fig. a , le développement de l’hétiçoïde. Le cercle aSyï. . . sera la 
transformée de l’hélice (abed . . . , K'b'c'd.d) ; les points a,C,y, t . . . seront les mêmes 
que (a, A'), (b, V) , (c , c'), (d,ct), et les tangentes au cercle aCyt-, . . , correspondantes 
à ces points, seront les élémens respectifs du lieu des développées de l’hélice donnée. 

Et si l’on fait attention que les enveloppées de l’héliçoîde, correspondantes aux points 
(a, A'), (b, b'), (c, d), etc., coupent la courbe donnée en des points (A, A'), ( B, B"), (C, C'), etc. , 

qui sont les extrémités des rayons de courbure de l’hélice (abed h'b'c'd . . . .), 

on verra que tous les points de l’hélice donnée se trouvent en C sur le développement 
obtenu (*“). 

805. Cela posé, menons par le point C* une droite indéfinie KL; cette droite sera la 
transformée d’une développée de l’hélice donnée, et nous pourrons, avant de construire 
les projections de cette développée, connaître scs propriétés principales. 

Nous remarquerons d’abord que l'hélicc (abed . . . , k'b'c'd . . .), ayant une longueur 
indéfinie, elle forme nécessairement sur le cerclé «£>/. . . une infinitéde circonvolutions; 
que les deux nappes de l’héliçoide répondentà chaque circonvolution, et que le dévelop- 
pement obtenu ne pénétre pas dans le cercle aCyt'. . . D’où il est aisé de conclure , ï*. que 
la développée KL est composée d’un nombre infini de oouptes de brandies projetées en 
«L, et pareillement d’nne infinité d’autres conples de branches projetées en IK ; a*, que 

les deux points « et I, qui répondent à une même circonvolution de *ûy/' , réunissent, 

savoir: le premier a, une branche de la nappe supérieure et une branche oorrespon- 


O En general , l'hélicc donnée et réélire are le de rebroussement du lien des développées sont sur deux 
cylindre* different, cl le rayon de courbure demandé est U somme de* rayon* de courbure de ce* cylindre*. 

(*’) Ce résultat n'csi pas particulier h l'exemple que notu traitons ; tou* le* points semant lesquels uue 
courbe donnée est coupée par se* plan* normaux forment an seul cl même point sur le déeeloppcmeut <le 
Pcrml ppc de ces plan*. 
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danto de la nappe inférieure , et le second I , pareillement une branche de la nappe 
supérieure et une branche de la nappe inférieure; 3°. enfin, que ces points de réunion • 
et I , rapportés sur {abcd. . . , k'b'c'd seront des points de rebroussement 

Remarquons maintenant que chaque élément y h , de la nappe supérieure de l’héliçoidc, 
donnera an point A de la développée. Or, à mesure que l’arc *y s’approchera d’un quadrant, 
le point A s’éloignera du point a , et quand le point y sera au point n , tel que nCyi'n — 90°, 
l’élément yh coïncidera avec la droite MK, parallèle à Kl. : d’où il suit que le point A sera 
à une distance infinie du point « sur la droite CI.. L’clément yh' , correspondant au même 
point y, et situé sur la nappe inférieure de l’héliçoïde, n’aura pas de points sur la dévelop- 
pée; mais lorsque le point y sera en n, l’élément y h' rencontrera 1K à l'infini vers M, et 
donnera un point de cetto développée. Ensuite , à mesure que le point y s’approchera du 
point I , ce point de la développée s’approchera aussi du même point I. 

D’après ce que l’on vient de voir, on doit sc faire une idée claire de la forme des diverses 
branches de cette développée, dont chacune s’étend évidemment à l’infini. 

806. Rapportons cette même développée dans l’espace. Pour cela, il faudra ployer l'arc 
circulaire dlyi'. . . sur l’hélice ( abcd . . ., k'b’c'd . . .); chaque point y de cet arc viendra 
sc placer sur un point (c, ç) de l’hélice, et si l’on porte la longueur y h de (c, c) en (s, >'). 
sur la tangente(e«, et'), le point (s,«') sera un point de la développée. En construisant 
donc un nombre suffisant de points, tels que (s , 1 ) , on obtiendra cette développée. 

La branchequ’il sera naturel de construira la première est la branche {fut, A i '/•'), qui 
correspond à l’arc {abc. . ., k'b'd . . .) de l'hélice (abcd . . ., k'b'c'd . . .). 11 sera convena- 
ble de construire ensuite la branche {auy, k'ÿ), qui correspond à l’arc {af g. . ., X f g ) ; 
parce que ces deux branches sc réunissant au même point (n, A') do rebroussement don- 
neront l’idée d’une des couples de branches dont la développée sc compose. 

Connaissant la courbe {ywatt,y k't'b'), on coutinucra de ployer l’arc nZyl. .. sur l’hé- 
lice {abcd „. , k'b'c'd...), tant au-dessus qu’au-dessous du point (a, A'), et il est clair que 
tous les points de cette hélice, sur lesquels viendront se placer les points I et a ,correspon- 
dansà une moitié, deux moitiés, trois moitiés, etc. . de la circonférence aiyc. . . , seront 
des points de rebroussement , tels que (<«, A'), d’une des couples de branches de courbes 
telles que {yuath , jé A VA'), qui forment la développée (», i) sera l’un do cet points, et 
les branches de développées {iui, i'u' 1 ) , (itv, üd ), seront celles qui lui correspondront 

Entre deux points de rebroussement successifs (a, A'), {i , »'), qui comprennent un 
arc {ani , A VY) , égal au demi-cercle tud , le poiut milieu (n', n*) correspondra au point n 
de nul; et la tangente {n'p, n'p) donnera les points extrêmes des deux branches (osé, 
dit 1 ), {itv, ï i v) , c’est-à-dire ceux qui seront à l’infini. 

807. Pour décrire exactement une branche {ast , A VA') de la développée, il sera bon 
de savoir construire ses tangentes, et ce qui suit va nous en donner le moyen. Imaginons 
que cette branche coïncide avec nn fil (AsaA, é's'A'j, dont l’extrémité (A, A') aboutisse 
à l’hélice donnée : il est clair que la partie droite (a A, A'), de ce fil, sera tangente en (a, A') 
à la développée {ast, AYi'). Concevons que la partie.(Aa , A ) , de ce même fil, s’éloigne 
du point (A, A') pour décrire, par la propriété des développées, l’hélice (ABCD.. . , 
A'B'C'D'. . .) : on sait qu’il sera tangent dans toutes ses positions à la brandie do courbe 
(osé, A VA'); ainsi, lorsque le point décrivant sera en (C,C'), la partie rectifiée du fil 

39.. 
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PI. 05 . touchera cette branche de courbe en {*, *'). D'après cela , il est extrêmement facile d’ob- 
t'P- i. tenir les tangentes delà développée demandée; car il est évident qu'étant donné le point 
«le contact (s, *'), il ne s’agit que de mener l’élément correspondant («e, te) de l’béli- 
rmik'j et le point (C, C) , situé sur l’hélice donnée, à la même hauteur que (c, c'), est celui 
par lequel passe la tangente (Cs , CV) , an point (s, «') de la déreloppée. 

808. Supposons que le point décriront (C , €') , du fil , soit armé ait point (Q, Q?), situé 
à la même haotcur que (n, n')j il résulte de ce qu’on trient devoir que le point de con- 
1 act (* , s') sera situé à la rencontre de la courbe (ask , A VA') et de la tangente (n'p, n"p') : 
or , ou sait que cette rencontre a lieu à l’infini ; donc la direction du fil générateur sera la 
I igné (QR , Q'R') , parallèle à (nj> , np) : et cette ligne devant toucher la branche (osé , 
A Vé') à l'infini , clic sera l’asymptojc de celte branche. 

Mais le point (Q, Q') est placé de la même manière par rapport aux deux branches 
(a*k, AVA'), (itv, i't'v') , la première, située sur la nappe supérieure de l’béliçmde, et la 
seconde suc sa nappe inférieure; donc la droite (QR >Q'R') sera tout-à-la-fois l’asymptote 
de ces deux branches, a# , .«HA* 

Quant aux asymptotes (yr, y'r), (et, sV), des branches (ay, A y), {iitl, iu'l), leur 
construction ne présentera aneuue difficulté. 

80g. Or, la développée demandée est actuellement bien connue , et Von voit, t“. qu’elle 
se compose de couples de branches , telles que {put, K'st'), (ay, A 'y'), qui répondent à 
un même point (a, A') de l’aréte de rebroussement; a", que la réunion des deux branches 
qui forment chaque couple s’opère par un point de rebroussement; 3 °. que chaque cou- 
ple a l'une de scs branches sur la nappe supérieure de l’héliçoïde , et l’autre branche sur 
la nappe inférieure; 4”- que deux couples consécutives sont rattachées l’une à l’autre, ou ce 
qu’on a p pelle conjuguées, [1.1 r une asymptote commune jS”. enfin, que les deux branches de 
court» 1 , auxquelles appartient une même asymptote, sont sur des nappes diiTérentes de 
l’héliçoïde. Voyons maintenant comment on pourra produire l’hélice (ABCD..., A'B'C'D'...), 
au moyen de sa développée. 

810. Le fil (Aasi, A Vf'), en se déroulant de dessus la branche (asl, A VA’) , va décrire 
la partie (ABCDQ, À'R'C'D'Q’) de l’hélice donnée. Lorsqu’il coïncidera avec l’asym- 
ptote (QU , Q'R') , il sera entièrement développé de desans celle branche, et le point dé- 
crivant , situé alors en (Q,Q ) , pourra être considéré comme l’extrémité du fil (RQ, UQ') , 
<>u comme l’extréfuité d’un nouveau fil (SQ , S'Q) : en sorte que ce point (Q, Q') poursui- 
vra sa marche sans aucune solution de continuité, ai ce dernier fil s’enroule sur la branche 
ivti, v f « ). Alors il décrira la partie (Qfub. . , , Q f"ab “ . . .) de l’hélice donnée; il sera 
' bientôt tangent en (i, «') aux deux branches («n, oY i'), (iul, i'«Y); et l’extrémité d’un 
nouveau fil, ployé sur (iul, 1 u'I), continuerait, en le déployant, la génération de la 
courbe donnée. » 1 ,u._. , 

D’après cela, pour décrire l’hélice (ABCS). . A'B'C'D'. . .) au moyen dé sa dévelop- 
pée, supposée physiquement établie dans l’espace, il faut, 1*. «pie toutes les branches 
(ntt, A.' xi ') , (sa/, ïuf), etc., alternativement supérieures et inférieures de la couple A 
laquelle elles appartiennent , soient garnies d’un fil ployé sur elles et prolongé jusqu’à l'hé- 
lice donnée : c’est-à-dire jus«ju’en (A, A') ,pour la branche (nsi , A Vé'); a 0 , que les par- 
ties d’asymptotes (QS.Q'S), qui correspondent aux autres branches, alternativement 
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inférieures et supérieures, coïncident arec d’autres fds, aboutissant sur l'hélice donnée eu PI. 65. 
des points tels que (Q, Q"). Cela posé , un Cl (A ask, A 's'k') se déroulera et engendrera un * 'K- '• 
arc d'hélioe ; il Tiendra coïncider avec une partie d'asymptote (QR, QTvy, non garnie de 
Cl, et s’arrêtera; lefd qui garnira l’autre partie (QS, Q'S') s’enveloppera sur la branche 
(vit, v tï), conjuguée à (ntk , AVè') , pour décrire un nouvel arc, et lors<iue son ex- 
trémité viendra coïncider avec l’extrémité du CI enroulé sur la branche suivante, ce der- 
nier lil se mouvra en sa place; et ainsi de suite ('). 

Si i. Avant de quitter la question qui vient de nous occuper , nous ferons remarquer que 
toutes les couples de branches de la développée demandée étant parfaitement pareilles, il 
suffira , pour pouvoir les obtenir toutes, de construire l’une(yosé,y' K't'i ) , et les points 
de rebroussement (f, î) des autres. Car un cylindre vertical quelconque ayant pour axe 
(O, O'O"), devra couper chaque couple en deux points «f et tv, t et u, disposés de la même 
manière par rapport à (s, t) et (a , A') , ce qui donnera le moyen de déduire les derniers , 

(t, i) et (», a'), des premiers w et w . . . 

Nous ne nous occuperons pas de l’exécution de l’épure; on se rendra aisément compte, 
à la seule inspection , des motifs qui ont déterminé la mise au trait de chaque ligne. 

%v avsvwsvMaawtv %v w w <w*v***vw nw«v«vmv 

CHAPITRE IY. 

Des rayons de courbure et des lignes de courbure des surfaces 

courbes. 

V • - •‘lêt O . - ..A 

8 1 a. Concevons dans l'espace une surface convexe quelconque; consi- pi. 6». 
dérons sur cette surface un point A ; imaginons par ce point une droite Fi * 5 ' 
AR normale à la surface , et pour fixer les idées , supposons que cette 
surfaè'c soit placée dans l'espace de manière que la normale AR soit 
verticale. 

Si l'on prend sur cette normale un point C, la sphère qui aura ce point 
pour centre, et qui passera par le point A , sera tangente à la surface donnée ; 
c’est-à-dire que ces deux surfaces auront une facette commune entre 
elles (i 45). Or, il pourra y avoir des valeurs du rayon de cette sphère, 
pour lesquelles la facette commune soit plus ou moins étendue. Si la sur- 
face donnée était sphérique, par exemple, il est clair que la sphère variable 


(•) La développée d’one lintuoidc prêtent* de* revalut* analogue* i ceux que non» venont d'indiquer. 
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aurait avec elle une petite surface d’attouchement, d’autant plus considé- 
rable que les rayons des deux sphères approcheraient plus de se con- 
fondre. 

8 «3. Pour parvenir à connaître les surfaces sphériques qui ont en A, 
avec la surface donnée, la conformité de courbure la plus grande, ne nous 
occupons que de la calotte infiniment petite MwtNit qui environne le point 
A, et imaginons par la normale AA une infinité de plans. Ces plans cou- 
peront la calotte MffiNn suivant des arcs infiniment petits, tels que MAN ; 
tous ces arcs auront leurs rayons de courbure sur la normale AR, et ces 
rayons, en général de grandeurs différentes , seront compris entre deux 
d’entre eux, l’un AR plus grand que tous les autres, et correspondant à 
un petit arc MAN ; l’autre A r plus petit que tous les autres, et correspon- 
dant h un petit arc mAn. 

Concevons que le rayon de la sphère variable prenne tontes les valeurs 
possibles, depuis zéro jusqu’à l’infini, ou, ce qui revient au même, conce- 
vons que le centre C, de cette sphère , se meuve sur la droite indéfinie AR , 
à partir du point A. On voit que jusqu'à ce que le point C soit parvenu 
en r, à l’extrémité du rayon A r de l’arc mAn de plus grande courbure, le 
contact de la sphère et de la surface donnée sera de pies en plus intime, 
et qu’aussitèt que ce même point C aura dépassé l’extrémité R du rayon 
AA, de l’arc MAN de moindre courbure, le contact sera de moins eu moins 
intime. t 

Quant aux sphères dont les rayons seront compris entre A r et AR, il est 
facile de prouver qu’elles auront, avec la surface donnée , un attouchement 
moins considérable que celui des sphères A r et AR. Soit vAl un petit arc 
dune des sections faites par les pians menés par AA : cet arc et son cercle 
oscillateur se confondront de v en t , et le rayon de ee cercle sera une 
droite AC , moindre q»e AR et plus grande que A r. Cela posé, imaginons 
que ce cercle tourne autour de AR; il va engendrer une sphère dont le cen- 
tre sera on C, et le rayon AC étant compris entre AR et A r, l’arc générateur 
cA passera nécessairement dans son mouvement, au-dessous de AM et 
au-dessus de Am ; d’où il faut conclure que l’arc i*A, commun à la sphère 
engendrée et à la surface dormée , est m» stuc d'intersection. 

En effet, prenons sur cet arc un point quelconque x, et imaginons que 
sans s’éloigner ni se rapprocher dis 4a normale eu A , il se meuve, premiè- 
rement sur la sphère; secondement sur la calotte donnée. Dans le premier 
mouvement, il va décrire un cercle horizontal BxD, qui sexaJadsase d’un 
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cylindre vertical G111K, contenant la courbe ExF, décrite dans le second n.a*. 
mouvement , et cette courbe aura sa partie xF au-dessous de BxD , et sa 1 K '' 
partie xE au-dessus. Or, si l'arc t’xA était un arc de contact, les deux 
lignes RrD, ExF, seraient tangentes entre elles, ainsi , cette dernière aurait 
en x un point d’inflexion où la tangente serait l’horizontale Tx , tangente 
au cercle BxD ; et le plan tangent à la calotte donnée passerait par l’ho- 
rizontale Txet par la ligne ux, tangente en x à t'xA, laquelle perce au 
même point x le cylindre GH1K. Supposons que la partie de ce cylindre 
représentée sur la figure soit infiniment étroite dans le sens GH ; son inter- 
section avec le plan tangent mené par Tx et ux sera l’élément de contact 
des lignes Tx et BxD; donc, si l’arc wrA était un arc de contact , ce plau 
laisserait, sur la courbe ExF, des points de la surface donnée au-dessus de 
lui, et d’autres au-dessous, ce qui n’est point admissible, puisque celte 
surface est une surface convexe ; donc , etc. 

11 en est de l’arc ht comme de l’arc vxh , et il en .est tout autrement des Fis. 5 
arcs MAN , mhn ; car ces derniers sont évidemment des arcs de contact des 
sphères respectives AJl et Ar avec la calotte M/nNn. 

814 . Il est clair, d’après cela, que les sphères qui ont pour rayons de 

courbure les rayons AR , Ar, des arcs MAN, mhn , de moindre et de plus 
grande courbure de la surface donnée , sont celles qui la touchent le plus 
intimement. Et comme ces sphères sont aux surfaces, ce que les cercles 
osculateurs sont aux courbes ( 97 ), on les nomme des sphères oscula- 
trices (*). , 

815. Si la surface donnée, au lieu d’être convexe en A, comme nous 
l’avons supposé, était non convexe, ou conformée comme la gorge d’une 
poulie, l’un des arcs analogues h MAN, mhn, ne serait plus, à proprement 
parler, celui de moindre courbure. 

Pour prouver cette vérité, remarquons d’abord que ce qui caractérise 
ces arcs MAN , mhn, dans une surface convexe, c’est qu’ils ont des cour- 


(*) De même que le cercle oscillateur te trouve, d’un côté de la développante , au dehors 
de cette développante, et de l’autre côté, au dedans, de mime aussi la sphère osculat rire, 
qu’on peut considérer comme engendrée par le cercle oscillateur en mouvement autour de 
la normale , touche la surface donnée extérieurement d’un eûté du point A , et intérieu- 
rement de l’autre côté. 11 suit de Ih que les sphères osculat ri ces touchent la calotte MsiSn 
suivant les arcs respectifs MAN, mkn, et qn’ils la coupent suivant d’autres courhes qui pas- 
sent par le point A. * 
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pi. gi. bures entre lesquelles sont comprises celles des autres sections : car c’est 
5 de là que résulte leur propriété d’être des arcs d’attouchement entre la sur- 
face donnée et les sphères osculalrices. 

Fig. Remarquons ensuite que les arcs qui jouissent de la même propriété 
sur une surface non convexe en A, et qui en conséquence sont analogues 
à MAN et /zi An de la figure 5 , présentent nécessairement des courbures 
situées en sens contraires, et dont les rayons AR , A r , sont placés par rap- 
port à la surface donnée , l'un d’un côté de cette surface , et l’autre du côté 
opposé. 

Or, l’un de ces arcs, comme nous venons de le dire, n’est plus celui de 
moindre courbure; en effet, si l’on imagine que le plan normal tourne 
autour de AC , il est clair qu’à mesure qu’il s'éloignera de la position mhn 
ou MAN, la courbure de cet arc diminuera jusqu’à ce qu’elle change de 
côté ; et comme il faudra qu’elle passe par zéro , pour que ce changement 
s’opère , il s’ensuit qu’il y a entre m\ et MA , d’une part , ttiA et NA , d’autre 
part , deux sections normales de courbure nulle, et dont les rayons de 
courbure sont conséquemment infinis (98). 

Toutefois les courbures nullcs ne . seront pas des limites des autres 
courbures , car les rayons de ces courbures nullcs étant tout aussi bien 
situés d’uu eôté de la surface que de l’autre, elles seront le passage des 
courbures situées d'un côté de cette surface à celles situées de l’autre côté. 

D’après cela, en sous-entendant que les arcs MAN, m.\n, sont des 
arcs dont les courbures limitent les autres courbures des sections normales, 
MAN étant celui qui a la moindre courbure dans un sens, et m\n celui 
qui a la moindre courbure dans l’autre sens, de plus , MAN ayant un rayon 
plus grand que celui de mAri , nous continuerons d’appeler MAN l’arc de 
moindre courbure , et m\n celui de plus grande courbure. 

Cela posé, il arrivera, comme dans le cas d’une surface convexe, que 
le cercle osculateur d’une section normale quelconque vxA , passera , en 
tournant sur AC, au-dessus de l’un des arcs MA, raA, et au-dessous de 
l'autre. Et pour que l’arc «r A fut un arc de contact , il faudrait aussi , 
comme dans le cas précédent, que la tangêhte au cercle horizontal décrit 
par un point quelconque x de wcA, touchât l’intersection de la surface 
donnée et d’un cylindre droit vertical ayant ce cercle pour base : or, cette 
section cylindrique auraitdéjà une tangente horizontale sur A m, une autre sur 
AM, et pour quelle en eût encore une, entre AM et \n, il faudrait qu elle 
eût entre les sections de moindre et de plus grande courbure trois points 
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«t inflexion , ce qui évidemment ne pent avoir lieu pour un point quel- . 
conque A d’une surface. 

816. Nous poserons donc en principe, qu’une surface quelconque a 

pour chacun de ses points deux sphères osculatrices , dont les rayons 
respectifs sont les rayons de courbure AR , A r , des sections normales ru 6». 
MAN , mAn , de moindre et de plus grande courbure. Fi f t 5 

817. L’arc mAn étant un arc de contact de la surface donnée , quelle Fi* 7. 
qu’elle soit , et de la sphère osculatrice A r, la normale en m à l’une de 

ces surfaces est aussi normale à l’autre : .et comme les normales d’une 
sphère passent toutes par son centre , il en résulte que la normale en m 
à la surface donnée est la droite mr , menée par le point m et par le 
centre r de la plus grande courburei On peut démontrer de même que 
la normale en M est la droite MR , qui passe par le point M et par le 
centre R de la plus petite courbure. Donc les arcs MAN, mAn, de 
moindre et de plus grande courbure , sont tek que ai l’on s'écarte infi- 
niment peu du point A , en suivant leurs directions , les normales MR , 
mr, des points auxquek on parviendra, rencontreront la normale AC du 
point de départ. 

818. Si l’on s’écarte du point A suivant toute autre direction différente 
de MAN et mAn, la normale à la surface donnée au point quelconque x, 
auquel on arrivera, ne rencontrera pas AC. En effet, menons par le 
point x et par la normale AC un plan ; il coupera la calotte MmNn 
suivant une petite ligne wcA t, qui sera Y intersection (81 3 et 81 5 ) de la 
surface donnée et de la sphère qui a pour rayon le rayon de courbure 
AC de vxAt : d’où nous conclurons d’abord que les normales en x, à la 
surface donnée et h la sphère AC , sont des droites différentes. Par le 
point x, concevons un plan normal à la courbe vxAt ; il contiendra toul- 
à-la-fois ces deux normales. Mais celle de la sphère sera la droite qui 
joindra le point a; et le point où le plan normal sera percé par AR, 
c’est-à-dire le point C : or , ce plan normal ne contiendra aucune autre 
droite, menée par le point x, qui puisse rencontrer AR ; donc la normale 
en x à la surface donnée ne peut rencontrer AR. 

819. D’après cela, les arcs mAn, MAN, de plus grande et de moindre 
courbure , ont pour propriété caractéristique , que les normales à la ca- 
lotte MmNn, en des points de ces arcs infiniment peu éloignés du point 
A , rencontrent la normale AR. 11 est facile de déduire de là que ces 
arcs se coupent à angle droit. 

40 
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h- <>»• 820. Supposons d’abord que la surface donnée soit une surface cylin- 

Fi ®' *' drique quelconque, et soit ABCDFE une portion de cette surface et L un 
de ses points. De toutes les sections qu’un plan mené par la normale LP 
peut faire sur ce cylindre, celle dont le rayon de courbure en L est le plus 
grand est nécessairement , 1 ’élément BLF ; car le rayon de courbure de 
cet élément est celui d’une ligne droite. Cela posé, menons par la nor- 
male LP un plan JLK, perpendiculaire au plan mené par LP et BLF; ce 
plan coupera la surface cylindrique donnée suivant une courbe JLK : or, 
il est clair que cette courbe s’éloignera plus rapidement du plan tangent 
en L , que toute autre située sur le cylindre ; donc elle est de toutes les 
sections faites par des plans menés par LP , celle dont le rayon de cour- 
bure en L est un mutimunu 

On voit donc que sur un cylindre, les arcs LM, LN, de plus grande 
et de moindre courbure , sont rectangulaires entre eux. Il est d'ailleurs 
bien clair qu’en s’éloignant infiniment peu du point L , suivant ces arcs , 
les normales MQ, NP, des points M et N auxquels on arrive, rencontrent 
la normale LP : car les droites LP , MQ , normales suivant les points d’un 
même élément BLF , sont parallèles et se coupent à l’infini ; et les droites 
LP, NP, normales suivant la section JLK d’un plan perpendiculaire aux 
élémens du cylindre , sont dans ce plan et conséquemment se ren- 
contrent. 

Il est pareillement fort aisé de voir que si l’on s’éloigne du point L 
suivant une direction LO, différente de LM et LN , la normale au point 
0 , infiniment rapproché du point L, ne coupera pas LP. En effet, me- 
nons par le point 0 , le plan jOk perpendiculaire à BLF ; ce plan contien- 
dra la normale OR, et il sera parallèle au plan JLK qui contient LP : mais 
pour que les droites LP et OR , situées dans deux plans parallèles, pussent 
se rencontrer , fl faudrait quelles fussent elles-mêmes parallèles ; or , le 
cylindre n’a, près du point L, de normales parallèles à LP que suivant 
les points de i'élémont BLF , et le point 0 , par hypothèse, n’est pas sur 
cet élément : doue, etc. 

821. Ceci étant bien entendu, démontrons généralement la propriété 
qui nous occupe. 

PL 6Î. Soit A un point d’une surface quelconque , et MAN l’arc infiniment 
•V '• petit de plus grande ou de moindre courbure, de moindre courbure par 
exemple, correspondant à ce point. Concevons , premièrement, par la nor- 
male AR, et parla tangente en A, à l’arc MAN, un plan; ce plan coupera 
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la sphère osculatrice AR suivant un cercle auquel appartiendra l’arc in- Pi in- 
finiment petit MAN. Secondement, concevons par le point A, un plan F ' 8 ' 
tangent à la surface donnée , et menons par ce point, et dans ce plan tan- 
gent, une droite AB, à angle droit sur MAN; puis menons une suite de 
plans parallèles au plan de la droite AB et de la normale AR. Ces plans 
couperont la petite zone commune à la surface osculatrice AR, et à la sur- 
face donnée, suivant les arcs infiniment petits M'Mm, A' A a, N'Nn, etc., 
communs à cette surface et à la sphère. Or, les tangentes MC , AB, ND, etc. , 
menées par tous les points de l’arc MAN, aux arcs M'Mwi, A'Art, N'Nn, etc., 
considérés comme appartenant à la sphère , formeront une petite portion 
MANDBC de cylindre, dont les lignes de moindre et de plus grande cour- 
bure en L seront AB et MAN (8ao). Si donc on prend sur ces lignes 
deux points P et M , infiniment rapprochés du point A, les normales MR 
et PS du cylindre, correspondantes à ces points, rencontreront AR. 

Cela posé, imaginons que le point A se meuve sur la surface donnée, dans 
le sens de la tangente AB, c’est-à-dire perpendiculairement à MAN, d’une 
quantité infiniment petite A a; et concevons que les choses qui existaient 
en A , glissent en a, en se modifiant graduellement selon la nature de cette 
surface. La courbe de contact MAN du cylindre- et de la surface donnée 
prendra une position man , infiniment peu différente, de forme et de si- 
tuation, de la courbe MAN ; .la portion de cylindre MANDBC variera 
aussi infiniment peu , et puisque l’arc A a est infiniment petit , la droite AR, 
normale tout-à-la-fois à la surface -courbe et au cylindre, ne quittera pas le 
plan BAR : donc la position ar, à laquelle elle s’arrêtera, rencontrera la nor- 
male AR. Donc l’arc infiniment petit A a, perpendiculaire à MAN, sera l’arc 
de plus grande courbure de la surface donnée ; donc enfin les arcs infini- 
ment petits MAN, A'A a, de moindre et de plus grande courbure, se cou- 
pent à angle droit. 

8aa. Supposons maintenant qu’il s’agisse de mesurer la courbure d’une 
surface en un de ses points. 11 faudra d’abord convenir du sens rigoureux 
qu’il convient d’attacher à l’expression de courbure d’une surface : or, quelle 
que soit la convention qu’on adopte, une surface -sphérique présentera 
dans tous ses points la même courbure, et cette courbure diminuera à me- 
sure que le rayon de la sphère augmentera. Posons donc en principe , que 
les courbures des sphères sont en raison inverse de leurs rayons : nous pour- 
rons alors nous entendre sur les différens degrés de courbure des surfaces 
sphériques. 

4o.. 
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Bien plus, le sens du mot courbure étant rigoureusement fixé pour les 
sphères , il se trouvera fixé aussi pour toutes les surfaces possibles ; car il 
résulte de ce qui précède , que si l’on considère une surface quelconque 
comme composée d’une infinité de facettes infiniment petites, les sphères 
osculatrices en un point de cette surface passeront chacune par deux facettes 
consécutives ; seront les seules qui jouissent de cette propriété , et présen- 
. teront les mêmes courbures que présente la surface dans le sens des facettes 
communes. D'où il suit que les courbures dune surface sont en raison in- 
verse des rayons des sphères osculatrices. 

8a3. Il suit de là qu’en général une surface quelconque n’a, dans cha- 
cun de ses points , que deux courbures ) que chacune de ces courbures a 
son centre particulier, son rayon particulier , et que les deux arcs sur les- 
quels se prennent ces deux courbures , sont à angles droits sur la surface. 

Les cas particuliers pour lesquels , comme dans la sphère et dans les 
sommets de surfaces de révolution, deux normales consécutives se rencon- 
trent, ne sont pas une exception à cette proposition :*ces cas sont des cas 
singuliers dans lesquels les deux courbures sont égales entre elles, en sorte 
que les directions suivant lesquelles on doit les mesurer se trouvent indif- 
férentes. 

Pi. ss. 8a4- Passons à quelques conséquences qui suivent des deux courbures 
F *g- *• d’une surface courbe , et qu’il est important de faire connaître aux artistes. 

« Soit LPP''L'’ une portion de surface courbe quelconque , sur laquelle 
nous considérions un point L choisi arbitrairement, et soit conçue la nor- 
male à la surface en L. Nous venons de voir que l’on peut passer, suivant 
deux directions différentes , du point L à un autre M ou L', pour lequel 
la nouvelle normale rencontre la première, et que ces deux directions sont 
à angle droit sur la surface. Soient donc LM et LL' ces deux directions 
rectangulaires en L. Du point M, on pourra de même passer dans deux 
directions différentes à un autre point N ou M', pour lequel la normale 
rencontre la normale en M ; et soient MN et MM' ces deux directions, 
rectangulaires en M. En opérant de même pour le point N, on trouvera 
les deux directions NO et NN' rectangulaires en N ; pour le point 0, l’on 
trouvera les deux directions OP, 00', et ainsi de suite. La série des points 
L, M, N, 0, P, etc., pour lesquels deux normales consécutives sont 
toujours dans un plan , formera sur la surface courbe une ligne courbe , 
qui indiquera perpétuellement le sens d’une des deux courbures de la sur- 
face , et cette courbe sera une ligne de première courbure , qui passera par 
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le point L. Si l’on opère pour le point L', comme on l’a fait pour le point L, 
on pourra d’abord passer , suivant deux directions rectangulaires, à un 
nouveau point M' ou L", pour lequel la nouvelle normale rencontre la 
normale en L', et l’on trouvera de même une nouvelle série de points 
L', M', N', 0', P', etc*., qui formeront sur la surface courbe une 
autre ligne de première courbure , qui passera par le point L'. En 
opérant de même pour la suite des points L", L'", L'"'. . . trouvés comme 
L', L", on aura de nouvelles lignes de première courbure L”M"N"0"P"..., 
L"’M'”N"'0"T"' . . . , etc., qui passeront par les points respectifs 
L L m , L"", etc. , et qui diviseront la surface courbe en zones. Mais la 
suite des points L, L', L", L'"... , pour lesquels deux normales consécutives 
sont encore dans un plan , formera sur la surface courbe une autre courbe 
qui indiquera perpétuellement le sens de l’autre courbure de la surface , et 
cette courbe sera la ligne de seconde courbure ; M, M ! , M", M'", etc. , for- 
meront une autre ligne de seconde courbure, qui passera par le point M; 
la série des points N, N', N", N'"..., formera une nouvelle ligne de 
seconde courbure qui passera par le point N , et ainsi de suite, et toutes 
les lignes de seconde courbure diviseront la surface courbe en d’autres 
zones. 

8a5. m Enfin , toutes les lignes de première courbure couperont à angles 
droits toutes les lignes de seconde courbure , et ces deux systèmes de lignes 
courbes diviseront la surface en élémens rectangulaires; et cet effet aura 
lieu, non-seulement si ces lignes sont infiniment proches, comme nous 
l’avons supposé , mais même quand celles d’un même système seraient à 
des distances finies les unes des autres. Avant que d’aller plus loin, nous 
allons en apporter un exemple, avec lequel on est déjà familiarisé. 

8a6. » Si l’on coupe une surface quelconque de révolution par une 
suite de plans menés par Taxe, on aura une suite de sections qui seront 
les lignes d’une des courbures de la surface; car pour qu’une courbe soit 
ligne de courbure d’une surface, il faut qu’en chacun de ses points, l’élé- 
ment de surface cylindrique qui toucherait la surface dans l’élément de 
la courbe , ait sa droite génératrice perpendiculaire à la courbe ; or, cette 
condition a évidemment lieu ici, non-seulement en chaque point de la 
courbe pour un élément de surface cylindrique particulière, ce qui serait 
suffisant, mais même par rapport à toute la courbe pour une même sur- 
face cylindrique. De plus, si l’on coupe la même surface de révolution 
par une suite de plans perpendiculaires à l’axe, on aura une seconde 
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suite de sections, qui seront toutes circulaires, et qui seront les lignes 
de l’autre courbure ; car si par un point quelconque d’une de ces sections, 
on conçoit la tangente au méridien de la surface, et si l’on suppose que 
cette tangente sc meuve parallèlement à elle-même pour engendrer l 'élé- 
ment d’une surface cylindrique, tangent à la surface de révolution , l’élé- 
ment de la surface cylindrique touchera cette surface dans l’arc de cercle , et 
cet arc sera perpendiculaire à la droite génératrice. Ainsi , pour une surface 
quelconque de révolution, les lignes de courbure sont, pour une espèce de 
courbure , les méridiens de la surface , et pour l'autre courbure, les paral- 
lèles ; et il est évident que ces deux suites de courbes se coupent toutes à 
angles droits sur la surface. 

pl 6J. 827. » Si par tous les points d’une des lignes de courbure LMNOP 

*• d’une surface courbe , on conçoit des normales à la surface, nous avons 
vu que la seconde normale rencontrera la première en un certain point, 
que la troisième rencontrera la seconde en un autre point, et ainsi de 
suite ; le système de ces normales , dont deux consécutives sont toujours 
dans un même plan , forme donc une surface développable , qui est partout 
perpendiculaire à la surface courbe, et qui la coupe suivant la ligne de 
courbure. Cette ligne de courbure étant elle-même partout perpendi- 
culaire aux normales qui composent la surface développable , est aussi 
une ligne de courbure de cette dernière surface. L’arête de rebrousse- 
ment de la surface développable, arête qui est formée par la suite des 
points de rencontre des normales consécutives , et à laquelle toutes les 
normales sont tangentes, est une des développées de la courbe LMNOP; 
elle est le lieu des centres de courbure de tons les points de cette 
courbe, et elle est aussi celui des centres d’une des courbures de la sur- 
face pour les points qui sont sur la ligne LMNOP. Si l’on fait la même 
observation pour toutes les autres lignes de courbure de la même suite , 
telles que L'M’N'O P', L"M"N"0’T", etc. , toutes les normales de la surface 
courbe pourront être regardées comme composant une suite de surfaces 
développables, toutes perpendiculaires à la surface , et le système des arêtes 
de rebroussement de toutes ces surfaces développables , formera une surface 
courbe qui sera le lieu de tous les centres d’une des courbures de la sur- 
face courbe. 

» Ce que nous venons de remarquer pour une des deux conrburesde la sur- 
face, a également lieu pour l’autre. Eu effet , si par tous les points L, L', L", 
L'", etc., d’uue des ligues de l’autre courbure, on conçoit des normales 
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» la surface , ces droites seront consécutivement deux à deux dans un même 
plan ; leur système formera une surface développable , qui sera partout 
perpendiculaire à la surface proposée, et qui la rencontrera dans la ligne de 
courbure LL'L"L'”... , qui sera elle-même une ligne de courbure de la sur- 
face développable. L’arête de rebroussement de celte dernière surface sera le 
lieu des centres de courbure de I9 ligne LL'L"L"\.., et en même temps celui 
des centres de seconde courbure de la surface courbe, pour tous les points 
de la ligne LL'L"L' B . . . Il eu sera de même pour toutes les normales menées 
par les points des autres lignes de courbure . . , ÎS’N'iN'N"'. . . , etc. 

En sorte quç toutes les normales de 1 a surface courbe pourront être re- 
gardées de nouveau comme composant une seconde suite de surfaces dé- 
veloppables, toutes perpendiculaires à la surface, et le système des arêtes 
de rebroussement de toutes ces nouvelles surfaces développables, formera 
une seconde surface courbe, qui sera le lieu des centres de la seconde cour- 
bure de la surface. 1 , ■pajif * ‘ITÏ fTi 

828. » On voit donc que toutes les normales d’une surface courbe 
peuvent être considérées comme les intersections de deux suites de sur- 
faces développables, telles que chacune des surfaces développables ren- 
contre la surface courbe perpendiculairement, et la coupe suivant une 
courbe, qui est en même temps ligne de courbure de la surface courbe et 
ligne de courbure de la surface développable, et que chacune des surfaces 
développables de la première suite, coupe toutes celles de la seconde suite 
en ligne droite et à angles droits. « 

829. Dans quelques cas particuliers, les surfaces des centres des deux courbures d'une 
même surface courbe août distinctes et peuvent être engendrées séparément. » On en a 
un exemple dans les surfaces de résolution , pour lesquelles une de ces surfaces se réduit à 
l’axe même de rotation, et pour lesquelles l’autre est une autre surface de résolution engen- 
drée par la rotation de la développée plane du méridien autour du même axe. » Mais le 
plus souvent , et dans le cas général , ces deux surfaces ne sont autre chose que les deux 
nappes d’une même surface: 

83 0. » De ce qne chaque normale est tangente en même temps aux arêtes de rebrous- 
sement des deux surfaces développables normales dont elle est l’intersection, il s’ensuit 
qu’elle est.cn même temps tangente aux deux nappes de la surface des centres de cour- 
bure ; de plus, chacune de ces nappes est l’enveloppe de toutes les surfaces dércloppables 
normales d’une même suite-, ainsi , tout plan tangent à une de ses surfaces développables, 
sera aussi tangent à la nappe que cette surface touche ; donc, si ton conçoit par la même 
normale les deux plans tangeos aux lorCaces développables dont elle est l’intersection , 
oes deux plans, qui d’ailleurs sont à angles droits, seront tangens, Pun à la première 
nappe de la surface des centres, et l’autre è la seconde. Donc la surface des centres de 
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courbure , d'une surface donnée quelconque , jouit de cette propriété remarquable, que 
les plans tangens à ses deux nappes, menés par un point de 1a surface donnée, se coupent 
à angles droits (*).» 

Il suit de là que toute surface courbe n’est pas propre à être le lieu unique des centres de 
courbure d’une autre surface , et que , pour qu’elle y soit propre, il faut, t qu’elle ait deux 
nappes; 3°. que ces nappes jouissent delà propriété que l’on vient d’énoncer. Toutes celles 
qui ne satisfont pas à ces deux conditions ne peuvent former que la surface des centres 
d’une des courbures , et le lieu des centres de l’autre courbure est alors une seconde sur- 
face , conjuguée à la première , de. telle sorte que leur système jouisse de cette propriété. 

831. Lorsqu’une surface est partout convexe, les surfaces des centres sont situées d’un 
même côté par rapport à chacun de ses poiuts. Dans le cas contraire , c’est-à-dire lors- 
que la surface n’est convexe en aucun point , comme s’il s’agit d'un hypprboloïde à une 
nappe , les surfaces des centres sont situées de côtés opposés , par rapport à chaque point 
de la surface. Mais il arrive souvent qu’une surface est convexe en de certaines parties, 
et ne l’est pas en d’antres ; alors les surfaces des centres changent de côté. Considérons , 
par exemple , une surface annulaire produite par le mouvement d’une sphère assujettie 
à tourner autour d’une droite : l’hémisphère tourné vers cette droite va décrire une 
partie qui aura ses rayons de courbure situés dans des sens contraires , et la partie que 
décrira l'hémisphère opposé sera convexe , et aura ses rayons de courbure situés d’un 
même côté de l'enveloppe (3oi). 

832. Les deux rayons de courbure étant situés dam le même sens , il peut encore ar- 
river qu’ils soient égaux ; alors les surfaces des centres se coupent , et leur intersection 
est le lieu des centres des courbures sphériques de la surface. Les tangentes à cette inter- 
section sont normales à la surface suivant une ligne remarquable, qui est celle où les 
courbures de cette surface sont égales , et que l’on désigne à cause de cela sous le nom 
de ligne des courbures sphériques. 11 est clair que celte ligne coupe toutes les lignes de 
courbure de l’une et de l’autre espèce. 

833. « Voyous actuellement quelques exemples de l’utilité dont ces généralités peuvent 
être dans certains arts. Le premier exemple sera pris dans l’Architecture. 

» Les voûtes construites en pierres de taille sont composées de pièces distinctes, aux- 
quelles on donne le nom générique de voiusoirt. Chaque voussoir a plusieurs faces qui 
exigent la plus grande attention dans l’exécution; i*. la face qui doit faire parement , et 
qui, devant être une partie de la surface visible de la voûte , doit être exécutée avec la 
plus grande précision : celte face se nomme douelie; a”, les faces par lesquelles les vous- 
soirs consécutifs s'appliquent les uns contre les autres , on les nomme généralement joints. 
Les joints exigent aussi la plus grande exactitude dans leur exécution ; car la pression se 
transmettant d’un voussoir à l’autre, perpendiculairement à la surface du joint , il est né- 
cessaire que les deux pierres se touchent par le plus grand nombre possible de points , 
afin que pour chaque point de contact , la pression soit la moindre, et que pour tous elle 


(*) Oui qui connaissent ta perspective verront per cette propriété qoe, d’un point de voe quelconque, 
situe dam Is direction de ls surface donnée et de ta surface des centres, Isv contours apparats des dena nappes 
de celte dernière surface paraissent toujours se couper i angles droits. 
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approche le plus de l’égalité. Il faut donc que dans chaque voussoir , les joints approchent 
le pins de la véritable surface dont ils doivent faire partie ; et pour que cet objet soit 
plus facile à remplir , il faut que la surface des joints soit de la nature la plus simple et 
de l'exécution la plus susceptible de précision. C’est pour cela que l’on fait ordinairement 
les joints plans; mais les surfaces de toutes les Toùtes ne comportent pas cette disposition, 
et dans quelques-unes on blesserait trop les convenances dont nous parlerons dans un mo- 
ment, si l'on ne donnait pas aux joints une surface courbe. Dans ce cas, il faut choisir 
parmi tontes les surfaces courbes quv pourraient d’ailleurs satisfaire aux autres condi- 
tions, celles dont la génération est la plus simple, et dont l’eiécution est plus susceptible 
d’exactitude. Or, de toutes les surfaces courbes, celles qu’il est plus facile d’exécuter, sont 
celles qui sont engendrées par le mouvement d’une ligne droite, et surtout les surfaces 
développables; ainsi, lorsqu’il est nécessaire que les joints des voussoirs soient des sur- 
faccscourbes , on les compose, autant qu’il est possible, de surfaces développables. 

» Une des principales conditions auxquelles la forme des joints des voussoirs doit sa- 
tisfaire, c’est d’étre partout perpendiculaires à la surface de la voûte que ces voussoirs 
composent. Car, si les deux angles qu’un même joint fait avec la surface de la voûte étaient 
sensiblement inégaux , celui de ces angles qui excéderait l’angle droit , serait capable d’une 
plus grande résistance que l’autre; et dans l’action que deux voussoirs consécutifs exercent 
l’un sur l’autre , l’angle plus petit que l’angle droit, serait exposé à éclater, ce qui, au 
moins, déformerait la voûte, et pourrait même altérer sa solidité, et diminuer la durée 
de l’édifice. Lors donc que la surface d'un joint doit être courbe , il convient de l’engen- 
drer par une droite qui soit partout perpendiculaire à la surface de la voûte; et si l’on 
veut de plus qne la surface du joint soit développable , il faut que toutes les normales 
à la surface de la voûte, et qui composent, pour ainsi dire, le joint, soient consécuti- 
vement deux à deux dans un même plan. Or , nous venons de voir que cette condition 
ne peut être remplie , à moins que toutes les normales ne passent par une même ligne 
de courbure de la surface de la voûte ; donc , si les surfaces des joints des voussoirs d’une 
voûte doivent être développables, il faut nécessairement que ccs surfaces rencontrent 
celles de la voûte dans scs ligues de courbure. 

» D’ailleurs, avec quelque précision que les voussoirs d’une voûte soient exécutés, leur 
division est toujours apparente sur la surface ; elle y trace des lignes très sensibles, et ccs 
lignes doivent être soumises à des lois générales , et satisfaire à des convenances particu- 
lières , selon la nature de la surface de la voûte. Parmi les lois générales , les unes sont 
relatives à la stabilité , les autres il la durée de l’édifice; de ce nombre est la règle qui 
prescrit que les joints d’un même voussoir soient rectangulaires entre eux , par la même 
raison qu’ils doivent être eux-mêmes perpendiculaires à la surface de la voûte. Aussi les 
lignes de division des voussoirs doivent être telles que celles qui divisent la voûte en as- 
sises, soient toutes perpendiculaires à celles qui divisent une même assise en voussoirs. 
Quant aux convenances particulières, il y en a de plusieurs sortes, et notre objet n’est 
pas ici d’en faire l’énumération; mais il y en a une principalo, c’est que les lignes de 
division des voussoirs qui , comme nous venons de le voir, sont de deux espèces, et qui 
doivent se rencontrer perpendiculairement , doivent aussi porter le caractère de la surface 
à laquelle elles appartiennent. Or, il n’existe pas d’autres lignes sur la surface courbe, qui 
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puissent remplir en même temps toutes ces conditions, que les deux suites de lignes de cour* 
bures, et elles les remplissent complètement. Ainsi, la dirision d’une voûte en vontsoira 
doit donc toujours être faite par des lignes de courbure de la surface de la voûte, et les 
joints doivent être des portions de surfaces développables formées par la suite des nor- 
males à la surface , qui , considérées consécutivement , sont deux à deux dans un même 
plan ; en sorte que pour cliaque voussoir, les surfaces des quatre joints et celle de la voûte 
soient toutes rectangulaires. 

a Avant la découverte des considérations géométriques sur lesquelles tout ce que nous 
venons de dire est fondé , les artistes avaient un sentiment confus des lois auxquelles elles 
conduisent , et, dans tous les cas , ils avaient' coutume de s’y conformer. Ainsi , par exem- 
ple, lorsque la surface de lu voûte était de révolution, soit qu’elle fût en sphéroïde, soit 
qu’elle fût en berceau tournant, ils divisaient ses voussoirs par des méridiens et par des 
parallèles, c’est-à-dire par les lignes de courbure de la surface do la voûte. 

» Les joints qui correspondaient aux méridiens étaient des plans menés par l’axe de 
révolution; ceux qui correspondaient aux parallèles , étaient des surfaces coniques de ré- 
volution autour du même axe; et ces deux espèces de joints étaient rectangulaires entre eux, 
et perpendiculaires à la surface de ia voûte. Mais , lorsque les surfaces des voûtes n’avaient 
pas une génération aussi simple , et quand leurs lignes de courbure ne se présentaient pas 
d’une manière aussi marquée, comme dans les voûtes en sphéroïdes alongés, et dans un 
grand nombre d’autres, les artistes ne pouvaient plus satisfaire à toutes les convenances, 
et ils sacrifiaient, dans chaque cas particulier, celles qui leur présentaient les difficultés 
les plus grandes. 

» Il serait donc convenable que , dans chacune des écoles de Géométrie descrip- 
tive , établies dans les districts (') , le professeur s’occupât de la détermination et de 
la construction des lignes de courbure des surfaces employées ordinairement dans 
les arts, afin que, dans le besoin, les artistes qui ne peuvent pas consacrer beaucoup 
de temps à de semblables recherches, pussent le consulter avec fruit, et profiter de 
scs résultats. 

834- » Le second exemple que nous rapporterons sera pris dans l’art de la gravure. 

Dans la gravure , les teintes des différentes parties de la surface des objets représentés 
sont exprimées par des hachures que l’on fait d’autant plus fartes ou d’autant plus 
rapprochées, que la teinte doit être plus obscure. 

» Lorsque la distance à laquelle la gravure doit être vue est assex grande pour que les 
traits individuels de la hachure ne soient pas aperçus , le genre de la hachure est à peu 
près indifférent ; et quel que soit le contour de ses traits , l’artiste peut toujours les forcer 
et les multiplier de manière à obtenir la teinte qu’il désire , et à produire l’effet de- 
mandé. Mais , et c’est le cas le plus ordinaire , quand la gravure est destinée à être vue 
d’assex près pour que les contours des traits de la hachure soient aperçus, la forme de 
ces contours n’est plus indifférente. Pour chaque objet et pour chaque partie de la sur- 
face d’un objet, il y a des contours de hachures plus propres que tous les autres k 


(*) y oyci la aalc do us suivant. 
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donner une idée de la courbure de la surface ; ces contours particuliers sont toujours 
au nombre de deux , et quelquefois les graveurs les emploient tous deux à la fois , 
lorsque , pour forcer plus facilement leurs teintes , ils croisent les hachures. Ces con- 
tours , dont les artistes n’ont encore aju’un sentiment confus, sont les projections des 
lignes de courbure de la surface qu’ils veulent exprimer. Comme les surfaces de la plu- 
part des objets ne sont pas susceptibles de définition rigoureuse , leurs lignes de cour- 
bure ne sont pas de nature à être déterminées ni par le calcul, ni par des construc- 
tions graphiques. Mais si , dans leur jeune âge , les artistes avaient été exercés a recher- 
cher les lignes de courbure d’un grand nombre de surfaces différentes , et suscepti es 
de définitions exactes , ils seraient plus sensibles à la forme île ces lignes et a eur posi 
lion, même pour les objets moins déterminés, ils les saisiraient avec plus de précision, 

et leurs ouvrages auraient plus d’expression. . , , 

n Nous n’insisterons pas sur cet objet , qui ne présente peut-être que le moindre d« 
avantages que les arts et l’industrie retireraient de l’établissement il une ccole do Géo- 
métrie descriptive , dans chacun des districts de la République (*) » 

Occupons-nous maintenant des constructions relatives aux rayons de courbure < es 

surfaces. , , . ■ 

835. Soit d’aliord A le point de contact d’un plan tangent a une surface convexe quel- 
conque , cl supposons que ce plan coïncide avec celai do 1 . figure; il sera possible de 
trouver non-seulcmcnt le rayon de courbure de la surface en ce point, mais encore les 
directions des lignes de courbure de cette surface en ce même point. ^ 

Pour cela , on mènera par le point A une suite |do plans a K» , <f , crAt . . ■ .nor- 
maux à la surface donnée ; on construira les intersections de cet plans et de ces surfaces; 
on déterminera, par le procédé du n» 778 , les rayons de courbure , , , , , ,ctc. , de ce» 
sections , et, ayant portéchaque rayon de A en cf.ei de A en . , sur la trace «T. «U. 
plan normal correspondant, on décrira U courbe J d'd". ...» e .... que donneront le» 

points J,d', e<c- 

Or les rayons de courbure cherchés étant évidemment lesdistances MA— AN, mA_A«, 
qui, par rapport à leurs voisines, sont des maximum et des muumum, on rcctifierapour c* 
obtenir, 1» ligne cTcTcT. . -/.*.* - - , sur une droite D'X; par les point» V, D , D . . 
CHT. , corrcspondans à </", <T, A. . - , on élcvern de, perpendicu- 

laires D'A' D'A" D*A*. . . , E'a ,EV,E”a*. . ..sur chacune dcsquelleson portera, a partir 
de D'X ,1e, rayon, de courbure A^ = An'.Aïf = A»', etc. , de D' en A', de D' en A", etc. : 
cela fait, on décrira la ligne A' A» A*... aa’a m -, on mènera , par le procède exposé 
n» îaa (*•) , des tangentes pq,lu,i cette ligne; on abaiwera par leur, point, de contact 
R et r, R' et /, les perpendiculaire» RS = R'S', r» = rV, qui seront le, rayons de cour- 
bons demandés. , , m 

Si la surface donnée était une surface non convexe, la courbe ddrer . . . ee r . . . 
aurait la forme indiquée fig. 4 , dans laquelle les branche, caMrf* , efhgi , MWpq , lomrs , 


[.) C e qui précède ru cttn.it d. I» Gcomctnc ducriptive de l'illmlre Monje; elle fol pnld.ee en l’ao Uf . 
k In clélnre de» leçon» de» École» normale», et an moment de la fondallon de l’Ecole polytechnique- 
(♦•) Au moyen de ce qu’on a va n» 766, ce procédé j’applique daai lom le» ca» pouible». 

41 . . 
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Fig 3. 
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Fis 4- 


Fig. 3 
« 

Fig- 4- 
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touchent k l'infini deux asymptotes PQ , RS , dont les parties indéfinies AP , AQ , AR, AS, 
sont les rayons des sections normales à courbure nulle (8i5). 

Dans ce cas, on ne pourrait pas rectifier la courbe caMdh, tfngi , khSpq, lomra , tou^ 
entière : mais il suffirait d’en rectifier les arcs isolés à$/hd 9 fng 9 fiRp t omr\ car ils con- 
tiennent les points auxquels correspondent les rayons cherchés , puisque ces rayons sont 
ceux AM =s AN, Am = An, des cercles tangens aux courbes auxiliaires <fd*cT . . . . 
fW. . et caMdb , tfngi , k/iSpq , lomra (*). « 

636. Maintenant , soit que la surface donnée soit convexe ou qu’elle soit non convexe , 
on pourra déduire des constructions faites pour obtenir les rayons de courbure cherchés 
RS=R'S', rt = rV,les directions des lignes de courbure en A. En effet, si l’on rapporte 
les lignes etE's en e m S et e n, sur la courbe auxiliaire dtfcT . . et que 

l’on mène les droites MAN , rnXn, il est clair que ces droites seront les tangentes aux lignes 
de courbure de la surface. 

De ce qu’on sait trouver, en chaque point d’une surface, les directions de ses lignes de 
courbure, il s’ensuit qu’on peut se figurer, sans autre secours que celui de la règle et du 
compas, la manière dont ces lignes sc trouveront ployées sur cette surface, et cela peut 
suffire souvent dans la pratique : mais s’il fallait construire ces lignes, on ne pourrait le faire 
avec quelque rigueur sans l’aide de l’Analyse algébrique, 

837 . Ainsi, le problème de la recherche des lignes de courbure est, comme celui du 
dé veloppemcnt d’une surface ( 649 ), insoluble jusqu’ici par la Géométrie. Les praticiens 
doivent s’en consoler aisément ; ils ont dû remarquer que les solutions de nos questions 
générales étaient rarement applicables , et ils en concluront que si l’on trouvait un moyen 
rigoureux de construire synthétiquement les lignes de courbure, ce serait sûrement par 
un procédé si compliqué qu’il serait inutile. 

C’est l* Analyse qui s’applique avec succès aux questions générales de Géométrie. Cependant , 
nous regrettons de ne pas pouvoir trouver par des considérations synthétiques, les lignes de 
courbure de l’ellipsoïde (838); mais nous ne résistons pas au désir de les construire, comme 


(*) Les belle» recherches de M. Dupin [voyez ses Dévcloppemeiu de Géométrie) Pont conduit h des 
procédés d’une application beaucoup plus simple que ceux que nous venons d’exposer. Après avoir prouvé 
qu’on peut mener en chaque point d’une surface quelconque une surface du second degré oscnlatrice en son 
sommet à la surface donnée , et telle conséquemment que tontes les conrbnres des sections normales de cette 
dernière soient données par la surface oscnlatrice, il projette celle-ci sur le plan tangent k cdle-lk an point 
d’osculation, et il fait voir que toutes les courbures de la surface donnée peuvent être déterminées par le 
moyen du contour de U projection de la surface oscuUtricc. Il appelle indicatrices les sections coniques qui 
forment de tels contours ; il déduit de leurs propriétés un grand nombre de conséquences très intéressante*, 
et il indique des moyens d’une pratique aisée pour construire les indicatrices. 

D’après le pian de cet Ouvrage, on noos avons lâché de substituer partout l’art des constructions anx 
considérations analytiques les pins élémentaires , selon l’esprit de la science qui noos occupe, nous n’arons 
pu présenter ici les propre* constructions de M. Dnpin. 

Les lignes d'rTd*... «Ve*..., et caM<i6, efngi, hKNpq , lomn , que nous employons, sont aussi 
des espèces tVindicatrices des conrbnres de la surface donnée ; mais au lien d’être les contours des projection» 
d’une surface du second degré, ils sont ceux d’une antre surface qui est le lieu de tous les cercles oscillateur* 
des sections normales en A. C’est en lisant l’ouvrage de M. Dnpin que nous sommes arrivés aux résultat 
des n** 835 et 83G. 
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un beau résultat d’Analyse, qui donnera l’iilée du réseau dont les (Ils suivraient les courbure* 
d’une surface, qui montrera l’utilité d’allier l’étude del’Algèbrcà celle de la Géométrie, et 
qui est employé dans le liv. a. de la Science du dessin. 

Concevons dans l'espace trois plans rectangulaires entre eux , l’un AB parallèle au plan pi. 06 . 
vertical , l’autre A’B’ parallèle au plan borisoulal, et le troisième (DE, FG) perpendiculaire Fig. t. 
à la ligne de terre, et par conséquent aux deux premiers. Ces trois plans rectangulaires se 
couperont suivant les trois droites (AB, A’B’), (DE, C'), (C, FG). 

Soient (CB, CB'), (CD, C') , (C, CF), trois lignes données, (CB, CB') la plus grande 
et (C, CF) la plus petite, et portons ces lignes de port et d’autre du point (C,C'),sur les 
lignes respectives (AB , A'B'), (DE, C), (C, FG). Elles détermineront les trois lignes 
(AB, A B'), (DE, C), (C, FG) , dont les grandeurs sont respectivement doubles de 
(CB.CB), (CD, C'), (C, CF), et que nous appellerons les axes principaux de l’ellip- 
soïde ( 838 ). 

Imaginons maintenant trois ellipses, la première ABDE passant par les quatre extrémités 
des axes principaux horizontaux, qui sont le grand et le moyen axe; la deuxième A'GB'F 
passant par les quatre extrémités du grand axe et du petit axe; la troisième cnlinqui passe 
par les quatreextrcmitésdu moyen et du petit axe, et dont un quart est rabattu en EU. 

On appelle ces ellipses, qui se rencontrent deux n deux aux extrémités des axes principaux, 
ellipses principales. • 

838 . 11 est évidont que si un plan se meut parallèlement au plan A'B' de l’ellipse ADBE, 
il coupera toujours les deux autres cllipscs(ou au moins tant qu’il sera entre les points F et G) 
en quatre points, qui détermineront une nouvelle ellipse dont ils seront les sommets. Cette 
dernière ellipse, variable à la fols de grandeur et de forme suivant la hauteur du plan 
horizontal qui la oontient, est la génératrice d’une surface à laquelle on donne le nom 
d 'ellipsoïde, parce qu’elle ne peut être coupée par un plan que suivant une ellipse. 

Les six points (A, A'), (B, B'), (D, C), (E,C'j, (C, F) , (C,G), s’appellent les 
sommets de l’ellipsoïde. (C, C) est son centre, et les lignes que nous avons appelées axes 
principaux et ellipses principales, en sont en effet les axes principaux et les ellipses 
principales. 

839. On démontre facilement par l’analyse qne le même ellipsoïde serait engendré si le 
plan de l’ellipse génératrice, au lieu de se mouvoir parallèlement à l’ellipse principale ADBE, 
se mouvait parallèlement it l’une quelconque des deux autres ellipses principales , ce qui 
donne le moyen de construire deux courbes elliptiques passant par un point donné de 
l’ellipsoïde, et d’obtenir immédiatement [puisqu’on sait mener des tangentes à ces 
courbes (874) ] le plan tangent eu cc point. 

840. Si deux des axes principaux de cette surface devenaient égaux entre eux , il est clair 
que deux des ellipses principales seraient égales entre elles; que la troisième serait circu- 
laire, et que la génératrice contenue dans le plan mobile parallèlement è cette dernière, 
ou, cc qui revient au même, mobile perpendiculairement au troisième axe, serait par- 
tout un cercle: d’où il suit que l’ellipsoïde général se changerait alors en un ellipsoïde de 
révolution. 

Passons maintenant à la construction des lignes de courbure de l’ellipsoïde général. 

841. Les arcs IJO', O'KL, d’une ellipse et d’une hyperbole auxiliaires, construites sur 
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PI. GG. des aies commun! CO et CI, étant décrits delà manière que nous indiquerons ci-après (849), 
P'S- '• on aura les projections horizontales de la série de lignes d’une même courbure, en abaissant 
des points K. de l’arc hyperbolique O'KL, les perpendiculaires KM, KM , aux axes DE, 
AB, et eu construisant les ellipses MNPQ, concentriques à ADBE, et passant parlespiedsM 
et N des perpendiculaires abaissées. 

Les projections horizontales do la série des ligues de l’autre courbure s’obtiendront en 
abaissant des points J , de l’arc d’ellipse IJO', les perpendiculaires JU, JR, aux axes, et en 
construisant les hyperboles TRS, VXY , concentriques à ADBE, qui auront pour decui- 
axes les lignes déterminées Cil, CU. 

842. Le demi-axe CO', de l’ellipse eide l’hyperbole auxiliaires, est toujours plus petit que 
le demi-grand axe CB de l’ellipsoïde; il s’ensuit quo le sommet commun O* de ces courbes 
tombe toujours en dedans de l’ellipse principale ADBE. D’après cela , il est évident que la 
plus pelitt des ellipses, projection d’une ligne de courbure, a pour demi-grand axe le 
demi-grand axe commun CO', et que son demi- petit axe est nul. Elle sc confond par consé- 
quent avec la ligne AB; d’où il résulte que l’ellipse (principale (AB, A'FB'G) est elle-même 
une des lignes de courbure de la surface. A mesure que le grand axe des ellipses croit, le 
petit axe croit aussi; et lorsque le premier de ces axes est égal au grand axe de l’ellipsoïde, 
l’ellipse correspondante se confond avec l’ellipse principale ADBE, qui est aussi consé- 
quemment unelignede courbure. 11 est inutile de construire des ellipses plus grandes que 
cette dernière; elles tomberaient toutes en dehors de l’ellipsoïde, et seraient étrangères à 
notre objet. 

On roit donc que chacun des deux sommets O, Qf, de l’hyperbole et de l’ellipse auxi- 
liaires, est embrassé d’unmème cité par toutes les ellipses, lesquelles sc resserrent toujours 
à mesure que leurs sommets en approchent, et ne perdent leur petit axe que lorsqu’elles 
atteignent ces sommets. 

Quant aux hyperboles, il est clair qu’aucune d’elles ne peut avoir, dans le sens AB , un 
axe plus grand que l’axe O'O, commun à L’ellipse et à l’hyperbole auxiliaires. Celles pour 
laquelle l’axe a cette grandeur, a son autre axe nul, et se confond 'avec AB; à mesure 
que cet axe diminue l’autre augmente , de manière que , lorsque celui-ci est le plus grand 
possible, le premier devient nul è son tour, et alors les deux brandies de l’hyperbole se 
confondent avec la ligne DE. Ainsi , la troisième ellipse principale est encore, comme les 
deux autres, une des lignes de courbure de U surface. Chacun des sommets O, (F, communs 
à l’ellipse et à l’hyperbole auxiliaires , est embrassé par toutes les byperlwles , mais du 
côté opposé à celui où lès ellipses l'embrassent. Les hyperboles se resserrent à mesura 
qu’elles approchent de ces sommets, et elles ne perdent leur petit axe (que lorsque leur 
sommet particulier atteint ces mêmes sommets : il en est ainsi pour les ellipses. 

8.13. Ces points , vers lesquels les ellipses et les hyperboles tournent leurs concavités , 
sont les projections de quatre points (0,0*), (O, O*) , |(0', O’’) , (O', O’) , très remar- 
quables ; deux d’entre eux sont placés au-dessus du plan A'B' et deux au-dessous. Ce sont 
quatre ombilic», autour desquels les lignes de courbure sont ployées , toutes les unes d’un 
côté, et toutes les autres du côté opposé, de telle manière qu’elles changent d’espèco 
quand leurs sommets atteignent ces ombilics. 

844. Les lignes de courbure étant déterminées en projection horizontale , il serait facile 
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d’en conclure lenrj projection» verticales , puisque la condition qu’elles soient sur la sur- PI. ®> • 
Tace les détermine complètement , mais il sera beaucoup plus commode de continuer *'*■ *• 
d’employer les résultats analytiques. 

Supposons l’arc abcd, d'une ellipse auxiliaire concentrique à A'FB'G , décrit sur les 
demi-axes C'd,C'a, dont nous Terrons la construction plus bas (85t). Pour avoir la 
projection verticale d’une ligne de courbure projetée horizontalement) suivant une 
hyperbole TKS , YÏ.Y , on mettra le point T, qui appartient à l’ellipse principale 
(ADBE, A'B'), en projection verticale en t ; on clevera par le point! la perpendiculaire 
tb à A'B' ; par le point b , où elle rencontrera l’ellipse auxiliaire abcd , on abaissera la 
perpendiculaite be sur FG, et l’ellipse ert/ey'xye, dont les demi-axes sont C'< et C'e', 
contiendra la projection verticale rtr ,y'xy , de la ligne de courbure dont TRS, YXV, 
est la projection horizontale. 

On aura la projection verticale d’une ligne de courbure projetée sur le plan horizontal 
suivant une ellipse MNPQ , en mettant le point de cette ligne qui se projette en RI , et 
qui se rabat en Z sur l'ellipse principale EZH, en projection Terticalc en m,au moyen 
de l’arc cm , et en menant par ce point m l’ellipse mnin p/ fr m m , concentrique à A'FB'G 
et dont les demi-axes C 'm, C'i , sont déterminés au moyen de l’ellipse auxiliaire abcd et 
des droites me, ci, respectivement perpendiculaires a FG et A' B". Les arcs rpn, r“mn, 
que cette ellipse main prfr'm déterminera, seront les projections verticales des deux 
lignes de courbure projetées horizontalement en MNI'Q. 

845. 11 suit de là que les lignes des deux courbures de l’ellipsoïde se projettent toutes 
sur le plan vertical , c’est-à-dire sur le plan AB du grand et du petit axe , suivant des 
ellipses dont le centre est en C : et l’ellipse principale (AB , A'FB'G) , étant une ligne de 
courbure , est nécessairement une de ces ellipses ; d’où il résulte que les perpendiculaires 
, élevées aux extrémités G et B 1 des axes FG, A'B', de cette ellipse principale, se 
rencontrent en un point de l’ellipse auxiliaire abcd. 

Tous les points de l’arc ag de l’ellipse auxiliaire, donnent des ellipses titx, dont l’axe 
horizontal xt est plus petit que l’axe A'B' de l’ellipse principale A'FB'G, et dont l’axe 
vertical de est plus grand que l’axe FG ,de la même ellipse principale. Ces ellipses, qui sc 
resserrent à mesure que l’axe «' s’alonge, et qui se confondent avec 1a droite FG, lors- 
que le grand axe est égpl à celui de l’ellipse auxiliaire abcd, divisent l’aire de l’ellipse 
principale en zones dirigées dans le sens FG. Au contraire l’arc gd, de l’eliipse auxiliaire, 
donne des ellipses qui toutes ont leurs axes dans le sens FG, plus petits , et ceux dans le 
sens A'B', plus grands, que les axes correspondans à l’ellipse principale A'FB'G. Ces ellip- 
ses, qui se resserrent à mesure que l’axe daos le sens A'B' croit, et qui se confondent avec 
A'B' lorsque cet axe est égal à celui de l’ellipse auxiliaire, divisent l’aire de l’ellipse 
principale A'FB'G en zones dirigées dans le sens A'B' ; et chacune d’elles coupe chacune 
de celles de la première espèce en quatre points, qui sont compris en dedans de l’ellipse 
principale. 

M. Monge, aprèsavoir démontré que toutes ces ellipses sont inscrites dans un losange, 
dont le centre est en C et dont les points a et d sont deux des angles , termine ainsi qu’il 
suit la belle théorie dont nous avons tiré ce qui précède. 

8/ t 6. « S’il était question de voûter un espace circonscrit en projection horizontale par • 
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une ellipse , on ne pourrait pas donner à la voûte une surface plus convenable que celle 
de la moitié d’un ellipsoïde dont une des ellipses principales coïnciderait avec l’ellipse de 
la naissance ; et en supposant que cette voûte dût être exécutée en pierre de taille , il 
faudrait que la division en voussoirs fût opérée au moyen des lignes de courbure dont 
nous avons donné la construction, et que les joints fussent les surfaces développables 
normales à la voûte. Les lignes de division en voussoirs traceraient sur la surface des 
compartiment rectangulaires susceptibles de décoration, et ces coinparlimcns eux-mêmes 
n’auraient rien de fantastique , puisqu'ils ne seraient qu'une suite nécessaire de la pre- 
mière donnée, qui est une ellipse ; mais la destination de l’édifice pourrait influer sur le 
choix de celui des trois axes qu’il faudrait placer verticalement. 

» Il n’y aurait aucune raison pour faire l’axe vertical égal à l’un des deux axes hori- 
zontaux ; ainsi les trois axes seraient inégaux. Dans cette hypothèse, l’axe vertical pour- 
rait être plus grand que les deux autres, et alors la voûte serait surmontée ; il pourrait 
être plus petit , et la voûte serait surbaissée ; enfin , il pourrait être compris entre les 
deux autres , et la voûte serait moyenne. La voûte surmontée aurait en général plus de 
hardiesse et plus de dignité; et si la naissance était elle-même à une grande liauteur, quelle 
que lût d’ailleurs la destination de l’édifice, ce serait la voûte surmontée qu’il faudrait 
employer, parce que sa grande élévation faisant paraître ses dimensions verticales plus 
petites qu’elles ne seraient réellement, écraserait trop une voûte d'une autre espèce. La 
voûte surbaissée , en diminuant le volume de l’air compris dans l’emplacement , serait 
plus favorable à la voix d’un orateur. Si l’édifice devait être éclairé par deux lustres 
suspeudus à la voûte, il faudrait que cette voûte fût ou surmontée ou surbaissée , parce - 
que dans ces deux cas sa surface anrait deux ombilics, placés symétriquement au-dessus 
dugrandaxe de l’ellipse horizontale, et que ces ombilics, rendus très apparens par les 
corn partirions qui se distribueraient autour d’eux , seraient les points naturels de sus- 
pension : alors on pourrait disposer du rapport cutre les trois axes , pour que ces points 
fussent espacés d’une manière convenable- 

» Au contraire, zi l’édifice devait avoir quatre grandes ouvertures , ou si la voûte 
devait être portée par quatre groupes de colonnes, ou enfin si , dans la décoration inté- 
rieure , on employait quatre supports distribués symétriquement, il faudrait choisir la 
voûte moyenne pour laquelle lesquatre ombilics sont toujours dans la naissance , et placer 
les massifs ou les supports aux quatre extrémités des axes, parce que c’est aux environs 
de ces quatre points, et loin des ombilics, que les lignes de courbure , rendues appa- 
rentes par la décoration de la voûte, et qui d’ailleurs rencontrent toutes verticalement 
la naissance , s’écartent plus lentement de la ligue de plus grande pente de la surface. 

847. » On s’occupe aujourd’hui (*) de la construction de salles pour les deux conseilsdcla 
législature: les emplacemens dont on a pu disposer jusqu’à présent pour de semblables 
salles , ont forcé de donner à l'amphithéâtre moins de profondeur en face de l’orateur que 
sur les côtés; mais l’expérience ayant prouvé quels voix se porte à une plus grande distance 
en face, il parait que c’est une disposition toute contraire qu’on devrait adopter. De toutes 


(") iM Monge écrivait ce passage eu l’an III. 
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les formes alongées que l’on pourrait donner à l’amphithéâtre, il n’y en a aucune dont la 
loi soit plus simple et plus gracieuse que l'ellipse : il faudrait donc que la salle fût ellip- 
tique, et qu’elle fût couverte par une voûte en ellipsoïde surbaissée. 

j » Le service des assemblées législatives exige un emplacement pour le bureau , en atant 
duquel est la tribune de l’orateur. En plaçant le bureau à un des sommets de l’ellipse, on 
pourrait lui consacrer un espace suffisant pour la commodité du service, et l’orateur se 
trouverait naturellement placé sous un des ombilics de la voûte : l’amphithéâtre n’occuperait 
que la partie qui serait en avant. Une galerie qui ferait le tour entier de la salle, et qui serait 
asset élevée pour être très distincte de l’amphithcâtre, fournirait des places au public. La 
salle, qui n’aurait ni tribune ni aucune espèce cPirrégularité, pourrait être décorée par des 
colonnes, à chacune desquelles correspondrait une nervure de la voûte, pliée suivant la ligne 
de courbure ascendante. Toutes ces nervures, verticales à leur naissance, se courberaient 
autour de l’un ou de l’autre ombilic , pour redescendre ensuite h plomb sur les colonnes 
opposées, et elles seraient croisées perpendiculairement par d’autres nervures pliées suivant 
les lignes de l’autre courbure. Les intervalles de ces nervures pourraient être à jour, soit 
pour éclairer la salle, soit pour donner des issues à l'air, et formeraient un vitrage moins 
fantastique que les roses de nos églises gothiques. Enfin, deux, lustres suspendus aux om- 
bilics de la voûte, et à U suspension desquels la voûte entière semblerait concourir, ser- 
viraient à éclairer la salle pendant la nuit. 

u Nous n’entrerons pas dans de plus grands détails à cet égard; il nous suffit d'avoir 
indiqué aux artistes un objet simple, et dont la décoration, quoique très riche, pourrait 
n’avoir rien d'arbitraire, puisqu’elle consisterait principalement à dévoilera tous les yeux 
une ordonnance très gracieuse, qui est dans la nature même de cet objet (*). » 

848. Cest d’aprèseette idée de M. Monge que l’épure est construite. On a divisé l’ellipse PI. 6 *>- 
des naissances ADBE en parties égales $i f Su, uS, Sv, etc., et par chaque point de *• 
division S, on a mené une ligne de courbure dont la projection verticale est/ tr, et dont la 
projection horixontalc est SRT (on verra plus loin ( 85 o) le moyen d’obtenir le point R , 
étant donné le point S, ou, ce qui revient au même, étant donné le point T). De cette 
manière, on a obtenu toutes les lignes de courbure ascendantes. 

Pour obtenir le second système de lignes de courbure, on a divisé Pellipsc principale DE , 
en un nombre impair de parties etC, Cy , yZ, etc., et par chaque point de division on a 
mené une ligne de courbure. La plus grande de ces parties, dont la moitié est H*, est au 
sommet supérieur, elle est égale à si : lesautres vont en diminuant graduellement de gran- 
deur jusqu'au point E. N 


(♦) Le lecteur qui aura vu avec plaisir les deuils dans lesquels nous venons d’entrer, et qui aéra un peu 
familiarisé avec l'opplicatioo de l’Algèbre à la Géométrie, lira avec le plus grand intérêt Je 4* Mémoire des 
Développement de Géométrie de M. Dupin. 

11 verra entre autres propriétés, t*. qu'étant donnée une surface du second degré, on peut toujours dé- 
terminer trois groupm de surfaces du même degré, dans l’on desquels se trouve la surface donnée, tels que 
chaque surface d'an de ces groupes coupe tontes celles des autres groupes partout à angle droit; a°. que 1rs 
surfaces d'un des groupes sont des ellipsoïdes, et celles des autres groupes des hyperbolotdes à une nappe et 
des hyperboloidcs î» deux nappes; 3°. comment on peut employer ces surfaces, qu’on appelle surface* trajet- 
toircs orthogonales réciproques , l ï la construction des ligues de courbure de la surface donnée. 

. 4 * 

/ 
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PI. «6. E*po»m mxintrnxnt, et toujours d’sprt» M. Monge, les eomtruotÛMi* que nous a tous 
Fif. i. renvoyées à la fin de oc chapitre. 

849- D’abord occapons-nousde l’ellipse anxiliairo 1 JO', 
r ig. ï. « Soient ADB la moitié de la grande ellipse horizontale qui patte par lea naissances de 
la voète surbaissée ; F, F, ses foyers ; A Vf le quart de l'ellipse verticale dont le plan passe 
par AB; f, f, ses foyers; DUE l’ellipse qui passe par RD, et /us de «es foyers. Pour 
construire le point O' on portera Kf et KF sur l’autre aie , de Ken f' et F'; on mènera f% 
et parle point V an h» mènera une parallèle F'O' , qui , par ton i nforsectioa avec l’aie AB, 
déterminera le point O 1 . De même , on portera K/ sur l’autre aie , de K en ; ou mènera 
la droite fO , et par te point F, on lui mènera une parallèle H, qui, par aa rencontre avec 
l’axe RD prolongé, déterminera le point I. a 

Pig, f. La construction de f hyperbole auxiliaire O'Ki, ne présente aucune difficulté, parce que 
cette hyperbole a les mêmes axes CI , CO', que l’ellipse 1 JO*. 

85o. Etant donné le point S , construisons actuellement le point R , ou , ce qui revient 
Fig. a. au même, étant donné le point R, sur la lig. 3, construisons le point P. 

Du point R on abaissera sur AB la perpendiculaire RT; on mènera la droite f'T, 
et la droit* F'P menée par le point F', parallèlement k f'T, déterminera sur AB le point 
cherché P. 

Fig. i. 85 1 . Passons enfin k la construction de l’ellipse verticale nbed. 

Fig. ». a Soient AB le grand axe de l’ellipsoïde; KD la moitié de l’axe moyen ; RE la moitié du 

petit axe ; F, F, les foyers de la grande ellipse, dont on a représenté le quart par A SD ; 
f, f, tes foyers dcTeMipse moyenne AOE, et / un des foyers de la petite ellipse DU». 
Pour construire le sommet X de l’ellipse auxiliaire XLG , on portera KF et Rf sur l'autre 
axe, de K en F et f'; on mènera FB, et parle point f la parallèle FX.qui, par m ren- 
contre avec Fax» AB prolongé, déterminera b point X. De même, pour l’extrémité G de 
l’autre axe, on portera K/ sur AB, de Ken/'; on mènera la droite /'E, et par le point f 
la parallèle fG, qui, par sa rencontre avec l’axe RE prolongé , déterminera le point G. » 

85s. Ge problème des lignes de courbure de l'ellipsoïde, que l'on tenterait sans doute 
vainement de résoudre par des moyens purement graphiques, «bit montrer 1a beauté et U 
fécondité des méthodes analytiques, et la nécessité d’étudier l’ Algèbre pour tirer de la 
Géométrie tout le parti possible. 

853. Ces deux branches des Mathématiques, l’Analyse et la Géométrie, 
ont chacune des avantages particuliers et «ne élégance qui leur est propre. 
L’Analyse conduit au but sans tâtonnement; elle donne des résultats dont 
la généralité s’étend aussi loin que l'imagination; son élégance résulte de 
la facilité et de la rapidité de sa marche ; ses avantages sont une extrême 
rigueur et des résultats qui donnent sans effort toutes les propriétés que 
comporte le sujet que l’on traite. La Géométrie au contraire se présente que 
des conceptions dont la généralité, comparée a celle de T Analyse, est extrê- 
mement bornée; sa marche «st incertaine et toul-à -fait, dépendante du 
plus ou moins de pénétration de celui qui remploie : mais elle n’a rien de 
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mystérieux, parce quelle s’applique à des grandeurs, et procédé par des 
moyens , qu’on se représente physiquement , et qu’on peut considérer sous 
tous les aspects. En un mot, son mécanisme est palpable, et il offre partout 
le plus haut degré possible d’évidence et de clarté. Enfin, elle a sur IA- 
nalyse , dans la méthode des projections, l’avantage infiniment précieux 
de s’appliquer aux problèmes dont les données ne sont pas soumises 
à la loi de continuité. C’est cet avantage particulier qui la rend éminem- 
ment propre aux arts, dont l’Analyse ne peut traiter que des questions 
abstraites. 
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NOTES. 


pi. 67 . 
Fi*. I. 


854. Nous avons tâché d’incorporer dans cet ouvrage tout ce qui était nécessaire au dé- 
veloppement des diverses parties de 1a Géométrie descriptive; mais il ; a des proposition* 
et des théories qui n’ont pourtant pas dé y trouver place, et qui font la matière de ces 
Notes. 

Au premier rang de ces théories se trouve l’exposition simple et synthétique des pro- 
priétés de l’ellipse , de l’hyperbole , et de la parabole. La loi que nous nous sommes imposée , 
de traiter la Géométrie descriptive sans autre secours que celui de la Géométrie élémen- 
taire , nous obligeait à donner la théorie de ces lignes : nous aurions pu la placer dans le 
livre des Préliminaires, où se trouve celle des développées et des développantes, et celle 
des hélices ; nous avons préféré en faire l’objet de la note 1 '*, parce que cette théorie ayant 
été étudiée par les personnes qui ont vu l’application de l’Algèbre à 1a Géométrie, et ces 
personnes, dans l’état actuel de l’enseignement, devant former la majeure partie de nos 
lecteurs , cette même théorie est réellement étrangère à ce Traité. 

ROTE PREMIÈRE. 

De F ellipse , de V hyperbole et de la parabole. 

855. De l’ellipse. Concevons qu’un Cl inextensible et parfaitement flexible FMF', 
soit attaché par ses extrémités aux points fixes F et F', et qu’un poinçon vertical , dont la 
pointe soit en M , se meuve le long de ce fil en le tendant constamment , 1a courbe A B* A'B , 
décrite par le point M, sera ce qu’on nomme une ellipse. 

Le* points F et F s’appellent ses foyers; et les ligne* FM, FM , menées des foyer* à un 
même point M de l’ellipse , sont les rayons vecteurs correspondons à ce point. 

856. Pour construire une ellipse , étant donnés les points F et F, et la longueur FM 
4 - MF du fil , on portera cette longueur sur FF, à partir d’un des points F et F' vers 
l’autre, de F en D, par exemple; cela fait avec un rayon FM, plus petit que FD, et d’ail- 
leurs quelconque , on décrira , des points F et F' comme centres, quatre arcs mnp , m'n , 
m n y nt n , dont le premier mnp vienne rencontrer FF en un point p; ensuite avec 
Dp = FD — Fp , comme rayon , et du point F comme centre , on décrira quatre nouveaux 
arcs qr , qr, q" / , q r m , qui couperont les quatre premiers en quatre points M, M', M", 
M”, appartenant à l’ellipse , puisque les longueurs MF -+• MF', M'F -f- M'F', M'F ■+■ M"F', 
M'F 4 -M'F, seront égales à FD. En faisant varier le rayon FM , on obtiendra successi- 
vement 8 , 12 , 16 , etc., points de l’ellipse, et enfin on aura bientôt asscx de ces points pour 
mener un trait AB' A'B, qui coïncide avec elle (*). 


(*) yoyes , a* 61a , un autre mo yen de décrits l'elfipw. 
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Si l'on prend le rayon FM égal à la moitié de FD on anra F'M = FM , et les arc» mn , Pt. 67- 
m'n, etc., qr, q'r, etc., donneront le* deux points B' et B de la courbe situé» aur la F **■ *• 
droite BB’ , élevée par le milieu C des points F et F' , perpendiculairement à FF 1 . Si en- 
suite on porte le même rayon j FD de C en A , et de C en A', il est clair qu’on aura les 
points A et A' de l’ellipse situés sur la droite FF'. 

857. Il résulte évidemment de la construction des points M , M', etc., que l’ellipse est une 
courbe symétrique par rapport aux droites AA' et BB'; car elle est formée de système» de 
quatre points, tels que M, M', M", M', situés sur quatre droites MM'etM'M', MM* et 
M'M", respectivement perpendiculaires aux lignes AA' et BB', et divisées par ces lignes en 
deux parties égale». On nomme, par cette raison, les droites AA', BB', terminées en A, 

A', B et B*, les axes de l’ellipse. Celui AA' , qui contient les foyers F’ et F', est le grand 
axe ; l’autre BB' est le petit axe. 

Les quatre points A , A', B et B' s’appellent les sommets de la courbe. 

85 S. On voit qu’étant donnés les deux axes AA' , BB', si l’on décrit du point B ou B' , 
comme centre, avec un rayon CA égal au demi-grand axe, deux petits arcs <F, t F', ils 
couperont la droite AA' aux foyers F et F'. 

85 g. Le point C, où se coupent les axes, jouit de la propriété que si par un point quel- 
conque M' de l’ellipse on mène la droite AF Ç, elle ira rencontrer cette ellipse eu un point 
M*, et qu’on aura CM' = CM*. 

Ce point C, et en général tout point qui divise en parties égales toutes les droites ter- 
minées comme M'M* à une même courbe, ou à une même surface, reçoit la dénomina- 
tion de centre , et chaque droite M'M*, menée par le centre , celle de diamètre. 

La distance CF = CF', du centre aux foyers , se nomme V excentricité. 

860. Concevons que |x>ur deux ellipses ABA'B', ata' b', on ait la proportion Fig. 3. 

-aa' : b if :: ad : bf , 

le» droites AB , ab , seront parallèles, et si l’on augmente l’échelle de la plus petite daus 
le rapport de AA' à aa ' , il est évident qu’elle coïncidera avec la plus grande. On appelle , 
par cette raison, ces ellipses des courbes semblables. 

861. De l’hyperbole. Si l’on imagine qu’un poinçon M se meuve le long d’un fil pas- Fig. f. 
sant par les points F et F', et variable de longueur tellement que la dilTércnce des par- 
ties droites FM, MF', de ce M , soit une longueur constante F'D, le point M décrira une 

ligne MAM’. . .M'A'M' que l’on nomme une hyperbole. 

Les points F et F' s’appellent ses foyers , et les droites MF, MF', menées des foyers à 
un point M de la courbe, s’appellent les rayons vecteurs de ce point. 

861. Pour construire l’hyperbole on mènera la droite FF' ; 011 prendra sur cette droite, 
à partir d’un foyer et en allant vers l’autre , la longueur FD à laquelle est égale la dif- 
férence des deux rayons vecteurs d’un même point ; cela fait, avec un rayon F p, au moins 
égal à la moitié de FD, et d’ailleurs quelconque, on décrira, des points F et F* comme 
centres, quatre arcs mnp , m'n, m'n’, n»*n*; puis avec le rayon Dp = Fp + FD, 011 
décrira , des lucmes points F et F* comme centres, quatre nouveaux arcs qr , q V, q'r", q"r m , 
qui couperont les quatre premiers en quatre points M , M', M', M*, appartenant à l’hy- 
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PI. 87. perbole, puisque les différences dé leurs rasons secteurs seront égales à FD. En faisant sa- 

E'S- <• rier le rayon FM, on obtiendra successivement 8, ta, >6, etc, pointa, comme M, M', 
M', M*, et bientôt on aura un nombre suffisant de ces points pour mener un trait qui les 
réunisse et qui ooïncide ascc l’ hyperbole. 

Si on porte sur la droite FF', à partir du point C milieu de cette droite, les longueurs 
CA, CA.', égales à la moitié de FD, les points A et A' seront ceux 0(1 la courbe coupe 
la droite FF'. 

863. D’après ce qui précède, il est évident que l’hyperbole est composée de deux bran- 
ches séparées, symétriques 1*. par rapport à la droite AA'; a 0 , par rapport & la droite 
Bft', élevée par le point C perpendiculairement à AA'. 

Les deux droites AA', BB', s’appellent par cette raison les axes de l'hyperbole. La pre- 
mière AA', limitée aux deux branches MAM', se nomme l’axe réel; l’autre BB', 

qui ne rencontre pas la courbe, s'appelle l’axe imaginai n. 

On donne à cet axe imaginaire une grandeur BB' telle , que la moitié CB' = AP de 
cette grandeur, soit le côté d’un triangle rectangle CAP, dont Phypotén ose CP soit 
égale à CF, et dont le cil té CA adjacent à l’angle droit soit la moitié CA de AA'. Il s’en- 
suit qne la longueur BB', de Paie imaginaire, peut excéder celle AA' de l’axe réel. 

864. Les pointa A et A' s’appellent les tamouls de Phypcrbolr. Quelquefois on les nomme 
les sommets réels; alors les pointa B et B’ prennent le nom de somme U imaginaires. 

Étant donnés les quatre sommets A, A', B, B', situés sur deux droites rectangnlaires 
AA', BB', on en déduira les foyers F et F' eh prenant sur le plus grand les distances CF,’ 
CF', égales à l’hypoténuse AB = CP du triangle ACB. 

Si l’on avait A A' = BB', ta courbe Serait ce qu’on nomme une hyperbole iquilatire. 

865. Il est clair que si par un point quelconque M de la courbe MAM',.. M*AM’, et 
• par le point C, on mène une droite MC, elle ira couper cette courbe en un autre point 

M" tel, qu’on ait CM = CM". Le point C se nomme par cette raison (85g) le centre de 
Phypctbole , et toute droite comme MM" est on de ses diamètres . 

Fig. 6. 866. Lorsque deux hyperboles MAN. . .M'AIT, than. . . m’a V, ont des axes AA' etBB', 

ad et bb', proportionnels, en sorte qoe dans les triangles ABC, abC, les hypoténuses AB , 
ab , soient parallèles , on dit que ces hyperboles sont semblables , parce que dans ce cas , 
il suffit évidemment dé mettre la plus petite man . . . m'dn, sur Une nouvelle échelle , qui 
soit à f échelle de la première dans le rapport de CA à Ca , pour que ces deux hyper- 
boles coïncident en une seule. - 

Fig. 3 . S 6 !- De la FahaboLb. Imaginons qu’un point M se meuve de manière è être tou- 

jours également éloigné d’un point F et d’une droite BD , la ligne MAM', qu’il décrira , est 
ce qu’on nomme une parabole. 

Le point F est son fbytr ; BD est ce qu’oh appelle sa directrice ; la perpendiculaire 
AX menée par le foyer F i la directrice BD est son axe ; le point A situé i la moitié 
de la distance du foyer è la directrice est son sommet , et toutes les lignes telles que FM 
•ont ce qu’on nomme scs rayons vecteurs. 

868. Si du point F comme centre, avec un rayon FM , plus grand qne AF et d'ailleurs 
quelconque, on décrit deux arcs m», m>'; qu’ensuite on porte le rayon FM en OP, et 
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qu’on mène Ut droite pPq , parallèle à la directrice BD, natte tirette coupera le» area di» pl. 0;. 
erit* ma, ma, en deux points M et M', également distant du point F et de BD , et ap» F*g. 3 - 
parlenant par conséquent à la parabole. D’après cela il sera aisé d’obtenir uses de points 
de cette courbe pour pouvoir la tracer. 

869. En comparant la construction île l'ellipse ( 856 ) et celle de U parabole , on voit 
que la droite pq n’étant autre chose qu’un arc de cercle décrit, arec un rayon infini, d’un 
point pris pour centre Â une distance infinie à droite du point F sur Taxe AX , la para- 
bole est une véritable ellipse dont le grand asc aérait infini , ou ce qui revient au même 
dont l'excentricité aérait infinie, et dont le centre conséquemment serait è une distance 
infinie du sommet 

On peut voir de naéme (862) que la construction de la parabole est absolument celle 
de la brandie M'A'M* d’une hyperbole dont le foyer F se serait éloigné à l’infini , à l’op- Fig. 4. 
posé de F. En effet , le grand axe AA' se trouverait infini : ayant donc décrit du point 
F' comme centre , deux arcs tr% n / fn n y le rayon FM* serait infini , et les arcs jV, y*r*, 
ae trouveraient remplacés par une droite xy perpendiculaire à A'X', et distante du point 
D d'une longueur Ds, qui serait égale à F'Al*; donc la oourbe M'A'M* serait une para- 
bole ayant pour foyer le poial F, et pour directrice une droite menée par le point D. 

Mais il faut hum remarquer que lorsque l’an aaa sidère une parabole comme étant une 
ellipse, le deuxième foyer de nette ellipae est à une distance infinie du premier, et du 
même coté F que ce dernier, par rapport au soumet A, tandis que si cette parabole est Fig. î 
considérée comme une hyperbole , son deuxième foyer sera aussi à une distance infinie 
du premier , mais du cité O, opposé è F, par rapport an sommet A. 

870. Puisque la parabole est une courbe qui a son centre à l’infini, ou, ce qui est la 
même chose, qui n’a pas de centre, elle n’a pas non plus ce qu’on appelle des diamètres 
( 85 g). Cependant, à cause de aoa analogie avec l’ellipse et l’hyperbole, on désigne toute 
ligne MF, etc-, qui part d’an de tes points , qui est parallèle è son axe, et qui en «m- 
téquenoe concourt vers son centre à l’infini , sous le nom de diamètre. 

871. La corde II', menée par le foyer, parallèlement à la directrice, étant composée 
de deux parties FF sfls FG us 2 AF, on voit que fi' est égale à quatre fois ia 
distance du sommet A au foyer F. On donne à cette corde le nom de paramètre. Si par 
le point A on mène des droites AI , AT, seusjdes angles PA 1 , P Al', tels que , dans des 
triangles analogues à AF 1 , AIT, le rapport de FJ ou Fl' à AF soit égal à ■ , oes droites 
couperont 1 a parabole aux extrémités f et I' du paramètre. Connaissant donc une para- 
bole MAM' et son axe AX , on saura construire son paramètre II', lequel déterminera le 
foyer F. 

8?x. Quels quesoientlosparamèteesll', if, dedcvxperabolesMNAit'M , HSfiAn'm', dont Fig. 5 - 
les droites BD et Ai sont lesilirectrioes, las triangles AU', A/f, -seront toujours semblables, 
et il est évident qu’il suffira de multiplier l’écbelle de fefdus petite, parle rapport de 11' è 6' 
des deux paramètres , pour qu’elles soient superposables : doue toutes les paraboles pos- 
sibles sont semblables , ou bien elles aie «ont qu’une seule et même courbe rapportée sur 
des échelle* différentes. 

873. l)xs TAKGENJE* a i'tlüpu , à ï hyperbole > et à h parubaU. Les trois courbes 
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dont il rient d’être question pouvant être décrites au moyen d’un poinçon (855, 86i et 
867) qui tend un fil assujetti à certaines conditions , il est manifeste qu’en chacun de 
leurs points le point décrivant M suit une certaine direction : or, la ligue droite TM , 
qui a cette direction, est ce qu’on nomme la tangente à la courbe en M. 

Si par le point M on élève la droite MR , perpendiculaire à la tangente TM, cette droite 
sera la normale eu M. 

D’après cela il va être facile de trouver les tangentes. 

874. Soit M un point de l’ellipse À B A/ lf : on remarquera qu’au moment où le point 
décrivant est en M, il décrirait le même élément infiniment petit de la courbe, s’il se 
mouvait dans le sens AMB', ou dans le sens B'MA ; car la configuration de cette courbe, 
résultante de sa construction, ne dépeud pas du sens du mouvement du poinçon décri- 
vant Donc ce poinçon se mouvra , en M , dans une direction dépendante des lignes MF , 
MF', et indépendante de leurs longueurs respectives : donc il se mouvra comme s’il était 
l’eitrémité d’un fil MR , divisant l’angle FMF' en deux parties égales , et attaché quelque 
part en un point de la droite MR. Mais, dans ce dernier cas , le point mobile décrirait un 
arc de cercle, et l’élément correspondant au point M serait sur la tangente de cet arc; 
c’est-è dire sur une ligne perpendiculaire an rayon MR. Donc la tangente en M, à l’el- 
lipse, est la perpendiculaire TM à 1a droite MU qui divise l’angle FMF' des rayons vec- 
teurs en deux parties égales , ou , ce qni est la même chose, la tangente TM est la droite 
qui divise en deux parties égales l’angle d’un des rayons vecteurs FM , du point M , et 
du prolongement M/, de l’autre rayon vecteur MF*. 

Quant & la normale MR , on vient de voir qu’elle est la droite qui donne l’angle FMR 
égal à RM F*. 

8ç5. Soit M un point d’une hyperbole ; les rayons vecteurs correspondans seront MF 
et MF . Or le point M, considéré comme point décrivant, engendrera la même courbe 
soit qu’il marche dans un sens, ou dans le sens opposé ; donc la direction de la courbe en 
M est indépendante des longueurs MF, MF', et dépend seulement des directions des fds 
FM, FM, tendus vers M. Donc enBn, cette direction est celle de 1a droite MT qui , 
en divisant l’angle FMF en deux parties égales, ne participe pas plus de la position de 
MF que de celle de MF'. 

La normale en M sera par conséquent la droite MR , qui divisera en deux parties l’angle 
d’un des rayons vecteurs F'M , et du prolongement M/"de l’autre rayon vecteur MF. 

876. Cherchons les tangentes dont les points de contact sont à l’in fini, et pour cela 
voyons d’abord dans quelles directions , à partir du centre, se trouvent les points de l’hy- 
perbole situés è l’infini. 

On remarquera que les rayons vecteurs FM, F'M, qui aboutissent à un point quelconque M, 
sont tels que l’arc DiG, décrit du point F comme centre, avec un rayon FD égal au 
grand axe AA', est touché sur FM , au point de contact i , par l’arc* F k , décrit dn point 
M comme centre avec lo rayon vecteur F'M comme rayon. Or , si le point M s’éloigne à 
l’infini, l’arc DiG restera le même, et celui qui remplacera Fi , étant décrit avec un 
rayon infini , se trouvera une droite qui devra toucher l’arc DiG , et qui sera par consé- 
quent la tangente FG, menée par le point F i l’arc DiG; donc le point situé à l’infini 
•sera sur la droite FGL. Mai» Usera aussi sur le rayon vecteur F'f, parallèle à FGL, et comme 
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il est sur un diamètre , il sera encore snr une autre droite CS , menée parle point C pa- PI 67. 
rail élément à FL. Examinons les conditions qui déterminent cette dernière droite, etnous *'*• 
serrons qu’elle passe par le point P, situé sur la perpendiculaire AP, à une distance AP de 
AA' égale au demi-petit axe CB. En effet, le triangle CF'n est semblable à FF'G, et 
puisque * 0 ?“ est la moitié de FF', on aura Cn = J FG = i FD c= CA ; d’oii il suit que 
les triangles CnF', CAP, sont rectangles, l’un en n et l’autPe en A : mais l'hypoténuse 
CP, de l’un , égale celle CF 1 de l’autre (864) ; donc ces triangles sont superposables ; 
donc leurs angles A'Cn , ACP, sont les mêmes : donc le diamètre CS , qui aboutit à l’In- 
fini , est celui qui passe par le point P. 

Cela posé , il est facile d’obtenir la tangente à l’infini. On sait qu’elle doit diriser 
l’angle des rayons vecteurs en deux parties égales : ces rayons sont les droites FL, F'/; ils 
forment un triangle isoscèle dont la hase est F'G; la droite CS joint le milieu n de cette 
base et le sommet de ce triangle; donc la droite CS divise l’angle des rayons recteurs 
FL , VI, en parties égales : donc elle est la tangente cherchée. 

877. On donne à cette droite, et en général à toute droite qui touche une courbe à l’in- 
fini, la dénomination d 'asy mptote. 

11 suit donc de ce qui précède que l’hyperbole a ses deux branches comprises entre 
deux droites ST S , a's , gais» r sais H pi r mm.- —I re , qui sont les directions des dia- 
gonales du rectangle P'Ppp', formé sur les axes AA', BB', et qui touchent ces branches à 
l’infini en quatre, points. 

878. On remarquera en passant que la tangente TM, nécessairement perpendiculaire 
à la corde de l’arc F' k , puisque les angles FMT , TMF', sont égaux , coupe tou jours AA' 
entre les points A' etC, et qu’à mesure que le point M s’éloigne de A' , cette tangente 
s’approche de plus en plus de faire arec AA' un angle dont la limite de diminution est 
A'GS ; d’où il snit que le point M, à mesure qu’il s’éloigne , s’approche toujours de plus 
en plus de l’asymptote CS, sans cependant la toucher jamais , cor il ne la joint qu’à l’iafini. 

Soit enfin M un point d’une parabole : si on la considère comme une ellipse .dont Fif. J. 
le foyer soit à l’infini vers X , les rayons vecteurs en M seront Mp, d’une part , et MF' pa- 
rallèle à AX, d’autre part; la tangente à l’ellipse ou à 1 a parabole sera donc la droite 
TM, qui divise en parties égales l’angle FMD, de FM et du prolongement MD de MF*. 

879. La parabole étant aussi une hyperbole dont un' foyer serait à l’infini, à l’opposé 
du point X , on doit par cette considération trouver la même tangente TM , et c’est ce 
qui arrive effectivement, puisque les rayons vecteurs du point M sont alors les droites 
F M , Md , et que la tangente à l’hyperbole devant d iriser leur angle en deux parties égales , 
elle coïncide avec la droite déjà obtenue TM. 

880. De ce que les angles TM O , TMF, sont égaux , et de ce que DMT et FTM sont 

alternes internes, il s’ensuit que TMF = FTM, et que le triangle TFM est isoscèle, 
ce qui donne FT = FM. Pour «voir la tangente en M à la parabole , il faut donc porter 
le rayon vecteur FM en FT , et mener TM. Cette propriété va nous en fournir une autre 
fort usuelle ; mais avant de la démontrer , il faut que nous fassions connaître le moyen 
qu’on emploie ordinairement pour déterminer les positions de divers points situés sur 
un plan. • 

881. On mène sur ce’ plan deux droites AX , AT, et M étant un des points dont on Fj K . 13. 

43 • 
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Fi*, n. 


F'g 7. 


Teut filer la position , on abaisse de ce point une perpendiculaire MP lur A v *1 
c°— APetP «- «*«t Je plu. ai AP est a droite ou à gauche de AT î „ pu 
"*. “" S ?“ a “- <l<aSOUi dc ^ ’ « 'Oit qu'on pourra toujours retrouver la ^L <ï 

8Ulre ^ “* i * Ué<JW ““* re S-cioooque sur le plan 

le. I rZr**!“? iè, 0 <i * r“« K>rler P^ U 4 Je» boites AXct AT, on nomme AP et PM 
<lu , PO ‘ i nt or ^“ de» coordonnées ; AP est Paires*, du point M 

PM ert «on ordonnée; k droite AA s'appelle 1W de. abtàuu. et A Y 1W *. oîZndsa 
Ordinairement 1 angle XAY est droit , et les coordonnée, sont dites «etauguWa dans 
le cas contraire ce sont des coordonnées obliques. ” 

88,. Cela pose, prenait AX pour l'axe de, sdsscimessk 1. parabole, et la tangente 

1* CÜmpmC0,,U ' e U •*“ Pde *’«*»■*• elle poi^T ni uZgentTcZT 

axe des abscisses, se nomme la soutaagente : on voit donc que, dan» la naJbole ZZ 

• r Z ‘* 5)n,ptr,te dw « «. que le point dZontact M 

etanti ".fins, le P««t 1 est a une distance infinie AT du sommet^, et qu'en cou*- 

queaee 1 asymptote tout enUère est aussi à l'infini : c’est-à-dire que 1. pu-àLle «moi 
qu elle ait des points a 1 inlmi , n’a cependant pas d'asymptotes. q ’ 9 

884 Des vanté TÉS. d-eUip.ee, d'hyperbole, et de parabole*. La parabole étant, comme 
nous 1 avons vu (8bg), la môme chose qu'upe elbpse e. qu’une hyperbole lufinftueM alon- 
gées, on voit par 1 mtmnédmre de la parabole, qu’il y , UIie sorte d’identité entre les 
générations «Je ces ; trois lignes , et q.'.Ue, forment un même genre de courbe, dZd£ 
sont les espèces ( ). Nous allons examiner leurs variétés. 

881 Supposons que l’excentricité CF « CF' d’une ell,p* «ut nuUe ; les deux foyer. 

le i l 7 ,r0U ' erO " t rCU “ ls »“ -«ire C, et il est mamtcsl* que U courbe décrite Zc 
le fil FMF sera circulant Le ocrcle est doue une variété d’ellipse 

S. les axes AA', BIT, étoient nul,, l'ellipse m réduirait à un point. 

S, le petit axe BB' avait une grandeur finie, et que le grand «e dirigé «.ivant^- 
fût infini, les foyers seraient à «les distances infinies du point C sur la droite a « les 
droite* menées aux foyers par les points B et B' seraient deux parallèles MH , M Di’, au 
7. d “ e ’ ctces deul dr0ll es seraient l’ellipse en question. En effet , lefilgénératcnr étant 
a taché a deux foyers situés a l'infini sur ad, tout point .M ou M' de la courbe sera situé 
par rapport a «*a foyers, et conséquemment par rapport à U droite ou', exactemmK de 
e que ks extrémités B et B' du petit axe; donc toute carde MM', parallèle à W 
ser^dune longueur égale à BB', et coupée en deux parues égale, par an' : donc, etc.’ 
886. Conrevon, que les axes AA', BB-, d’une hyperbole diminuent s.ms<,ue leur rappoK 
change; les hyperboles qu an obtiendra scrunt semblables (866), et elle, auront lestes 


ri Ce. lignes som to pcojectioos onhogo**, obi, que. c, eeaude, d'ua Cl.de w ,]« p), M g*.,. 
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asymptotês, puisque les angles tels que ACP ne changeront pas. De pins , il eA évident 
que plus les aies diminueront , plus les sommets A et A' seront voisins , et plus les deux 
branches de Phj-perbole s’approcheront des asymptote* iPS, **». 

Si le triangle CAP atteint la limite de ses décroissemens , limite dans laquelle ou aura 
CA — 0 , AP=CB=a, sans cependant que le rapport de CA à CB soit changé , les foyer* 
et les sommets de riivpcrbole seront réunis à son centre , et elle coïncidera avec ses 
asymptotes : donc les asymptote* d’nnc hyperbole sont une antre hyperbole , aemblable 
à la première , et dont les axes sont nuis. 

887. Si l’axe BB' devient nul , les asymptotes se confondront avec le grand axe , et comme 
elles comprennent l’hyperbole , cette courbe se trouvera confondue avec le même axe ; 
toutefois la distance AA’ n’en fera pas partie. Mais comme il y aura une hyperbole sem- 
blable pour laquelle les deux axes seront nuis , ccttc dernière hyperbole se confondra 
avec la droite indéfinie FF' tout entière. 

Si c’est l’axe AA' qui devient nul, Phypcrbole sc confondra avec l’axe BB'. 

Enfin si l’axe imaginaire devient infini, sansque l’axe AA' change, l’hyperbole se trou- 
vera formée par deux droites élevées en A et en A' perpendiculairement è AA'. 

888. Passons aux variétés de la parabole ; et puisque toutes les paraboles sont vrae même 
courbe rapportée à de* échelle* d M W i e û tes , supposons que l’unité de l’échelle soit suc- 
cessivement nulle et infinie. Dans le premier cas , la parabole se confondra avec Paie 
AX , et sera comprise entre le sommet A et l’infini k droite. Dans le second cas elle ae 
confondra avec la tangente YY* au sommet A. De ces deux paraboles AX , YY', Pune 
sera infiniment resserrée, Pautre infiniment ouverte. 

NOTE II. 

Sur Us Courbes qui ont pour projections deux lignes égales semblablement disposées par 
rapport à une perpendiculaire à la ligne de terre. 

88q. Vous allons faire voir d’abord qu’une courbe de l’espèce de celles don* mm nous 
occupons sst toujours dans un plan incliné à 45 degrés avec les plans de prejeotiem. 

Pour démontrer cette propriété nous commencerons par le cas où les projections ABC, 
A'B'C', de la courbe donnée , tournent leurs concavités vers la ligne de terre. 

Imaginons qu’un point quelconque (A, A') de cette courbe se meuve pour la décrire. 
Arrivé en un autre point quelconque (C, C), il se sera éloigné du plan hornontal de la 
hauteur nC' — lit! = m'C, et du plan vertical de la distance nC— /A — mC : c’est- 
à-dire qu’il se sera éloigné également du plan horiiontal et du plan vertical; car SI ré- 
sulte de ce que les courbes ABC , A'B'C', sont égales entre elles et semblablément 
disposées par rapport k une ligne BIP, perpendiculaire à In, que m'C — mC. Or, pour 
qu’un point mobile s’éloigne également de deux plans fixes , il fant qn’il se meuve dans 
un plgn qui divise en parties égales l’angle de ces deux plans ; donc les deux points (A, A'), 
(C, C ), sont dans un plan incliné à 45 degrés avec les plans de projection. Et comme 
c es points sont deux points quelconques de la courbe (ABC, A'B'C'}, il s’eüsnit. que cette 
courbe tout entière est dans ce plan. 

43 .-. 
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PI. 67. Si U ligne ABC «Tait U position AB'C*, elle serait encore placée par rapport à B lï 
Fig. 8. J e l a même manière que ABC', et l’on conclurait de ce que mC = m'C, qu'eu trans- 
portant le point (A, A') eh (C*, C'), on le rapprocherait du plan vertical de la distance 
dont on l’éloignerait du plan lioriiontal , ce qui montre que les points quelconques (A, A'), 
(Ç", C') , et conséquemment la courbe entière (AB'C*, A'B'C') , seraient encore dans un 
plan incliné à degrés avec les plans de projection. 

la même conclusion aura lieu si les deux projections tournent leur convexité vers la 
ligne de terre , ou si la projection horizontale tournant sa concavité vers cette ligne , 
la projection verticale lui présente sa convexité. 

890. 11 est facile de voir d’après cela qu’on peut mener par le point (A, A') quatre 
courbes, dont les plans fassent des angles de 45 degrés avec les plans de projection, et 
dont les projections soient des lignes égales à ABC , placées de la même manière par 
rapport à BB'. De ces quatre courbes, deux sont évidemment dans un même plan , et les 
deux autres dans un second plan perpendiculaire au premier. 

891. Si la ligne ABC était un arc de cercle tangent à la ligne AA', deux des quatre 
courbes dont il s’agit seraient les prolongcmens des deux autres, et il n’y aurait dans 
l’espace que deux lignes courbes distinctes, au lieu de quatre , correspondantes aux di- 
verses positions des projections ABC, A'B'C, par rapport à BB'. 

89a. El comme ces deux lignes rourlx» seraient sur les cylindres droits qui auraient 
pour bases leurs projections (168), il s'ensuit qu’elles seraient les intersections de ces cylin- 
dres avec des plans incliaés à 45 degrés sur ces mêmes cylindres : or , on sait que l’inter- 
section d’un cylindre à base circulaire et d’un plan est une ellipse (587); ainsi les lignes 
courbes dont il est question seraient elliptiques. 

NOTE III. 

. De la Méthode des courbes d'erreurs. 

» 

893. Les problèmes i* r et a* du chapitre iv , livre I", ont été résolus par une méthode 
très féconde, qui mérite d’étre développée, et qui s’emploie quand la résolution d’une 
question tient è la construction d'un point situé sur une courbe donnée. Elle demande un 
peu d’invention , et voici d'ailleurs en quoi elle consiste. 

Ayant trouvé une série de suppositions, parmi lesquelles on sait qu’il y en a une qui 
convient au point cherché, ayant aussi trouvé le procédé favorable au but que l’on se propose 
par lequel on déduirait ce point de la supposition à laquelle il correspond, si elle était 
connue, on fait plusieurs de ces suppositions; on en déduit un suite de points dont chacun 
serait le point cherché , si la supposition d’oà il résulte était vraie; par ces points ou mène 
une ligne courbe qni contient nécessairement cc point , et comme il est déjà sur une courbe 
donnée , il se trouve l’intersection de deux courbes connues. 

PI. 8. 894. Ainsi , dans la fig. 1 , pl. 8, il s’agit de mener par le point M une tangente à la 

Fig. r. courbe AC B, et la question se trouve ramenée à la construction du pointdecontactC.de cette 
tangente (tai): or, si la normale correspdndante à ce point était connue, on abaisserait du 
point M une perpendiculaire sur cette normale, et le pied de cette perpendiculaire serait 
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le point cherché. Si donc on mène le* normales ab,db', a“b“...,e t qu’on abaisse les per- PI- 8 
penüiculaircs Mb, Mb', Mb"..., le* pieds b, b’, b"..., formeront une ligne courte, dont 1 
chaque point b serait le point cherché, si la normale correspondante ab était bien choisie , 
donc le point cherché sera sur cette courte : donc , etc. 

De même dans la figure a, où il s’agit de mener parallèlement à la droite PQunctangente b'S- >• 
à la courte ACB (taa), le point <f,ou d, ou d", etc., coïnciderait avec le point de contact 
de la tangente cherchée, si cette tangente était ab , ou ab', ou o"i*, etc. Mais la tangente 
cherchée fait partie des tangentes ab, ab , ab’ . . . , de la courte ACB; donc le point de 
contact de cette tangente est sur la ligne ddef..., dont chaque point serait le point 
cherché, si la supposition d’où il résulte était vraie : donc il est en C à l’intersection de 
ACB e{ de ddd . .. • 

Ce dernier exemple montre bien que le procédé par lequel on déduit , des supposition» 
faites, les points d, d , d". . . , doit être choisi arec sagacité pour être favorable au but que 
l’on se propose (*). 

895. Chaque supposition fausse devant conduire b une erreur, M. Hachette a nomme fie 1 

courbes derreurs les courbes bb'b°,.. t ddd"..., auxquelles on est conduit par la méthode ct 

Fia s. 

que nous venons d exposer. 

8g6. La plupart des courtes auxiliaires qui servent dans la Géométrie descriptive 
peuvent être, considérées comme des courtes d’erreurs. Ainsi , dans la iig. 3 , pl. 8, où il 
s’agit d’avoir le point d’intersection d'une courte (ABC, A'B'C') et d’un plan (DE, EF) , Fig. 3. 
on peut supposer que le point cherché soit en projection horizontale en D, G , B, etc. , et 
les conséquences de ces supposition* seront qu’il se projette sur le plan vertical en D', G', 

B', etc. , ce quidonnera la courte d’erreurs rfCL', dont l’intersection avec A'B'C' donne 
le point B', et ensuite le point cherché (B, B') (ia3). 

Pour ne point entrer dansées détails quel’ emploi de la dénomination de courbes d’erreurs 
aurait exigés, nous n’avons employé que celle plus génératede courbes auxiliaires. Mais, 
comme la méthode des courtes d’erreurs a des avantages qui lui sont propres, nous avons 
voulu en entretenir un moment le lecteur (voyez-en une application n°’ 61 7 et G18). 

Len° go3 en offre une autre application, et pour se la rendre familière on pourra se pro- 
poser cette question : Etant donnés une courbe et uts points construire la normale qui cor- 
respond à ce point. 

NOTE IV. 

Sur les dénominations de nappes de surfaces et de branches de courbes. 

897. Une hyperbole est une courte quia deux branches , et la surface qu’elle engendre 
en tournant sur son axe réel a deux nappes. Chaque branche et chaque nappcétant distincte 
de l'autre branche et de l’autre nappe, l’emploi des dénominations de branches et de nappes 


(*) ftous avions d'abord résolu le problème du n* tir au moyen de deux courbes auxiliaires; l’un de 
nBa amis (M. Bélanger, Ingénieur des Ponu et Chaussées) nous a indiqué les simplifications an moyen 
desquelles nous a’en employons qu’une. On peut aptdiqurr (les simplifications analogues aux constructions 
du n*65 6. 
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34 il 

n’a ici rien d’embarrassant. Si l’on dit que la spirale développante du cercle a deux branches 
unies par un point de rebroussement , et un cône deux nappes unies il son sommet , ce qu’il 
faudra entendre sera encore fort clair. Mais si l’on dit que lorsqu’un système de droites 
parallèles coupe une elli pse, oes droites la rencontrent d’abord suivant une première série de 
posnts , puis suivant nnc seconde série d’autres points , et que la première série forme une 
branche de l’ellipse, et la seconde série l’autre branche, comme lesbrancbe&dont on entendra, 
parler ne seront pas séparées, ni même distinctes sans l'aide des parallèles, l’application 
dn mot branche sera un peu forcée. De même, si l’on dit qu’une hélice a une inimité de 
branches , et un héliçoïde une infinité de nappes, le discours sera obscur. 

Cependant , les mots de branches et de nappes s’emploient ainsi; et comme ils ne sont pas 
les mêmes que ceux de parties ou de portions, qu’on pourrait leur substituer , il e»t lion 
d’assigner exactement lenr valeur par rapport à ces derniers. 

Une partie ou une portion de courbe on de surface est terminée à des limites quelcon- 
ques absolument arbitraires, et il n'en est pas ainsi des branches d'une courbe ou des nappes 
d'une surface. Ces dernières sont toujours terminées A des points , ou à des lignes, qui ont 
une même définition , que l’on sous-entend souvent, et qui est d'ordinaire fort évidente. 

Quoi qu’il en soit, il faut, autant qu’il est possible, n'appeler branchesde courbes, et nappes 
de surfaces . que les parties séparées qu’un mémo fil non interrompu peut former pour les 
lignes, et qu’un même tissu non interrompu peut former pour les surfaces. Je dis autant 
qu'il est possible, parce qu’en partant de principes qui semblent conduire A des branches 
ou à des nappes bien séparées, on arrive quelquefois A des branches ou A des nappes 
rénnies (478 et 486). 

. NOTE V. 

Sur Us Surfaces conique*. ‘ 

8g8. Tkkoiums. A» tenions d'an cône et d'une suite de plans parallèles sont 
semblables. ■ * * 

PI. <K' Soit A le sommet dn cône; MNP et mnp , deux quelconques des sections dont il s’agit"; 
® - abaissons du point A une perpendiculaire AE sur le plan MNP, et soit r le point oô elle 
percera le plan mnp. Si l’on mène par AE deux plans quelconques AMR , ANE , ils cou- 
peront les plans MNP, mnp, suivant des droites parallèles MR et mr, NE et ni ; ainsi 
l’on aura 

KM : rm :: ar : a r :: RN ; ns, 

ou 

RM : rm ;; RN ; « 1 . 

Et comme les angles MRS , mrn , sont égaux , il s? ensuit que deux secteurs corres- 
pond&ns quelconques MRN , mrn , supposés infiniment étroits , sont semblables , et con- 
séquemment que les sections MNP , mnp , se composent de Sections semblables : mais 
les secteurs correspondons sont placés de la même manière dans les deux sections ; 
donc, etc. 

899. ConocLei re i”. 11 suit de là que si l’on mène aux sections parallèles MNP, 
. mnp , mnp', etc. , et par les points d’un même élément AM, nue suite de tangentes 
elles seront parallèles entre elles. 
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900. Corollaire a. Si l’un des plans coupons passe par le point A , la section sera PI. 67. 
un point , et les parallèles aux tangentes en AI , en N , en P , etc. seront tangentes à ce P'ï- !>• 
point , considéré comme une courbe : d’où l’on soit qu’il aura une infinité de tangentes 

qui rempliront une partie considérable de l’espace. Dans le cas où le cône aurait pour 
base un cercle, cette partie de l’espace serait évidemment le solide extérieur aux deux 
nappes du cane (902). 

901. ComoLLMH* 3 . 11 suit de là que tout plan mené par le sommet d’un cène est 
tangent à ce cône, car il est facile de mener dans ce plan , et par cc sommet , deux droites 
qui soient les tangentes à cc sommet : il est évident meme , d’après ce qu’on vient de 
voir, qn’il y aune infinité de manières de mener ces deux droites. 

902. Ce résultat étonne ordinairement les commençant, 

i°. Parce qu’on ne voit pas d’abord que tout plan mené par te sommet d'un cène ait 
une facette commune avec ce cène Mais puisque ce plan contient une infinité de tan- 
gentes au sommet, il est dans le même cas que 1rs autres plans taogens; il contient les 
éJéincns infiniment petits communs aux tangCDtcs et à la surface; seulement, ces élé- 
mens ayant le maximum de petitesse , la facette commune se réduit à un point. 

a 0 . Parce que toutes les tangentes à une surface, en un dç scs points , ne sortent pas 
d’ordinaire d’un seul et même plan, qnteat le plan tangent correspondant à cc point (147) > 
tandis qu’ici toutes ces tangentes forment un solide. Pour expliquer cette nouvelle singu- 
larité, concevons que les axes, réel et imaginaires, d’un hyperboloïde de révolution 
à deux nappes, diminuent dans la même proportion , et se réduisent enfin à téro : l’Iiy- 
pcrboloide s’approchera pen à peu du cène droit déterminé par les asy mptotes de l'hy- 
perbole méridienne; et lorsqne les axes deviendront mds. il se confondra avec ce cène. 

Or, pour chaque position de l’hyperboloïde , les tangentes aux méridiens formeront un 
solide, et *• étant l’angle de l'asymptote et de Taxe de révolution , il y aura des tangentes 
perpendiculaires à ce ^ axe, et d’autres qui feront avec lui des angles de toutes les .valeurs 
possibles, comprises entre go" et x. Mais tous les points de contact qui répondaient aux 
tangentes inclinées avec Paie d'angles plus grands que rr se trouveront réunis au sommet, 
lorsque l’hypcrlsoloidc sc changent en cène; donc ce sommet doit avoir une infinité de 
tangentes qui forment un solide extérieur au cène. En considérant un autre bypertvo- 
loïde de révolution, qui soit à une nappe , et dont l’hyperbole génératrice ait pour asym- 
ptotes les asymptotes de l’hyperbole génératrice préccderitc, on verra que ai lea axes de 
cette hyperbole deviennent nuis, en conservant leur rapport, l’hyperboloïde *e change en 
un cène, et que cc cène , qui est le même que le précédent, a pour tangentes toutes les 
droites qu’il renferment qui passent par son sommet : donc un cône , comme cas singulier 
des hy perboloïdes à deux nappes et à une nappe , dont il est la limite , a pour tangentes 
toutes les droites possibles qui passent par son sommet. C’est ainsi que Us cas particu- 
liers retiennent toujours, par des propriétés singulières, une sorte d'empreinte de celles 
qui appartiennent aux cas généraux. 

3 ". Enfin, parce que les commençans prennent l’idce des plans tangens, lorsqu’ils ne 
connaissent encore que des surfaces convexes , cylindriques , coniques et de révolution; ce 
qui les conduit à penser que ces plaus ne «ont jamais coupons. -C’est une gtwc erreur 
dont nous avons parlé prccoilemiueut (345 , 3 o 8 , etc.). 
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344 


NOTE VI. 

ÉUmt données deux lignes courbe» LMNP , Imnp , situées dans un même plan , mener une 
droite qui les touche à la fois toutes les deux. 


qo 3 . Par un point M de l’une on mènera sa tangente MA. ; parallèlement à MA on 
mènera la tangente mC à l'autre (t aa) , et par le point de contact m, de nette dernière tan- 
gente, on abaissera La perpendiculaire m A sur MA. Il est clair que si MA était la tangente 
demandée, le point A , ainsi déterminé , serait le pointde contact de cette tangente et de la 
ligne Imnp. Si donc on fait varier le point M , et qu’on fasse , sur un certain nombre des 
positions qu’il occupera, les opérations qu’on vient de faire sur sa première position M , 
on trouvera une suite de points A , A', A', etc. , dont chacun serait le point de contact de 
la tangente demandée et de Imnp, si le point M dont on est parti était celui de la même 
tangente et de LMNP. La courbe AA'A* sera donc une courbe d’erreurs ( 8 g 3 ) qui con- 
tiendra le point de contact delà tangente cherchée et de Imnp ; d’oli l’on voit que ce point 
sera le point n. 

En menant donc , par le point n , la tangente Nn à la courbe Imnp, cette tangente lou- 
chera tou t-i-la- fois LMNP et Imnp , et elle sera la tangente demandée. 


NOTE VII. 

La transformée de la section faite par un plan A'B', dans un cylindre à hase circu- 
laire {AOB, (A, AA').}, est une sinusoïde. 

904. Supposons qu’on prenne pour origine des coordonnées le point o, de U transformée . 
donné par le point ( 0 , 0 ') de la section. Ayant porté Tare OP de o en p, sur l’axe oX 
des abscisses, si l’on porte P'M' de p en m. , sur, la perpendiculaire à cet axe élevée en 
P, le point m appartiendra à la transformée dont il s’agit, et les coordonnées de ce point 
seront les lignes op et pm. 

Faisons op = x, pmemy, nous aurons op = arc OP =• ». Mais pm=y~ FM = a 
X O'P' — a X SI’. On a aussi SP = siet OP = sin * ; donc. y =a X .SP=n un x : ce 
qui donne, pour équation de ta transformée, l’équation y = q nn x d’une sinusoïde. 

NOTE VIII. • 


Des constructions géométriques et de leur exactitude. 

qo 5 On doit distinguer deux genres de constructions géamétriques, celles qui n’exigent 
quela ligne droite et le cercle, et celles qui exigent des lignes courbes autres que des 
cercles. Nous allons examiner les avantages et les inconvémens de ces deux genres de 
constructions. * 

906. Des CONSTRUCTIONS QUI N KXIGENT que la ligne droite et le cercle. Il semble- 
rait d’abord que les résultats de ees-eonstructions fussent toujours très exacts; mais on 
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va reconnaître qu’il peut y avoir dans les opérations les plus simples des causes graves 
d'inexactitude. 

907. 1°. Lorsque deux lignes sc rencontrent sous un angle fort aigu, au lieu de se couper 
en un point unique, elles ont , sur nos dessins, oit elles ne sont jamais sans largeur, un 
petit élément commun , et leur intersection est difficile à discerner sur cet élément. Il 
suit de là que les points où les lignes sc coupent sc trouvent d’autant moins exactement 
que l’angle de ces lignes est plus éloigné d'étre droit. 

908. 2°. Une ligne droite peut être menée par deux points , et comme ces points ont 
toujours une certaine étendue sur les dessins , on trace la ligne qu’ils déterminent d’au- 
tant moins exactement qu’ils sont plus rapprochés. 

909. 3°. Lorsqu’un cercle est dfterminé par trois points, il faut aussi, pour que les 
constructions soient exactes , que ces points ne soient pas trop rapprochés -, et il faut en 
outre, ponr décrire le cercle bien purement, qu’il ait un rayon qui ne soit ni trop petit 
ni trop grand , sans quoi le compas , trop fermé ou trop ouvert , trace des arcs irréguliers- 

910. Dans les constructions compliquées, ces inconvéuiens et d'autres encore sc trou- 
vent souvent rassemblés , et les résultats auxquels on parvient ne sont quelquefois pas plus 
exacts que si l’on opérait par sentiment. Si l’on donnait, par exemple , un angle d’un de- 
gré, et qu’on demandât d’en déduire l’angle droit, avec la règle et le compas, en construi- 
sant successivement, au moyen de l’angle donné, les angles de 2“, 4°, 8°, iG“, 32°, 64”, 
80°, 88° et enfin 90°, on n’arriverait pas à on résultat plus juste que si l’on opérait à vue. 

91 1. Ainsi, les épures qui n’exigent que la ligne droite, et la ligne circulaire, sont 
sujettes, comme les autres, à beaucoup d'inexactitude. Cependant, il y a généralement 
de l’avantage, surtout pour les dessinateurs peu exercés, à opérer par le moyen de ces 
lignes : les ligures sc font pour l’ordinaire plus promptement, plus facilement , et plus 
correctement. 

91 2 . Des CONSTRUCTIONS QUI EXIGENT des lignes courbes autres que des cercles. 
Ces lignes ne pouvant pas être décrites par un mouvement continu , on est ordinairement 
obligé d’en déterminer des points, et il faut ensuite lier ces points par un trait ferme et 
délié qui coïncide avec elles. Or, on sent que l'exécution de ce trait n’est point exempte 
d’arbitraire , et que l’arbitraire est presque toujours de l’inexactitude. 

913. Cependant , entre les mains des praticiens habiles , le tracé des lignes courbes est 
un moyen de construction non moins exact que les moyens qui sont fournis par la ligne 
droite et le cercle : ce tracé corrige même souvent les fautes qui résulteul de l’emploi de 
la règle et du compas. Ainsi , lorsqu’on a déterminé nn certain nombre de points d’une 
courbe, on juge par la forme qn’ils indiquent s’ils sont tous bien à leur place; on re- 
jette ceux qui sont mauvais, on en refait la construction , ou bien l’on en construit de 
nouveaux; et quand on n'a plus d’incertitude sur la forme et la position de cette courbe, 
od la trace ("). (*) 


(*) De ïoot le» defauts que peut présenter une courbe soumise S la loi île continuité, lorsqu'elle ne 
s'éloigne pu» sensiblement île sa rentable positioo , le plus grand, c’est qu’elle c'ait pas une forma gracieuse 
c’est doue ce défaut qu’il faut surtout éviter. 
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914. Pour bien juger de la forme générale d'une courbe dont on connaît quelques 

points ( parmi lesquels il est convenable que se trouvent les points singuliers de la courbe, 
si elle en a , parce que ces points la caractérisent mieux que d’autres ) , il faut d'ordinaire 
beaucoup de sagacité et d'habitude. Les dessinateurs qui joignent 5 ces qualités l’étude 
des Mathématiques élevées, ont de grands avantages sur les autres, parce qu'ils s'assurent 
souvent , sans aucune peine, qu’une surface cherchée est plane; qu’elle a d’autres bran- 
ches que celles dont on s’occupe; qu'elle s’étend à l’infini ; qu'elle a des asymptotes, des 
points de rebroussement , d’inflexion , de serpentement ; qu’elle devient , dans tels 
et tels cas particuliers, une autre courbe plus connue, ou le système de plusieurs 
courbes, etc-, etc. ^ 

91 5 . Lorsqu’on sait mener facilcmnt des tangentes aux lignes courbes que l'on emploie, 
leur tracé est beaucoup plus aisé, parce qu’ayant à vérifier la position d'un point qui pa- 
rait mal construit, il ne s’agit que d’obtenir la tangente correspondante à ce point, pour 
juger aisément, par l’effet qu’elle présente , si ce point est bien ou mal placé. 

916. Quand on n’a pas de moyen direct d’obtenir les tangentes, on peut employer le 
procédé du n° 766 : mais c'est substituer , après bien des opérations, un tâtonnemeat à un 
autre; car il faut construire des courbes auxiliaires dont on n'a que des points, et s’il y a 
de l’arbitraire à mener une tangente à vue, il y en a aussi à mener le trait compris entre 
deux points déterminés d’une courbe auxiliaire. Il est vrai que l’erreur faite en traçant une 
telle courbe n’altérerait pas beaucoup l’exactitude de la tangente cherchée; toutefois un 
dessinateur quelconque s’en fiera toujours autant à son coup d’œil qu'à un procédé aussi 
long , et par conséquent aussi fautif (*). 

917. D’après cela, les constructions qui exigent des courbes, et cellcssurtout qui exigent 
l’emploi des tangentes, quand on n'a pas de méthodes simples pour déterminer ces tan- 
gentes , sont en gcuéral les plus vicieuses. 

Quelquefois on a les tangentes, niais on ne sait pas trouver les points de contact, ou bien 
on ne sait les déterminer que par le procédé à peu près impraticable du n° 771 , alors on 
est dans un cas non moins défavorable que le précédent. 

918. Cependant un dessinateur habite , que la théorie éclaire, se tire ordinairement de 
toutes les diflicultés , et opère assez sûrement avec toutes les méthodes. Toutes ont , comme 
nous venons de le voir, leurs causes d’inexactitude, et ces causes peuvent se combiner de 
telle sorte que, de deux procédés qui conduiraient à un même résultat, l’un en menant .b 
▼ne des tangentes à une courbe déterminée par points, l’autre, par la ligne droite cl le 
cercle, ce dernier soit le moins bon» 


Nous avons indique beaucoup d'autre* procèdes aussi peu praticables que celui du n« 766: iJi sont moins 
intcrCtttU» que ce dernier ; toutefois nous les croyons tous utdca .soit pour compléter des théories importante* , 
soit piur montrer que les quesi tins qu’ils résolvent ne sont pas à la rigueur insolubles graphiquement. 


FJN DES NOTES. 
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3 10. Si un plan se meut autour d’un clément d'un hypcrboloide de révolution a une 

nappe, il sera constamment tangent à cette surface, 

1 üid. 
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IN 0 3 1 1 . L'hyperboloïde dont il s’agit est une surface non convexe dans toutes scs par- 
ties , page 1 1 3 

3 12— 3 1 4- Exécution de l J épure ; détermination des parties vues et cachées de la pro- 
jection horizontale - , détermination des parties vues et cachées de la projection 
verticale, ibid. 

3i5 et 3i6 . Problème 7. Mener par un point pris sur un para bo loi de hyperboli- 
que un plan tangent à cette surface , 1 1 4 

317. Problème 8. On donne les deux droites directrices d'un parabolvide hyperbolique , 
• le plan directeur de ceUe surface ^ un de ses élémens et un point de cet élément, 

et ton demande le plan tangent en ce point , 116 

3 18 et 319. Recherche du second élément passant par le point de contact; construc- 
tion du plan tangent , ibid. 

320. Exécution de l’épure ; représentation du paraboloïilc hyperbolique donne » 117 
321 — 324. Du choix des données de l’épure , fait d’après un mode remarquable de la 
génération du parabolotde hyperbolique; application de ce mode à la con- 
struction des élémens delà première génération; application à la construction 
des élémens de la seconde génération ; avantages des données choisies , ibid. 

3a5. Des parties vues et cachées de l’épurCj 119 

326—329. Phoblème g. On donne les trois droites directrices d' un hyperboloïde à une 
nappe , et l'on demande , x°. l'élément qui passe par un point de l'une des 
directrice* ; a®, le plan tangent à V hyper boloïdv en un point de l'élément 
construit , 120 

33 0. Problème 10. V ne surface gauche dont la génératrice est constamment paral- 

lèle à un meme plan étant donnée , avec la projection horizontale d’un de ses 
points , on demande le plan tangent à cette surface en ce point. Construc- 
tion du point de contact , t2i 

33 1. Construction de l’élément qui passe par le point de contact, 122 

332 et 333. De la construction du plan tangent au moyen d’un paraholoide hyper- 
bolique auxiliaire , ibid. 

334 et 335. Explication d f un cas singulier. Exécution de l'épure f ia3 

336 cl 337. Problème «i. Les trois directrices d’ une surface gauche étant données , 
avec la projection horizontale d'un point de cette surface , on demande U plan 
tangent en ce point à la surface donnée. Construction du point de contact et 
de l’élément correspondant; autre procédé pour obtenir le point de coutac 
et rélément correspondant , ibid. 

338 et 33g. De la construction du plan tangent au moyen d’un hyperlxdoide auxi- 
liaire; d’un cas singulier, * . 124 

34o et 34i. Problème général. Etant donnés une surface quelconque et un de ses 
points , trouver le plan tangent à cette surface en ce point . Solution générale; 
sim pli Gestion qu'elle peut souvent subir , ibid. 

342 et 343. Des moyens généraux de solution qui s’appliquent aux cylindres, aux cônes 
et aux surfaces de révolution ; au défaut de ccs moyens , d’autres s’appliquent 
a ux surfaces gauches et aux enveloppes , 1 2 5 
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CHAP. II. Des plans tangens menés par un point donné au dehors d'aile 

surface. 

344— 346. Problème. i”. Par un point donné au dehors d’un* surface cylindrique 

connue, mener un plan langent à cette surface , page ia6 

34j Ct 348. PaoiLÈMZ a. Par un point donni au dehors d'un cSne , mener un plan 
tangent à ce cène, 127 

34q et 35o. Pboklémb 3. Par un point donni au dehors d’une surface sphérique , 
mener un plan tangent à cette surface. De I« détermination de la courbe de 
contact Je 1» sphère donnée et du cène circonscrit ayant pour sommet le 

point donné , 128 

35 r et 35a, PRoaubaa 4- P ar urt point donni hors et une surface de révolution , 
mener un plan tangent à cette surface. De la courbe de contact de la surface 
donnée avec on cane circonscrit qui aarait ponr sommet le point donné, 1 29 
353. Problème 5. Étant dormit une surface de révolution et un point . on demande 
la courbe de contact de cette surface et du cône circonscrit qui garait 
pour somme t le point donni. De» divers procédés qui terrent à déterminer les 
pointa de la courbe demandée , ibid. 

354 — 356. I** Procédé J dans lequel l’enveloppée est une turf ace conique ; a’ procédé , 
dan» lequel C enveloppée set une surface sphirique ; 3* procidi , dans lequel 

l'enveloppée est une surface cylindrique * i3o 

357—359. Construction des points singuliers de Ut courbe demandée. De ce ni de ces 
pointa qui «*obticnnent , immédiatement , en menant des tangentes aux con- 
tours de la surfaoe ; de ceua qui «ont dans le méridien passant par le point 
donné ; les hauteurs de ce» derniers pointa sont de» maximum ou dea mini- 
mum . ; i3a 

36o et 36i. Dea tangente» de la courbe demandée aux pointa aituéa dans le méridien 
du point donné j dea tangentes à cette même courbe suivant le» antres pointa 

singulier! , i33 

36a et 363. Les pointa singuliers dont il rient d’ètre question peuvent être divisés 

en troii espèce». Exécution de lépure , i34 

364 et 365. PbobiAms 6, Par un point donni au dehors d'une surface gauche , 
mener un plan tangent à cette surface. Tout pian mené par un élément de la 
surface donnée est tangent à cette surface ; de la courbe de contact de la 
sphère donnée ct du cène circonscrit ayant pour sommet le point donné , i35 

366 — 368. Pnoatèna oisinAi. Par un point donné au dehors et une surface con - 
nue , mener un plan tangent à celte surface. De la courbe de contact de la 
surface donnée et du cène circonscrit ayant pour sommet le point donné; lors- 
que la surface donnée est une surface déreleppable , le problème proposé n’a 
qu’un nombre fini de solutions, ibid. 
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GHAP. IH. Des plans tangens menés parallèlement à une droite donnée. 

N 01 36 g et 3 ^ 0 . PbobiAm* 1". Mener un plan tangent à une surface cylindrique paral- 
lèlement à une droife donnée , _ • page 1 36 

371 et 373. PbomAms 3 . Mener un plan tangent à une surface conique parallèle- 
ment à une droite donnée , ibid. 

373. PkobiAmi 3 . Étant donnée une surface de révolution et une droite , on demande 
un plan parallèle à cette droite et tangent à ta surface donnée. Du lieu (les 
points de contact de tous les plans qui satisfont au problème proposé, 137 

374 - PbOsiAmb 4 * donne une surface de révolution , on donne une droite , et 

l'on demande la courbe de contact d'une surface cylindrique , circonscrite à 
la surface de révolution , et dont les élément soient parallèles à la droite donnée. 
Ce problème peut être résolu par plusieurs procédés, >38 

375— 377. 1” Procédé , dans lequel F enveloppée est une surface conique y a* procédé , 

• dans lequel l’enveloppée est une surface sphérique ; 3 * procédé , dans lequel 

l’enveloppée met une eurfi s ee e yU n d riqsee ; ~ ibid. 

378—380. Construction des points singuliers de la courbe demandée. De ceux de ces 
points qui s’obtiennent , immédiatement, en menant des tangentes aux contours 
de la surface; de ceux qui sont dans le méridien passant par la droite donnée; 
les hauteurs de ces derniers points sont des maximum on des minimum , 1 4<> 
38 t. Des tangentes de la courbe demandée suivant les points singuliers, > 4 > 

38 a et 383 . Exécution de l’épure ; les points singuliers séparent toujours les ares vus 
d'avec les arcs cachés de la courbe demandée, 1 43 

384 . Pnom ;- mk 5 . Étant données une surface gauche et une droite , mener un plan tan- 

gent à cette surface parallèlement à la droite donnée , ibid. 

385 . PnoBi.fxr gén£axl. Mener parallèlement à une droite donnée un plan tangent à 

» Jï 

élémens sontparaHèles à lq droite dohnée , ,43 

387. Des contours de la projection d’une surface, * ibid. 

388 . Lorsque la surface donnée est une surface développable, le problème n’a qu’un 

nombre fini de scrutions , ibid. 

CHAP. IV . Des plans tangens menés par une droite donnée. 

889 et 390. Ou ne peut pus mener par une droite donnée un plan tangent à une surface 
développable; exemples, page >43 

391— 394. PbobiAjd t. Par une droite donnée , mener un plan tangent à une surface 
sphérique, r44 

3 g 5 . PaoBLCMï 3. Par uns droits donnés , mener un plan ' tangent à une eurface de 
révolution, 147 
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K°* 3 g 6 — 399. 1 r * Solution j dans laquelle on emploie des cônes auxiliaires ; choix des cône? 

auxiliaires. Indication des constructions; de la détermiuation des points où §c 
coupent les courbes de contact, page i 4 ; x 

4 oo — 4°2. Observation sur la sncface prise pour exemple, et sur deux cônes auxiliaires 
particuliers au moyen desquels on simplifie, beaucoup les constructions, lors- 

que la surface donnée est du second degré. Exécution de V épure , 148 

4 o 3 — 4 ° 6 - 2* Solution j dans laquelle on emploie un hyperboloïde de révolution à une 
nappe . Exposé de cette solution ; construction ; cette solution est moins rigou- 
reusc que la première. Execution de V épure , 

407. Problème o£n£hal. Étant données une droite quelconque et une- surface quel- 

conque, on demande le plan tangent à la surface donnée , passant par la droit > 
donnée , 

4 0 8 . Premier procédé, dans lequel on emploie des cônes auxiliaires, ibid. 

409. Deuxième procédé, dans lequel on emploie une projection auxiliaire , ibid. 

4»o et 4 1 *• Hu cas où la surface donnée serait une surface développable; cas singulier 

que présente le cône , ibid.’ 

Cil AP. V. Des plans tangens à plusieurs surfaces ; 


IV* 4 1 Un plan ne pouvant pas être assujetti à toucher plus de trois surfaces, nous n’avous 

à nous occuper que des plans tangens à deux et à trois surfaces, page 
4 * 3 . Pbobü.mc i* r . Étant données deux surfaces quelconques, on demande un plan qui 
les touche à la fois toutes les deux , ibid. 

4 i 4 — 4 i 6 . Ce problème a une infinité de solutions, qui sont les positions de l’enve- 
loppée d’une surface développable circonscrite aux deux surfaces données; de 
la construction dej élémens de la surface développable circonscrite, et des 
courbes de contact de oette surface et des surfaces données; du cas où les sur- 
faces données seraient développables , ibid . 

417. Problème 2 . Deux surfaces quelconques non développables étant connues, on de - 

mande de leur mener un plan tangent par un point pris arbitrairement dans 

V espace. Solution générale, i 54 

4 1 B — 420. Du cas oiiles surfaces données seraient deux sphères : alors le problème a 
quatre solutions ; construction de deux solutions qui correspondent au cône 

circonscrit extérieurement aux deux sphères. Exécution de V épure , i 55 

421. Problème 3 . On demande un plan tangent à la fois à trois sphères données. Ce 
problème a huit solutions, 1 5 7 

4 x 2 — 4 a 4* Problème 4 - Etant données trois surfaces quelconques , on demande un plan 
, , ; qui les touche toutes les trois. Solution générale. Du cas où le» surfaces données 
seraient sphériques; des cas où il entrerait des surfaces développables parmi les 
v . MrùcM d sBaéei. . . ' • •' ; i_58 
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LIVRE IV. INTERSECTIONS DE SURFACES. 

N M 4a5 et 4*6. Exposé de ce livre; du rabattement de l’intersection d’une courbe et d’un 
plan. De la transformée de l’intersection d’une surface développable et d’une 
autre surface, page i6o 

CHAP. I* r . Des intersections de plans et de surfaces courbes. 

N° 427. PuoBLÈMx I n . On donne un cylindre et un plan, et l'on demande , I*. leur inter- 
section commune; a*, le rabattement de cette intersection ; 3*. la transformée de 
la même intersection sur le développement du cylindre. Choix des plans de pro- 
jection, page 160 

4a8. D’après ce choix, l’intersection demandée se trouve immédiatement repré- 
sentée, 161 

• 429 — 43i. Construction du rabattement, du développement du cylindre, et de la trans- 
formée, • • • ibid. 

43a. Lorsque la base du cylindre donné est une courbe fermée, la transformée se trouve 
composée de parties pareilles , qui s’étendent à l’iniini , 16a 

433. Comment on peut tracer la courbe demandée sur un cylindre solide, au moyen 
de sa transformée, i63 

434 et 435. De la marche à suivre avec un autre choix de plans de projection. Exécution 
de l'épure , ibid. 

43C. Problème a. Trouver, 1*. l'intersection d'un c ine droit et d’un plan; a°. le rabat- 
tement de cette intersection ; 3*. la transformés de la même intersection sur le 
développement de la surface du cône. Représentation des données, 164 

437 et 438. Construction de l'intersection demandée. Elle est composée de branches qui 
s’étendent à l'infini ; construction du rabattement, ibid. 

439. Remarques au moyen desquelles on peut simplifier les opérations, i65 

44® — 44* • Construction du développement du cône ; construction de la transformée, 166 
44a. Observations sur diverses particularités de l'épure, 167 

443 et 444- Autre procédé qui conduit è l'intersection demandée; comment ce procédé 
conduit à la transformée, ibid. 

443 et 446. Observation relative au cas où le cène donné, au lieu d’étre droit , serait 
quelconque. Exécution de l épure, 168 

447- Problème 3. V ne surface de révolution quelconque étant donnée , on demande son 

intersection avec un plan donné. L’exemple choisi est celui d’un hyperbo- 
loide , 169 

448— 45o. Construction des points de l'intersection demandée; construction de deux 

points singuliers de l’intersection obtenue; construction du rabattement de l’in- 
tersection , ibid. 

45i et 452. Moyen de solution qui présente l’avantage de dessiner ,1a surface particu- 
• libre prise pour exemple. Exécution de l’épure, 171 

46 
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N® 453 . Problème oér’Èral. Trouver F intersection d'un plan et d’une surface quel- 
conque, page 173 

C1IAP. II. Des intersections de surfaces courbes. 

454 . Problème i* r . trouver l'intersection commune de deux cylindres, page i ^3 

455 et 456 . Exposition du procédé qui Ta conduire is la solation ; construction de l’in- 
tersection demandée, ibid. 

4^7 et 458 . De divers plans auxiliaires qui donnent, arec des point» de la courbe cher- 
chée, lea tangente», on une projection de» tangentes, correspondantes à ces 
pointa ; exemple J’nn de ces plan» , dont la trace touche l'nnc des base» d’an 
des deux cylindre». Ce plan donne de» pointa de la courbe cherchée et les tan- 
gentes correspondantes, 174 

459 et 46 o- Exemple d’un plan auxiliaire qoi donne , arec de» pointa de la courbe 
cliercliée, la projection lioritontale de» tangente» correspondante»; exemple 
d’un plan auxiliaire qui donne de» point» de la courbe cherchée et la projection 
horifontale de» tangente» correspondante», 175 

461. Il y a entre le» cylindre» de l’épure ce qu’on appelle arrachement. Si l'an des 

cylindres perçait l’autro de part en part, il y aurait ce qu’ou appelle péné- 
, (ration , 176 

462. Définition» générales d’une branche èi arrachement et d’une branche de péné- 

tration , " ibid. 

463 et 464 ' Comment s’opère la réunion de la courbe d’entrée et de la courbe de sortie 
des deux cylindre» donné», lorsqu’on passe du cas de la pénétration à celui de 
l'arrachement ; comment on juge qu'il y a pénétration, ou arrachement, entre 
les deux cylindre» donnés, sans construire leur intersection, . ibid. 

465 et 466. Exécution de t'épure. Règles pour déterminer les points tus et cachés de 
l'intersection demandée; détermination de» partie» des élémens de chaque 
cylindre, qui sont cachées pour l'autre cylindre, 177 

467 et 4 ®. Problème a. Trouver l'intersection d'un dru et d’un cylindre. Con- 
struction au moyen de plans auxiliaires menés par la droite qui contient le 

. sommet du cène , et qui est parallèle aux élémens du cylindre , 179 

469. De dirers plan» auxiliaires qui donnent , arec les points de la courbe cherchée, 
* les tangente» correspondantes à ces points, ou au moins une des projections de 
ces tangentes, ' ibid. 

470 — 47 a - L’exemple de l’épure présente une pénétration ; comment on reconnaît, 
sans construire l’intersection, que le» deux surfaces données se pénètrent ou 
s’arrachent ; un c&oe et un cylindre peurant présenter un arracliçmcnt , quoique 
leur intersection soit composée je deux branches, sdo 

4 : 3 . Moyen qu’il convient d’employer pour bien classer les points de chaque branche 
de l’intersection demandée, t8i 

4 / 4 — 4 / 6 - Exécution d» l’épure. Obserrat ions sur les. constructions, indiquées ; mise 
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su Irai» des ligne? de l’épurr; de la détermination des parties des élémens tus , 
d’une des surfaces données , qui sont cacliées par l’autre , page 181 

N"* 477 Ct 478 . Problème 3. Deux surfaces coniques étant données . on demande leur in- 
tersection commune. Construction des points de l'intersection demandée; les 
points obtenus appartiennent à plusieurs branches. Manière de reconnaître les 
points d’une même branche, 18 a 

479 — 48*- L’intersection cherchée a trois branches , une de pénétration et deux 
d’arrachement; les branches d’arrachement s’étendent à l’inEni. Construction 
des élémens parallèles des deux surfaces données; moyen de se faire une idée 
claire des direrses parties de l’intersection , i83 

48a et 483. Plans auxiliaires qu’il convient d’employer, parce qu’ils donnent, arec 
des points de l’intersection demandée , des tangentes anx projections de cette 
intersection ; d’une singularité que présentent les points donnés par le plan 
auxiliaire parallèle au plan vertical de projection , dans le cas particulier de 
l’épure, 184 

484 ct 485. Sur les plans auxiliaires qui , dans le cas où ils diffère raient les uns des 
autres, donneraient, avec des points de l’intersoctiou , une projection des tan- 
gentes correspondantes, -T'" " ' 1 1 i85 

486 et 487 . Des branches de la courbe d’arrachement des nappes inférieures. Exécu- 
tion de l'épure , ibid. 

488—4<)o. Problème 4- Veux surfaces de révolution . dont les axes ont un point com- 
mun , étant données , on demande leur intersection commune . 1 86 

4gt — 494- Problème général. Etant données deux surfaces quelconques , on de- 
mande leur intersection commune. Procédé général; classement des points ob- 
tenus ; des branchcsqui se réunissent; choix des surfaces auxiliaires, 187 

CHAP. III. Des tangentes aux intersections de surfaces. 

N° 495. Premier procédé pour construire ces tangentes page 1 

49*- Deuxième procédé fourni par la considération du plan normal , ibid. 

497 . De la tangente à la transformée d« l’intersection d’une surface quelconque et 
d’une surface développable , ibid. 

4 g 8 et 499 - Cas où ces moyens de mener des tangentes ne s’appliquent pas; on n’a 
pas de procédé direct pour mener les tangentes aux courbes de contact, 189 
5oo et 5oi. Des asymptotes; de leur construction , 190 

5oa et 5o3. Problème i". Par un point et intersection d'un cylindre et d'un plan . 
mener une tangent» A cette intersection . ibid. 

504- Problème x Etant donnée, sur le développement d'un cylindre, la transformée de son 

intersection avec un plan connu . mener une tangente à cette transformée . ibid. 

505— 5ii. Problème 3. Étant donnée C intersection des deux nappes d'un cine avec un 

plan , on demande les asymptotes de cette Intersection . *91 

5ia et 5 1 3. Problème 4- On demande .sur le développement du cine dont il s'agit dans 
le problème précédent . Us asymptotes de la transformés . *93 
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N°5l4- Problème 5. Étant donnée l'intersection d’un plan et d’une surface de révolution, 
mener, par un point de cette intersection, une droite qui lui soit tangente , page 1 94 
5i5. PbqblèmeG. Etant donnés deux cylindres etun point de leur intersection , onde - 
. ’ mande la tangente en ce point à cette intersection , ibid. 
, . Problème 7. Étant donnée l'intersection de deux cônes , on demande les aeymp- 

: Bote» des diverses branches de cette intersection, ïg5 

jij et 5 iS- Problème 8. hâtant donné un point de l'intersection de deux surfaces de 
révolution dont les axes se coupent , on demande la tangente en ce pointà cette in- 
tersection. Première solution, par le procode (lu n° 4 78 i deuxième solution , par 
le procédé du plan normal, jfoj 

519—521. Des tangentes à des points singuliers de la projection verticale de l’inter- 

“f 0 "’ '96 

® 2a 5 j. 3 . Problème général. Étant donnée l’intersection de deux surfaces , et sup- 

POtè ÿ ue (xtt ‘ Intersection ail une branche indéfinie qui ait une asymptote, trou - 
ver, l“. cette asymptote ; a°. si l'une des deux surfaces est développable, trouver 
sur son développement l'asymptote de la transformée de la branche indéfinie, >98 


CHAP. IV. Des sections coniques. 

N* 5a4 Définition des sections coniques, page iq& 

cl5aG. Des sections du cène arec un plan en mouvement autour d’anc droite qui 
1 1 percelecéne, . ' OkiT 

• ■ ^ a 7‘ **** cylindriques, , non 

S2Ô. Analogie des sections coniques avec l’ellipse, l’hyperbole et la parabole, ibid. 


529 . Des SECTIONS CIRCULAIRES du cône. Du plan principal, ibid. 

530. Des sections circulaires parallèles à la base. D’une section circutarre dont le plan 

n’est pas parallèle à la base , ibid. 

53i — 533. Dee plans et des sections antiparallèles ,- situation de ces plans; fe plan 
principal passe par lesdeux droites qui contiennent les centres des sections aati- 


parallèles , 

201 

534. Des pôles CONJUGUÉS et des cordes conjuguées du cercle. Ce qu’on 

appelle 

cordes d'un cdne , 

202 

535. Du pôle d’un système de cordes parallèles , 

203 

535. De la corde polaire d’un point , 

ibid. 

537. De l’axe dee pôles d’un système de sections parallèle». 

ibid. 

538. Des cordes conjuguât» et des pùUg conjugués. 

204 

53g — 542. Propriétés remarquables du cercle antiparallèle. 

ibid. 

543. Enoncé général de la propriété des cordes polaires conjuguées du cercle. 

207 

544- Diamètres conjugués du cercle. 

ibid. 

545 et 546 . Des diamètres CONJUGUÉS des sections coniques. D’un cène et d’un plan 
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qui se coupent suivant une section fermée', construction de l’axe des pâles de 
la section et d’an système de pâles conjugués, page 108 

N° 547. Les quadrilatères inscrits et circonscrits à la base répondent è des parallé- 
logrammes de la section , , ibid. 

548 et 549. Chaque section a un centra; des diamètres conjugué! , 309 

55 oct 55 i. Chaquediamètrediviseenpartieségaleslescordes parallèles! la tangentcàson 
extrémité; cette propriété équivaut à la définition des diamètres conjugués, ibid. 
55 a et 553 . La section fermée a toujours des diamètres rectangulaires ; des axa et des 
sommet! de la section , 211 

554 et 555 . Cas de la section à deux branches; construction de l’axe des pâles et d’un 
système de cordes conjuguées, ibid. 

55 6 et 557. Les quadrilatères inscrits et circonscrits! la base répondent à des triangles 
doubles opposés au sommet; un des pâles variant sur l’axe des pâles, l’autre 
demeure immobile, a 12 

558 et 559. La section à deux branches a un centre; des diamètres conjugués* 21 3 
56 o et 56 i . Elle a des diamètres rectangulaires On les nomme ses axes : axe réel ; axe 
imaginaire ; sommets* ibid. 

56 a. Elle a des asymptotes, 1 bld. 

563 et 564 . Cas de la section à une seule branche infinie. Construction de l’axe des pâles 
et d’au système de cordes conjuguées , ibid. 

565 — 567. Analogie de cette section et des sections fermée et è deux branches, relati- 
vement aux lignes qui correspondent aux quadrilatères inscrits et circonscrits à 
la base, _ ai4 

568 — 570. De ce qu’on appelle diamètres de la section; elle n’a pas de centre. De sou 
axe et de son sommet, ai 5 

571 et 5 ya. Cas de la section cylindrique. Cette section a un centre et des diamètres 
conjugués, a 16 

573. Sur la manière dont se transmuent les unes dans les autres les sections fermées, à 
deux branches et ouvertes, a 1 7 


574 — 576. Les SECTIONS coniques sont des ellipses , des hyperboles ou des para- 
boles. Théorème relatif au ccrclecoupé par trois sécantes; ce théorème s’étend à 
toutes les sections coniques; démonstration, ibid. 

577. Il s’étend aussi aux sections cylindriques, aao 

578. Relation à laquelle ce théorème conduit lorsque l’une des sécantes est un dia- 

mètre, et que les deux autres sont des cordes conjuguées è ce diamètre, ibid. 

579. Les distances comprises entre deux points d’uno droite, et l’extrémité de cette 

droite située à l’infini , sont rigoureusement égales , aa 1 

58 0. Les carrés des ordonnées de toute section conique sont entre eux comme les rec- 

tangles des segmens correspondons, , . .. aaa 

58 1 . La section fermée est une ellipse, ibid. 

582 et 583 . La section à deux brandies est uae hyperbole , 224 

584 *t 585 . Les carrés des ordonnées de la section ouverte sont entre eux comme, les 
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abscisses correspondantes; construction de son point analogue an foyer de la 

parabole, 

page aa 5 

N° 586 . La section ouverte est une parabole, 

326 

587. Les sections coniques singulières sont identiques arec 

les ellipses, les hyperboles 

et les paraboles singulières, 

227 


588 . Les cônes qui ont pour bases des sections coniques ne pensent être conpés que 
suivant des sections coniques, ibid. 


58 r). Les pro ject ions obliquei et orthogonales des sections coniques sent d’autres sections 
coniques de môme espèce , ibid. 

5()0 et 5 ()l. Des n,ASS DIAMETRAUX de» cfrncs. Ce qu’on appelle un p Lin diamétral; 
ce qu’on appelle un plan diamétral orthogonal , 228 

5 gi et 5 g 3 . Des plan» diamétraux conjugués ; des plans diamétraux principaux ; des 
axes d’un cône; de l'axe réel , etde l’are imaginaire , ibid. 

5 g 4 et 5 g 5 . Le cône à base circulaire présente un système de plans principaux. Un 
cône n’a jamais qu’un seul système de ces plans , ibid. 

5 q 6 et 5q7- Un cône à base circulaire n'a qu’un seul système de plans antiparallèles. 
L’axe réel ne peut contenir aucun des centres des sections circulaires, 22q 

5 g 8 . Toutes les sections coniques jouissent comme le cercle des propriétés des cordes 
polaires , ibid. 

5 qq. Trois pôles conjugués d’une section conique déterminent un système de plans 
diamétraux conjugués , . 23 o 

600. Étant donné un plan diamétral orthogonal, il s’ensuit un système de pians 
principaux , ibid. 

601 — 6 o 3 . Tout cône qui a pour base une section conique a un système de plans 
principaux : ibid. 

6 o 4 - Tout plan perpendiculaire à l’axe réel d’un cône qui a pour hase une section 
conique le coupe suivant une ellipse , 233 

6 0 5 . Un tel cône peut toujours être coupé suivant un cercle , ibid. 

606. Tout cylindre dont la base est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, 

peut aussi être coupé par un plan suivant un cercle, a3j 

607. Toutes les ellipses, les hyperboles et les paraboles possibles, se trouvent sur les 

cônes et cylindres à bases circulaires , ibid. 

6q 8, TnÉOEÉMM ET PROBLÈMES sur les sections coniques, a 35 

609. Titéoaèiu 1 Les ordonnées dune ellipse et d’un cercle qui ont un axe commun 
sont entre elles comme les axes de L ellipse , ■ *• ibid. 

feio. T nia si sa. 2. Dan» le même cas l’ellipse et le cercle ont même soutangrnte, 236 

611. TnÉoaèxx 3 . Toute droite égale au demi-grand axe d’une ellipse, et qui s’appuie 
d’un bout sur cette ellipse et de l’autre bout sur le petit axe , a une partie com- 
prise dans l’angle des axes égale à f excentricité , ibid. 

6 ra. Scholie. Prooédé simple et commode pour décrire l’ellipse , a3 7 
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N* 6 i 3 et 6 J 4 - Tnioubo 4 - Si P on incline sous unméme angle les ordonnée! orthogonale» 
d’un cercle , il se changera en ellipse. De la tangente à cette ellipse , page 23 7 

6 1 5 . Problème !*'• Étant donnés un axe et un point d’une ellipss, trouver l'autre 

axe , 238 

616. Paon^MZ 2. Une surface conique à base circulaire et un plan liant donnée , dé- 

terminer leur intersection en construisant plusieurs systèmes de diamètres con- 
jugués de cette intersection , ibid. 

61 7 et 61 8. Problème 3 . Connaissant l'intersection elliptique d'un cine à base circu- 
laire et d'un plan , trouver Ut axes de cette intersection. Remarque utile sur la 
théorie des courbes auxiliaires , a 3 g 

619. Problème 4 - Connaissant l’intersection d’un cine à base circulaire et d'un plan , 
trouver Us axes de cette intersection , ibid. 

LIVRE V. QUESTIONS DIVERSES. 

CHAP. I”. Développement des surfaces. 

N* 620. Exposé do ce chapitre, page 241 

621 "828. Problème I". Étant donnée une surface cylindrique quelconque , on de- 
mande de construire ton développement , de rapporter sur ce développement une 
courbe connue sur la surface donnée, et de mener une tangente à la transformée 
de cette courbe, par un point choisi arbitrairement sur cette transformée , ibid. 
629—637. Problème 2. Étant donnée une surface conique , on demande d'en construire 
U développement, de rapporter eur ce développement une courbe donnée eur la 
surface conique , et de mener une tangente à la transformée par un quel- 
conque de ses points , 344 

638 — 645 . Problème 3 . Étant donné un hélifoide' développa bis , construire ion déve- 
loppement , a48 

646. De la transformée il’ une courbe connue sur l’bâiçoïde, a 5 o 

647 et 648. D’un moyen très commode de foire un modèle d’héliçoïde; sur ce moyen 
généralisé, ibid. 

649. Problème of.siaAL. Une surfîtes développable quelconque étant donnée , con- 
struira son développement, * a5i 

CHAP. II. Sur les Sphères. 

N°‘ 65o et 65i. Problème l ,r . Déterminer la sphère circonscrite à un tétraèdre donné. 

Moyen de solution , . page 25 a 

65 a et 653 . F ao bleue 2. Déterminer la sphère inscrite dam un tétraèdre donné, 253 
654—657. Problème 3 . Etant données trois sphères , on demande de construire , 
1°. une sphère d'un rayon connu, intérieurement tangente aux traie ephiree 
données , 2°. la plus petits sphère qui puisse toucher intérieurement ces trois 
sphères , 2 54 
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N* 658 . De* modifications que les solutions précédente* subiraient s’il (‘agirait d’avoir 
de* sphères tangentes extérieurement , page l 55 

65 g. Problème 4 - Quatre sphères étant donnée», trouver une cinquième ephére qui 
Ut touche toutes Ut quatre, ibid. 

CHAP. 1 H. Problèmes de Trigonométrie sphérique. 

IS° 66o. Définition de la Trigonométrie sphérique : objet de ce ciiapitre, page a 56 

66 1. Le* six grandeur* qui composent un triangle sphérique sont représentées par 
six angles , qui sont les élémens constitutifs d’un angle solide triédre, ibid. 

. 66a. Question générale relative à l'angle solide trièdre. Cette question se divise en 
six autres, qui comprennent tous les problèmes de la Trigonométrie sphé- 
rique, ibid. 

663 et 664 - De VangU solide trièdre supplémentaire ; la considération de cet angle solide 
supplémentaire réduit à trois les six problèmes à résoudre, 257 

665 et 666. Problème i** . Ètantdannés Ut trou onglet plane d'un angU solide triédre, 
trouver Ut trois angles dièdres, a 5 B 

667 et 668. Etant donnés deutc angUt plane d’un angU solide trièdre et P angU dièdre 
comprit, on demande l’autre angU plan et Ut deux autres onglet dièdres, z 5 g 
669 et 670. Problème 3 . Etant donnés deux angUt plane d'un angU solide triédre et 
PangU dièdre adjacent à Pan d'eux, trouver l'autre angU plan et Ut deux au- 
tre! angUt dièdres, 260 

671. Remarque sur les angles solides trièdres symétriques auxquels conduisent les 
problèmes précédons, . . ' 261 

* • • » * \ 

CUAP. IV. Construction d un point dorme de plusieurs manières dans 

V espace. 

V • 

11*672. Problème i ,r . Trait pians étant donnée, et connaissant Us distances d’un point 
à cet trou plant , construire la position de ce point , page 26 1 

673. Problème 2. Trois pointe étant donnés , et connaissant Uur distance à un qua- 
trième point, on demande ce dernier, * 262 

674—676. Problème 3 . Etant données trou lignes , et Us distances d'un point à cet 
lignes , construire la position de ce point, ibid. 

6770(678. Problème 4 * Un point étant situé sur trois surfaces cylindriques données, 
on demande Us intersections de cet surfaces et la position de es point , 263 

679. Vérification par laquelle on s'assure que les pointa obtenu* sont bien effective- 
ment sur les trois cylindres donnés , 264 

68 o— 683 . Exécution de Pépure ; marche à suivre pour avoir les parties vues et ca- 
chées des intersections , . r: • ibid. 

684 - Sur chaque projection , les points demandés sont rintersecliott de trois arcs vus 
ou de trois arcs cachés, . 265 

685 . Problème 5 . Un ingénuur parcourant un pays de montagnes , etc. , ibid. 
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W”*686 — 689. Problème 6. Lee circonstance t étant Ut mémee quidam la quation prie é- 
dente j avec cette différence, etc. ; moyen de Rotation. Du nombre des solu- 
tions de le question ; construction , P*6 e 266 

690—693. Des points des différentes b rsnc)«a de l’intersection complète obtenus 
par le moyen d’une même sphère auxiliaire. Des parties réelle s et imaginaires 
de l’intersection. Des diverses branches de courbe qui composent les lignes de 
l’intersection d’une des surfaces données arec les deux autres. Exécution de 
l’épure, ’ 268 

LIVRE VI. COMPLÉMENT. 

De la théorie des lignes courbes et des surfaces courbes. 
CHAP. I. Des surfaces gauches. 

N* 694. Objet de ce chapitre , '* " P*B e 2 7 ! 

695. TiiéOHÉME i* r . Si deux surfaces gauches ont un né nie plan directeur , un élé- 
ment commun, et téewse pbxrst tangent commune , dont Ut pointe de contact 
soient sur cet élément, cet deux surfaces et touchent entre elles tout U long 
de ce même élément , ibid. 

6q6. THioaisu: 1. Quelles que soient deux surfaces gauche», lorsqu'elles ont un élé- 
ment commun, et trois plans tangent commune dont les pointe de contact sont sur 
cet élément, elles tant tangentes entre elles tout U long de ce même élément , 372 
697 — 699. Paosnisre ainint-C. Étant donnée une surface gauche quelconque et un point 
d’un de tes élément , on demande le plan tangent à la Surface en oe point, ibid ■ 

, ' ' • . f .* • 

700 et 701. Des SURFACES qui ont un plan directeur et deux surface» directrices. 

Construction des élément de ces surfaces , 373 

702. Si l’on employait comme directrices linéaires les courbes de contact de la surface 
gauche et des surfaces directrices , on n’obtiendrait aucun avantage , 274 

703 — 705. PaoBLisn 1". Étant donnée une surface gauche , du genre de celles qui 
ont un plan directeur et deux surfaces directrices , avec un élément de cette 
surface et un point de cet élément , construire le plan tangent correspondant 
à ce point , ibid 

706 — 7 J 3 . PsoBiiisr 3. Etant donnée la surface gauche qui a pour plan directeur le 
plan horizontal de projection , et pour directrices une courbe connue et une 
tphèrt, on demande I*. de représenter cette surface'^ 3*. de construire le plan 

• langent en un point cf un de ses élément , < 275 

ni .... • ' *, >1. v) *■* .‘ii. u * i' *. . *. ; : 1 t 7 

714—717- Des SURFACES GAUCHES dont la génératrice touche constamment trois 

• surfaces donnée s. Construction des élément. Les opérations deviennent plus 

simples lorsqu’une ou plusieurs des surfaces directrices sont remplacées par 
des ligues, " •• 1 • i 278 

47 
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N°7i8. Problème l*'. Étant dormit unt sur face gauche .. du genre de celles qui ont pour 
directrices trois surfaces, avec un de ses éUmens et un point de cet élément , on 
demande le plan tangent à la surface en ce point , page 279 

719—721. Problème 2. On demande l°. de représenter la surface gauche produite 
par le mouvement d'une droite assujettie à toucher constamment une sur- 
face cylindrique donnée et deux courbes données ; 2°. de mener un plan tangent 
à cette surface gauche , par un point donné sur un de ses élémens , ibid. 

• 

722. Des surfaces gauches qui forment let filet» des vis. De deux genres de sur- 

faces auxquelles appartient l’espèce de celles qui forment les filets des vis, 28 r 

723. On donne aux surfaces de cette espèce le nom d’ héliçoïdes gauches , ' ibid. 

724. Problème i* r . Etant données une hélice à base circulaire et une droite qui s'ap- 

puie sur cette hélice et sur son axe , représenter l'hélifoïde gauche dont cette 
droite , mobile sans que la partie comprise entre Vape et l’hélice varie de lon- 
gueur , est la génératrice , ibid. 

725 et 726. La surface dont il s'agit est bien une surface gauche; la génératrice fait 
un angle constant avec l’axe de l’hélice , ibid. 

727—729. Construction des élémens de la surface ; des courbes qui formait les con- 
tours de la projection verticale ; tous les points de la génératrice décrivent des 
hélices de même pas , 282 

73o. De 1 a construction des plana tangens à l’héliçoïde gauche , ibid. 

731—734. Des hélices singul ières suivant lesquelles se coupent les différentes parties de 
rhéliçoide; construction d’une de ces hélices. Exécution de t’épure, ibid. 
735 . PaoaLÈMZ 2. Représenter la surface d’une vit à filet triangulaire , 284 

736—738. Construction des positions de la génératrice , des contours de la projection 
de la vis, et de l’aréte rentrante , ibid. 

739—741- Des vis sans arête rentrante. Idée 'du solide qui forme une de ces vis. De 
deux vis, l’une sans arête rentrante, et l’autre avec arête rentrante, que donne 
l’héliçoide gauche qu’on s’est proposé de représenter dans le problème pré- 
cédent , • . 285 

74 a et 748. Exécution de lafig. 1 , et de la fig. 1 , pl. 5 ÿ , 286 

744 et 746. PaoBLiu 5 . Représenter une vis à filet quarré. Les surfaocs gauches 
des visé filet quarré sont des conoi'dei, ibid. 

CH AP. H. Des enveloppes et de leurs arêtes de rebroussement. 

N° 746. Des enveloppes, de leurs caractéristiques et de leurs arêtes de rebrou&se- 
, ment, . . . .... page 287 

7.47 — 749- La dénomination d’arête de rebroussement est juste , c’est-à-dire que les 
deux nappes d’une enveloppe s’unissent toujours par une courbe de rebrousse- 
ment; démonstration pour le cas des surfaces développables. Démonstration 
pour le cas d’une enveloppe quelconque. Nécessité d’éclaircir par des exem- 
ples l’espèce de phénomène que présente le rebroussement des enveloppes, ibid. 


Digitized by Google 


LIVRE VI. COMPLÉMENT. 


5 ?» 

N**75o — 7 58 . D’une surface prise pour premier exemple, page 288 

7 5 g — 761. D’une surface prise pour second exemple, 290 

762. Le sommet d’un cône est une arête de rebroussement qui ne justifie pas claire- 

ment les propriétés des enveloppes , ibid. 

763. D’une surface développable qui justifie ces propriétés , et dont le cône n’est qu’un 

cas particulier, ‘ agi 


CHAP. III. Des tangentes, des rayons de courbure , et des développées des 

lignes courbes. 

N° 764. Objet de ce chapitre , page agi 


765. Des tangentes* Il y a deux problèmes b résoudre sur les tangentes, ibid. 
766 — 770. Proslèmr l w . Une ligne courbe quelconque, soumise ou non à la loi de con- 
tinuité , étant donné t ainsi qu' un de ses points , mener par ce point une tangent* 
à cette courbe , 292 

771. Problème. Une courbe ayant été tracée d'une manière quelconque , et la di- 
rection d'une de ses tangentes étant donnée ^ on demande le point de contact de 
cette tangente , ag4 


772. Des BAYONS DE COURBURE des lignes courbes. Les rayons de courbure d’une 


courbe à double courbure forment une surface gauche , ibid. 

773. Toute courbe n’a, en chacun de ses points , qu’une seule courbure , 2g5 

774. Des angles decourbure et de torsion d’une courbe à double courbure, ibid. 

775 et 776. Usage de ces angles pour ployer une ligne droite flexible sur une courlic i 

double courbure donnée; ils sont indépendans, ibid. 

777. Problème i". Étant donnés une courbe à double courbure et un point de cette 

courbe , on demande le plan oscillateur qui correspond à ce point. 297 

778. Problème 2. Étant donnés une courbe quelconque et un de eee points , on de- 

mande le rayon de courbure correspondant à ce point , • ibid. 


77g. Des développées. Delà description du cercle au moyen de ses pôles, 298 

780. De la ligne des pôles d’un élément d’une ligne courbe, et du rayon de courbure 

correspondant h cet élément , ibid. 

781. Du lieu des pèles des éléraens d’une ligne courbe; ce lieu est une surface dévelop- 

pable , 299 

782. Des développées d’unelignecourbe, ibid. 

783. Lorsqu’on développe le lieu des pôles, les développées se transforment en lignes 

droites , 3 oo 

784. Moyen d’avoir une développée, quand on a la surface lieu des pôles, ibid. 

785. Moyen d’engendrer une courbe par un mouvement continu , 3 os 

78G. Le lieu des pètes des élémens d’une courbe plane est une surface cylindrique, ibid. 
787 — 789. Problème oénérju- Étant donnée une courbe quelconque , en demande une 

ou plusieurs de ses développées, '' — ibid. 
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790— ^g 5 . i* r Exemple. La courbe donnée est L'intersection d’mie sphère et d ' bp cy- 
lindre à base circulaire. Le lieu des intersection» coosécutives des plans nor- 
maux est un cène ; il est composé de quatre partie» pareille»; développement de 

racine, page 3 ot 

796 — 800 • Construction de la développée; génération de U courbe donnée au moyen 

de sa développée. l>e la construction du rayon «le courbure, 3 o 3 

801 — 8 o 3 . 2* Exemple. Une hélice à base circulaire étant donnée , construire son rayon 
de courbure et l’une de ses développées. Le lien de toute» le» développées d’ure 

hélice est un héliçoide développable, 3 o 5 

804 — 809. Développement de l’héliçoïde; propriétés principales de la développée; 
construction des projections de la développée demandée ; de ses tangentes, de 
ses asymptotes; composition du système de branches de courbes qui la for- 

ment. 3 06 

8ioct 811. Génération del’hélicc donnée par le moyen de sa développée ; comment on 
déduit toutes se» branches d’nned'entre elles , 3 o 8 

CHAP IV. Des rayons de courbure et des lignes de courbure des surfaces 

courbes. 


N“ 8 1 a. Une surface convexe quelconque , et une sphère qui la touche , peuvent avoir nne 
surface d’attouchement plus ou moins considérable, selon le rayon de la 

. sphère , page 309 

81 3 . Des surfaces sphériques qui ont avec la surface donnée la plut grande conformité 
de courbure , 3 1 o 

8 i 4 et 81 5 . Des sphères osculatrices d’une surface convexe et d’une surface non 
convexe , 3 1 1 

816. Une eurface quelconque a , en chacun de tes points j deux sphiret osculatricet , 
dont les rayons sont ceux des sections normales de moindre et de plut grande 

courbure correspondantes à ce point , 3i3 

817 et 818. Si l'on s’écarte infiniment peu d’un point d’une surface, en suivant les sec- 
tions de moindre et de plus grande courburede cette surface, les normales aux 
points d’arrivée rencontreront la normale du point de départ; les autres nor- 
males voisines ne la rencontrent pas , ibid. 

819. Propriété caractéristique des arcs de moindre et de plus grande courbure, ibid. 

820. Cas d’une surface cylindrique, 3i^ 

8ai. Les arcs de moindre et de plus grande courbure d’une surface quelconque se cou- 
pent à angle droit, ibid. 

821. Principe d’après lequel on évalue les rapports de conrbure des surfaces , 3 s 5 

8 x 3 . Une surface n’a en chacun de ses points que deux courbures, qui ont leurs centre» 

et leurs rayons particuliers , 3i6 

824. Des deux systèmes de lignes de courbure d’une surface, ibid. 

8 a 5 . Les lignes de courbure des deux systèmes divisent la surface en élémens rectan- 

S*ÛrM> • SÏÿ 
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-V 826. Les lignes d’une des courbures d’une suris ce de résolution sent lesméridienaea, et 
celles de l’autre courbure sont les sections circulaires, page 317 

827. Des surfaces développables que forment les droites normales à une surface quel- 
conque suivant scs lignes de courbure ; des surfaces des centres de courbure, 3i8 
828 — 83o. Toutes les normales d’une surface sont les intersections de deux séries de 
surfacesdéveloppables , qui répondent aux deux systèmes de lignes de courbure 
de cette surface; les deux surfaces des centres de courbure sont ordinairement 
deux nappes d’une même surface; toute surface n'est pas propre à être l« lieu 
unique des centres de courbure d'une autre surface , 3 1 9 

83t. De la situation des surfaces des centres, selon que la surface donnée est partout 
convexe, partout non convexe, ou convexe en certaines parties et non convexe 
dans d'antres, • 3ao 

832. De la ligne des courbures sphériques , ibtd. 

833. Application de la théorie précédente à l’art du tailleur de pierres, Md. 

834. Application à Part du graveur, 3aa 

835. Construction du rayon de courbure correspondant à un point d'âne sur- 

face , — 3a3 

836. Construction des d i rec tio ns des ttgnes de courbure correspondantes au même 

point, 3a4 

S3j — 839. Deslignes de courbure par rapporta leur construction , et particulièrement 
de celles de l’ellipsoïde général. Des axes principaux et des 4 Ut put principales 
de' cet ellipsoïde ; génération de cette surface ; de son plan tangent , Md. 
840. De l’ellipsoïde de révolution, 3a5 

84 1 et 84a. Des projections borisontales des lignes de courbure , Md. 

843— 845. Des ombilics; des projections verticales des lignes de courbure, 3a6 

846—848- Application de la théorie des lignes de courbure de l’ellipsoïde à la construc- 
tion d’une voûte , 3a 7 

849— 85 1 . Des constructions auxiliaires , 33o 

852 et 853. Ce qui précède montre la nécessité d’ailier l’étude de l’ Analyse à celle de la 
Géométrie; comparaison de ces deux sciences, ibid. 


NOTES. 

N° 854. Sur les notes , ' page 33a 

NOTE I r *. Ve V ellipse , de V hyperbole et de la parabole. 

R* 855. De l’ellipse. Définition de l’ellipse ; de ses foyers ; de ses rayons vec- 
teurs, . page 33a 

856—858. Construction de l’ellipse; de ses are»; de ses sommets. Construction de ses 
foyers, ibid. 

859- De sou centre ; de ses diamètres; de V excentricité , v 333 

860. Des ellipses semblables, ibid. 



574 TABLE DES MATIERES. 

N* 86t. De l’hYEERBOLE. Définition de l’hyperbole; de «es foyers; de ses rayon* vec- 
teur* , \ page 333 

861 et 863. Construction de l’hyperbole. De scs axis ; de son axe réel ; de son axe 
• imaginaire , ’ ibid. 

; • 864 Des sommets réels et imaginaires ; construction des foyers étant donnés les 
sommets; de V hyperbole èquilatirt , 334 

865. Du centre; des diamètres, ibid. 

866. Des hyperboles semblables , ibid. 


867. De LA. parabole. Définition de la parabole; de son foyer ; de sa directrice , etc. ibid. 
868 et 869. Construction delaparabole; cette courbe est uneellipse infiniment alongée 
dans un sens, ou une hyperbole infiniment alongée dans le sens opposé, ibid. 

870 et 871. Des diamètres. Du paramètre , 335 

872. Des paraboles semblables, ibid. 

873 . Des TANGEHTES à F ellipse , à l'hyperbole J et à la parabole. Définition de la 

tangente et de la normale . ibid 

874 Construction de la tangente à l'ellipse, 336 

875. Construction de la tangente à l’hyperbole, ibid. 

876 et 877. Des tangentes à l’hyperbole lorsque les points de contact sont ii l’infini. 

Des asymptotes , ibid. 

878. L'hyperbole s’approche constamment de ses asymptotes sans jamais les ren - 
contrer, 337 

879 et 880. Construction de la tangente à la parabole , ibid. 

881 et 882. Des coordonnées rectangulaires et obliques ; dans la parabole la sous- 
tangente est double de l’abscisse , ibid. 

883. La parabole n’a pas d’asymptotes , 338 


884 Des VARIÉTÉS d’ellipses , d’hyperboles et de paraboles. Ces lignes forment un 
même genre , ibid. 

■ ' 885. Le cercle , le point , et deux droites parallèles sont des variétés d’ellipse , ibid. 
886. Les asymptotes d’une hyperbole , sont uDe autre hyperbole semblable à la pre- 
mière , * ! ibid. 

Une droite unique, deux droites qui se croisent, et deux droites parallèles, 
~ sont des variétés d’hyperboles, 33p 

888. Des variétés de paraboles, ibid. 

NOTE II. Sur les courbes qui ont pour projections deux lignes égales semblablement 
disposées par rapport à une perpendiculaire à ta ligne de terre. 

K 1 * 889. Une telle courbe est dans un pian incliné ê 45° avec les plans de projection , page 3 39 
890—892. On peut mener par un point quatre de ces courbes , étant donnée la courbe 
qui doit leur servir de projection. Ces quatre courbes sont dans deux plans rec- 
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tangulaires. Si la courbe donnée est on cercle , le» quatre courbe» «e réuniront 
en déni. Ces deux courbes seront des ellipses, page 34» 

NOTE III. Ve la méthode det courbes d’erreur». 

N°‘8<>3 et 8p 4- Exposition de cette méthode ; application à deux problèmes, page 34o 
8q5et8q6. Motifs de la dénomination do courbt s d'erreurs; la plupart des courbe» 
auxiliaires sont des Courbet d'erreurs. 3ii 


NOTE IV. Sur Us dénominations de nappes de surfacta et de branches de courbes. 


N° 80? ■ De la valeur de ces dénominations , et à quoi il faut chercher i en restreindre 

l’emploi, page 34» 

NOTE V. Sur Ut surfaces coniques. 


N° 808. TaÉoalatx. Le» sections d’un cône et d’une suite de plans parallèles tont sein - 


bioblet j 


899. CoaoLl.AlBB i”. Sot le 


1 U. 


page 34-z 


A» tangentes menées par les points d’un 


mime élément à des sections parallèles, 


ibul. 


qoo. Corollaire 2. Toutes les droites menées par le sommet d'un cflne sont tan- 


gentes ii oc sommet , 


343 


901 et 90a. Cohollair* 3. Tout plan mené par le sommet d’un cône est tangent à ce 
o cAnc', éclaircissemens sur cette singularité, ibid. 

NOTE VI. Étant données deux ligne» courbes situées dans un minu pion, mener une 
droit* qui Us touche d la fois toute t Ut deux. 


N° 903. Construction , 


Pa ge 3 1i 


NOTE VH. La transfbrmie de la section faite /xtr un plan dans un cylindre à base cire il - 
luire est une sinusoïde. 

N° 904. Démonstration, page 344 

NOTE VIH. Det construction» géométriques et de Uur exactitude. 

N° 9o5. On doit distinguer deux genres de oonstmetions géométriques, page 34 { 

906—91 1 , Des CONSTRUCTIONS QUI n'exigent que la ligne droite et U CervU, ibld. 
912— qi 8 . Des CONSTRUCTIONS QUI EXIGEAT des lignes courbe t autres que det 


ctrcUs ■ 
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ERRATA. 


Page 24, n° 66. Les mots horizontale* et verticale ! , employés deux fois, doivent être 
au singulier. 

. 99, au haut de la page, lien PI. 12. Fig.’ S. 

io 5 , devant la 3 * ligne, mettez l'indication PI. 17. . 

220, devant la 12* ligne, mettez Fig. 3 , 6, 7 et 8. 

221 , au bout de la 7* ligne, finissant par les mots sur une , lisez Fig. 5 . 

Ibid., en bas de la page, au lieu de — , = - — j = I , lisez ^7 — peu ( 

r rm pm rm pm 

22», devant la 8* ligne, mettez Fig. 9, 1.0 et ti. 

227, au bout de la 21* ligne, lisez PI. 42. Fig. 6 , 7 et 8. 

ibid., ligne 23 , de le voir, lisez de le voir (575—578). 

229, la ligne 24 doit commencer ainsi : 5 g 6 . Si le cône. . . 

255 , au bout de la t8* ligne, lises PI. 5 ». Frg. 3 . 

ibid.j an bout de la 24* ligne, lisez PL 48. Fig. 2. 

260, devant la 9* ligne, lises Fig. 6. 

3 ot , au bant de la page, effacez PI. 62. Fi «' 4 - 
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ABREU (d‘). — Principes Mathématiques de feu J osjmi- A justas 
da Cujcba, Professeur h PUniversirç de Coin» bref comprenant 
ceux de l'Arithmétique , de la Géoroétrié, de l’Algèbre , de 
son Application à la Géométrie , et du Calcul différentiel et 
intégral , traités d’une manière entièrement nouvelle); trad. 

littéral, du portugais; in-8. , 1816 7 fr. 

ALLTX, Lieutenant-Général. — Théorie de l’ Univers , ou de la 
Cause primitive du Mouvement et de scs principaux effets ; 
2 a édit., 1 vol., in-8., 1818 5 fr. 

* AMPÈRE ,* de T Institut. — Description d'un Appareil électro- 

dynamique ; ip-8., 1826 * 1 fr. 5 o c. 

* — Essai sur la Philosophie des sciences , ou Exposition ana- 

lytique d'une classification naturelle de toutes les connaissances 

humaines , etc. ; in-8., 2 vol 10 k. 

Chaque volume sc vend séparément. 

Et les au troc ouvrage* du même auteur. 

* Annuaire présenté au Roi par le Bureau des Longitudes de 

France , pour 1 8/|2t ; 2* édit., augmentée de Notices scienti- 
fiques par M. Aaago; in- 18 de u 56 pages. . . . 1 fr. 5 o c. 
Cet ouvrage parait tous les ans. 

* Annuaire de l'École royale Polytechnique , contenant tout ce qui 

est relatif à l’organisation de cet établissement, à son personnel, 
aux concours d'admission, à l’admission dans les services pu- 
blics» ù l'instruction des Élèves, à la police et à la discipline de 



l’École , à son administration, aux demandes de bourses ,.ete. , 

1 vol. in- 18; 1841 et 1842 ' a fr. 

Cet Annuaire a commence à paraître en i 833 . 

ARAGO. — Mémoire Jwr les Affinités des Corps pour la Lumière , et 
particulièremcngsur les forces réfringentes des différents Gaz ; 
broch. in* 4 *> avcc * pl- (Extr. des Mémoires de l’Institut.). 8 fr. 

ARAGO et BIOTÇ. — Recueil d’Obscwations. (Voyez BIOT.) 21 fr. 

ARCET (d*). — Mémoire sur la Construction des Latrines publi- 
ques et sur l'Assainissement des Latrines et des Fosses d'ai- 
sance; 1822; in-8., avec 2 planches 1 fr. 5 o c. 

-1 Instruction du Conseil de Salubrité sur la Construction 

des Latrines publiques et sur l'Assainissement des Fosses 
d’aisance , etc.; in- 4 - , 1825, avec de frès-grandes pl. 5 fr. 

Description d’un Fourneau de cuisine, avec deux planches; 

1828 ; 2* édit 2 fr. 

— - Description d'une Salle de bains, présentant l’application 
des perfectionnementset des appareils accessoires convenables 
à ce genre de constructions; in-4>, *827, hg 3 fr. 

F ote sur la Préparation et l’usage des Pastille/ ' alcalines 

digestives , contestant du bi- carbonate de soude ; 2* édit. 60 c. 

ARCET(d’), LELIÈVRE et PELLETIER, Membres de l’Institut 
— Description de divers Procédés pour extraire la soude du 
se l marin ; vol. in-4* avec 1 1 pi. représentant d’une manière 
très-détaillée les plans et élévations des ateliers de soudières, 
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les fours, fourneaux et instruments nécessaires à la mani- 
pulation de la soude 6 fr. 

Rapport sur la Fabrication des Savons, sur leur# différentes 

espèces , suivant 11 nature des huiles et des alcalis qu’on em- 
ploie pour les fabriquer , et sur les moyens d'en préparer 
partout avec tes diverses matières huileuses et alcalines que 
la nature présente suivant les locaritéa ; br. in ~4 • ■ 3 fr. 5 o c. 

• ARDENT , Capitaine du Génie , Professeur à l'École d'Applica- 
tion de Meta. — Études théoriques et expérimentales sur l'Éta- 
blissement des Charpentes à g rondes portées. Ouvrage imprimé 
par ordre du Ministre de la Guerre, ln - 4 -, avec 29 planches, 
«H4o .fr. 

AZÉMAR et GARNIER. — Trisection de l’Angle, suivie de 
Recherches analytiques sur le. même sujet; in-8. ,• 1809. 

, 2 fr. 5 o c. 

r b ' 


BAADER(Josm), Conseiller des Mines, etc. — Sur l'Avantage 
de substituer des Chemins de fer d'une construction améliorée 
a plusieurs canaux navigables projetés en France; i vol. in-8., 
1820. a 3 fr. 5 o c. 

• R A RR AGE. — Traité sur l’Économie des Machines et des Ma- 

nufactures , etc.; traduit de l’anglaissur la 3 e édit., par Ed. Biot, 
mcmbredela Société d’F.ncouragement, etc.; in-8. 7 fr. 5 oc. 
BABtOT. — Calcul des Pieds de Fer , suivant leur épaisstar et 
largeur , réduit au poids; 5 ® édit., augmentée du tarif des 
Poids du Fr.a mosn , à l’usage des serruriers, architectes, toi- 
seurs, qui sont souvent charges de faire des devis et marchés 
concernant la serrurerie; suivi des Tables de conversion des 
anciennes Mesures en Mesures décimales, par M. Riuiomt, 
architecte; in-12, 1840. .............. 3 fr. 

BAILLY. — Histoire de l'Astronomie ancienne; in- 4 «. . 10 fr. | 

Histoire de l'Astronomie moderne; .3 vol. in - 4 *. . 21 fr. I 

BARLOW. — Expériences sur lu Force transversale et les pro- 
priétés du Fer malléable , relativement à son emploi pour barres 1 
de rniUvqys, etc.; traduit de l’anglais par Quilhet, Ingénieur ; 
civil, ancien Élève de l’École Polytechnique; in-8., avec • 

planches. . ; .* 3 fr. 

BARRÉS-DUMOLUID (nx), Officier supérieur lui corps d’Ar- 
ti If crie. — JYottveau Système de Ponts à grandes portées , ou 1 
Moyen économique de construire des Arches de toutes grun - | 

deurs; in-4** avec pl., 1827 7 fr. | 

BARRUEL , ex-Professcur à l’École Polytechnique. — Tableaux I 
de Physique , ou Introduction à cette scient à l'usage des | 
Élèves de locale Polytechnique ; nouvelle édit. , entièrement 
refondue et augmentée , grand in-4-, cart 10 fr. 

• BAUDEÜX. Voyez Nkwtoî». 

BAÛDUSSON — Le Rapporteur exact, ou Tables des Cordes de 
chaque angle , depuis une minute jusqu’à 180 degrés pour un 
rayon de 1000 parties égales, à l’usage des Ingénieurs du cadastre 
qui lèvent des plans au graphomètae , et de ceux qui s’occu- 
pent de la gnomoninue ou art de tracer des cadrans solaires; 

in- 18, 3 e édit. , 1842. . fr. 

é BEF.R et M ADLER. — Fragments sur les Corps célestes du 
Système solaire; in- 4 . avçc 7 pl. 9.1840. (Impr. à Berlin.) 10 fr. 

BERLINGHIERI. — Examen des opérations et des tribaux 
de Césaf‘ au siège d'Alézia (œuvre posthume); Lucques , 

1812 V 3 fr. 5 o c. 

BERNOUILLl (Daniel). — Hydrodynamica ; in- 4 - • .21 fr. , 

• Recherches physiques et astronomiques sur fo . Cause physi- 

que de l’inclinaison des plans des orbites des Planètes , par 
rapport au plan de Véquatear ; 2* édit ? . 12 fr. 


BERNOULLI. — V Art de conjecturer à la Loterie; traduit du 

.latin, parVasTEt; in -4 7 fr. 5 o c.. 

BERTHOUD, Mécanicien de la Marine, Membre de llnstitut*le 
France et de la Société royale de Londres , Membre de la Lé- 
gion (FHongeur. — Œuvres sur l'Horlogerie, savoir: 
w®. L’Art de conduire et de régler les Pendules efles Montres , 
augmenté d’une planche et de la manière de tracer la ligne 
méridienne du temps moyen; G® édit., vol. in- 18, avec 5 pl., 
jolie édition , couverture imprimée. ( Sous presse ). 

2°. Essai sur l'Horlogerie , dans lequel on traite de cet Art relati- 
vement h l'usage civil, à l’astronomie et à la navigation ; suivi 
des éclaircissements sur l’invention , la théorie, la oonstruc- 
tion et les épreuves des* nouvelles machines proposées en 
• France pour la détermination des longitudes en mer par U 
. mesure du {enfps ; avec 38 pl. ; 2 vol. in~ 4 - 
3 ?. Histoire de la Mesure du temps parles horloges; 2 vol. in- 4 -, 

avec i 3 pl. gravées 36 fr. 

4 °m Traité des Horloges marines , contenant la théorie, la con- 
struction , la main-d’œuvre de ces machines , et la manière de 
les éprouver, suivi des éclaircissements sur l’invention, la 
théorie; la construction et les épreuves des nouvelles ma- 
chines proposées en France pour la détermination des longi- 
tudes en mer par la mesure du temps; un gros vol. in-4-, avec 

27 pl 24 fr. 

5 ®. Éclaircissements sur l’invention , la théorie, la construction et 
les épreuves des nouvelles Machines proposées en France pour 
la ' détermination des longitudes en mer ftar la mesure du temps; 
servant «le suite h Y Estai sur l’Horlogerie et au Traité des 

Horloges marines , etc. ; vol. in -4 . . 6 fr. 

6°. Les Longitudes par la mesure du Temps, 011 Méthode pou/ 
déterminer les longitudes en mer avec le secours des horloges 
marines; suivi du Recueil des Tables nécessaires au pilote 
pour réduire les observations relatives à la longitude et à 1a 

latitude; 1 vol. in 4 9 fr. 

7 0 . De la Mesure du Temps, ou Supplément au Traité des Hor- 
loges marines et à l’Essai sur l’ Horlogerie , contenant les prin- 
cipes de construction, d’exécution et d'épreuves des petites 
horloges à longitudes portatives, et l'application des mêmes . 
principes de construction , etc., aux montres de poche, ainsi 
que plusieurs constructions d’horloges agronomiques, etc.; 

it pl. eu taille douce; 1 vol. in-4 18 fr. 

8®. Traité des Montres à longitudes , contenant }a description et 
tous les détails de main-d'œuvre de ces machines, leurs di- 
mensions, la manière de les éprouver, etc. ; avec 7 pl. en 
taille douce. 

9®. Suite du Traité des Montres à longitudes, contenant la in- 
struction des Montres verticales portatives, et celle des Uor- 
loges horizontales , pour servir dans les plus longues traver- 
sées; i vqj. in-.{., avec 2 pl. en taille-douce. 

Prix de ces deux Ouvrages, réunis en un vtdumc. . 24 fr- 
io°. Supplément au' Traité des Montres à longitudes , suivi 
de la Notice des Recherches de l'Auteur, depuis 1752 jns- 

u’en 1807; 2® édit., i 838 12 fr. 

BESSEL (F.-W.) — Fundamenta Astronnmiœ. Regiomontani , 
i8i7,in-fol. m 

Recherches sur la partie 'des Perturbations qui résulte du 

mouvement du Soleil. Berlin, 1825, in- 4 - 

Recherches sur la longueur du Pendule à seconde simple. 

Berlin , 1828 , in- j. 

BEZOUT. — Cours complet de Mathématiques, à l’usage de la 
Murine , de l’Artillerie, et des Élèves de l’École Polytechnique ; 
nouvelle édit., revue etaugmcqte* par MM. Reyeaud , exa* 
minuteur des Candidats de l’École Polytechnique, et nr. IIosskl/ 
Contre- A mirai , Directeur du Dépôt général des Cartes , Plans 
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el Archives de U Marine et des Colonies, Membre de l’Institut 
et du Bureau des Longitudes de France; 6 vol. in-8., avec 
planches 3 ç> fr. 5 <J c. 

Chaque volume se vend séparément, savoir: 

Arithmétique , avec des Notes fort étendues, etc.; par Rrr- 

.v aud ; 20" édit., stéréotypé, 1839 3 fr. 5 o c. 

Le texte puj* 2 fr. 

Le même, suivi des Tables des poids et mesures, et des Tables 
de logarithmes, depuis 1 jusqu’à 10,000.- ... 2 fr. 5 o c. 

Les Notes Seules , 2 fr. 5 o c. 

Géométrie, suivie*! es Théorèmes et Problèmes de Géotné- 

trie,etc.;parR»vn*OD;8*àdit.,avec27 pl.,i 83 G. 7 fr. 5 o c. 

Le texte pur se vend fl, qP». 

Les Notes avec i 5 planches, 10* édit., i 838 . 4 friuo c. 

Algèbre et Appliration de cette science à l’Arithmétique et à 

ta Géométrie ; 7' édit. , avec des Notes, par Reyhaud ; in-8., 
|834 7 fr. 5 o c. 

Le texte pur se vend ^ (r. 

Les Notes seules 4 f r - 5 o c. 

Mécanique; 2 vol. in-8. • 

Traité de Navigation ; nouvelle édit.’, revue et augmentée 

de Notes , et d’une Section supplémentaire où l’on donne la 
manière de faire les-calculs des observations avec de nouvelles 
Tables qui les facilitent; par M. ns Russie , Membre de l’In- 
stitut et du Bureau des Longitudes, Contre-Amiral, etc.; in-8., 

avec 10 pl 6 fr. 

Cetto édition do Court de Mvthémaliqurs dr Br tout etl U plus An* 
plètc qui existe. w 

Notes et Additions aux trois premières sections du Traité 

de Navigation ; par Awt. Reboul, ex-Proviscur du Lycée de 
Marseille, etc. ; in-8 . * 3 fr. 

Cours de Mathématiques, avec des Notes et des Additions, 

par Pbtxabd. Géométrie , 7 e édit., revue et corrigée, i 832 , 
in-8 7 fr. 

BIOl* et ARAGO, Membres de l'Académie des Sciences et du 
Bureau des Longitudes de France. — Recueil (F Ob sensations 
géodfsiques , astronomiques et physiques , exécutées par ordre 
du Bureau des Longitudes de France, en Espagne, en France, 
en Angleterre et en Écosse , pour déterminer la variation de 
la pesanteur et des degrés terrestres, sur le prolongement 
du méridien de Paris; faisant" suite au troisième volume de 
la Base du Système métrique; in- 4 >, avec fig., 1*831. ai fr. 

BIOT. — Traité élémentaire d' Astronomie physique , destiné à 
l'enseignement daiA les Colleges, etc. ; 3 e édit., entièrement 
refondue et considérabl* augmenta, 3 vol. in-8., avec aüas. 4 

Le premier volu ipe , avec un atlas de 26 pl., est en vtmte. 

Le tome second est sous presse. 

— Essai de Géométrie analytique appliquée aux Courb&rt 

aux Surfaces du second ordre ; in-8., 8 e édit., revue et corri- 
gée 7 fr. So c. 

— Notions élémentaires de Statique, destinées aux jeunes 
gens qui se préparent pour l’École Polytechnique et oui sui- 
vent les Cours de l'École deSaint-Cyr; 1829, 1 vol. in-8. 4 fr- 

— Tables barométriques portatives , donnant les différences dé 
niveau par une simple soustraction ; in-8. . . . 1 fr. 5 o.c. 

Recherches sur l'Intégration, des Équations différentielles 
partielles et. sur les Fibrations des Surfaces (Extrait des Mé- 
moires de l'Institut); in- 4 * . . . *. . . 4 

— ! Mémoire sur la vraie constitution de l’Atmosphère ter- 
restre, déduite de l'expérience, avec ses applications à la me- 
sure des hauteurs paroles observations barométriques, et au 
calcul des réfractions, etc. ( Extrait de la Connaissance des 

p Temps ). In-8. gr. pap., avec pl.. » . . ? 5 fr. 

••••• Mémoire sur la mesure jhéorjque et expérimentale de la 

V 


Réfraction terrestre, avec son application à la détermination 
exacte des différences de niveau , d’après les observations des 
distances zénithales simples An réciproques, etc. (Extrait de la 
Connaissance des Temps). In-8. gr. pap. ‘avec pl. . . 5 fr. 

Sur le développement des forces élastiques 4 c la vapeur 

aqueuse; in-8., gr. pap. (extrait de la Connaissance des 
Temps) , * 3 fL 

BIOT et ARAGO. — Mémoire sur les Affinités des Corps pour ‘W 
Lumière , et particulièrement sur les Forces réfringentes des 

* différents Gaz ; in» 4 - à 8 fr. 

BIOT (Édouabo), l’un des gérants du chemin de fer de Saint- 

Étienne à Lyon., membre de la Société d’ Encouragement. — 
Traité sur l’Économie des Machines et des Manufactures of- 
frant l’exposition générale des principes ‘qui règlent l’applrca- 
tion des machines aux opérations des arts et de l’industrie- 
manufacturière , avec des exemples tirés de toutes les classes 
de fabriques anglaises ; par Ch. Babbage, Membre de la Société 
royale dé Londres, Professeur à l’Université de Cambridge; 
traduit ife l’anglais, in-8., i 83 ^ 7 fr. 5 o c. 

•BONNEFOUX, Capitaine de vaisseau , Commandant du Fais- 
seau- École. — Nouvelles Séances nautiques, ou Traité élémen- 
taire tlu Faisseau dans le port , suivi d’Appendice contenant, 
i w on Vocabulaire français-anglais des termes de Marine ; 2 0 un 
choix de commandements employés à bord , avec la traduction 
anglaise; 3 ° un Recueil français anglais de phrases nautiques; 
in-8., fig., 1827. ; 5 fr. 

BORGNIS, Ingénieur et Membre de plusieurs Académies. — 
Traité complet de Mécanique appliquée aux Arts , Contenant 
l’exposition méthodique des théories et des expériences les 
plus utiles pour diriger le choix t l’invention , la construction 
*et l'emploi de toutes les espèces de machines; ouvrage divise 
en dix Traités, format in- 4 **, avec 249 pl., dessinées par 
Gibabd , dessinateur à l'École Polytechnique, et gravées par 
M. Adam , 1818 à 1823. 

Le 5 e Traité et les suivants se vendent séparément. * 

I . De Ut Cétrfip&sH&m des Machines, contenant la classification, 
.la deæripbondH’exflmen comparatif des organes mécaniques; 
volume ae- plus «le 45 o pages, avec tableaux synoptiques et 
43 planches 'donnant les figures Je plus de 1200 organes de 
machines , 1818. 

II. Du Mouvement des Fardeaux , contenant la description et 
l'examen des machines les plus convenables pour transportai 
gt élever toute espèce de fardeaux*; volume de 334 P a 8 e5 et 
20 pl. gravées, 1018. 

III. Des Machines fjMd'on emploie dans les constructions di- 
verses , ou DcscriWmH des Machines dont on fait usage dans 
les quatre genres 1 d’ Architecture civile, hydraulique , militaire 
et navale ; vol. de 336 pages a>'ec 27 pl., 1818,*; 

IV. Des Machines hydrauliques , ou Machines employées pour 

élÂjtjypu nécessçire aux besoins de la vie , aux usages de 
l'AÆÊflmbure , aux Épuisements temporaires et aux Epuise - 
nrems Wons les Mines; vol. in- 4 -, avec 27 pl.,’ 1819. . 

V. Des Machines d’ Agriculture. Ce volume décrit les instru- 
ments et machines aratoires, les machines employées à ré- 
colter les produits du sol et à leur donner les préparations 
premières , les moulins et les mécanismes qui servent à épurer 
le blé et à bluter les farines, et enfin les pressoirs , les cylin- 
dres *;ie3 pilons et autres machines employées à l’extraction 

* deèVpRs et du vin, ett.; in- 4 -, avcc 2 ° P 1 *» 1819. . 21 fr. 

VI. Dés Machines employées dans diverses fabrications , contc- 

* nant la description des machines en usage xlanf les grosses 
forges et dans les ateliers de métallurgie; dftftrfo papeteries, 
dans les tgnneries, etc.; vol. in-4-, avec 27 pl., 1019. 21 fr. 

I* 
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VII. Des Machines qui servent à confectionner tes Étoffes, con- 
tenant la manière de préparer li-sjiiatières filamenteuses, ani- 
males et végétales , l’examen camparatif des moyen! mécani- 
ques employés (huis les lil.it ores, la description des métiers 
avec leurs accessoires pour toutes espèces d'étoffes, depuis les 
plus simples jusqu'aux plus figurées; enfin la manière de don- 
ner au$ étoffes les derniers apprêts avant d’être livrets au 

^^•ommerco; vol. jn* 4 - , avec 4 î pl-, 1820 3 o fr. 

VIII. Des machines qui imitent ou facilitent les fonctions vitales ries 

Corps animés ; suiv i d’un appendice sur les machines de théâ-« 
tre anciennes, et sur les procédés en usage dasis les théâtres 
modernes pour effectuer les changements à vue , les vols di- 
rects et obliques, et autres effets ; vol. in-4-, avec 27 planch., 
1820. . 21 fr. 

IX. Théorie rie In Mécanique usuelle , ou Introduction à l'étude 

de la Mécanique appliquée aux Arts , contenant les principes 
de Statique , de Dynamique, (l'Hydrostatique et d’Hydiody- 
namique applicables aux Arts industriels ; la théorie des mo- 
teurs, des eflels utiles des machines , des organes mécaniques 
intermediaires, et l'êquinore des supports; 1 vol., in-4.» 
ifttl T v i 5 fr. 

X. Dictionnaire de Mécanique appliquée aux Arts ,<'OlUrnant 

la définition et la description sommaire des objets le* plus 
importants ou les plus usités qui sc rapportent à cette Science, 
avec renonce de leurs propriétés essentielles ; suivi d’indica- 
tions qui facilitent la recherche des détails plus circonstanciés; 
in-4-* 1823 i 3 fr. 

UOR G N IS. — Traité élémentaire de Construction appliquée et l'Ar- 
chitecture civile , contenant les principes qui doivent diriger, 
r* le choix et la préparation des matériaux; 2 0 la configura- 
tion et les proportions des parties qui constituent les edifiegs 
en général ; 3 ° l'exécution des plans déjà fixes ; suivi de nom- 
breuses applications puisées Jans les plus célèbres monuments 
antiques et modernes, etc. ; «n- 4 -, d'environ 65 o pages, et 
atlas de 3 o pl. gravites par Adam ; 2® édit», 1 838 . . 36 fr. 

BOUCHARCAT, Professeur de Mathématiques transcendantes 

• aux Écoles militaires, Docteur ès-Sciences, etc. — Théorie 
des Courbes et des Surfaces du second ordre,, précédée* des 
Principes fondainenlaux de la Géométrie analytique; 3 *edit., 
in-8. {Sous presse.) * r 

Éléments de Calcul . différentiel et de Calcul intégral ; 

• 5 e édit., revue et augmentée , in *8., avec planches, i 838 . 8 fr. 
ÉlénicrUs de Mécanique ; 3 * édit. , revue, corrigée et gon- 

sid« ralliement augmentée; in-8., avec planches, i8j°- 8 fr. 
BOlIGt KR. — Justification tics Mémoires de l'Académie et du 
J.ùrrc de la Figure de la Terre; in - 4 7 fr. 5 o c. 

BOl'RDÉ DK.VlLLKIlL’ET. — Le Manœuvrier, ou Essai sur la 
, Théorie et Àu Viatique des mouvements du Navire et des Évo- 
lutions navséles; 5 ” édit. , augmentée, i° d'un Appendice du 
même auteur, contenant les pritfeipes fondamentaux de l’Ar- 
rimage des. vaisseaux , suivi d’un Mémoire sur le même sujet, 
par Gtoioiuu), ingénieur- constnicteur; in-8. , pap. carré 
fin, avec 1 1 pl. gravées en lailfi* douce, i 83 a. ... 7 fr. 5 oc. 

BOURDON; Inspecteur général de TUniversité, Examinateur 
pour l'École Polytechnique. — Éléments d'arithmétique ; 
1 vol. in-8., ip' édit., revue et corrigée, 1842. (Ouvrage 

adopte par l’Université.) - . 5 fr. 

Êlément^dLMgèbre ; 8 e édit. , considérablement fragmen- 
tée; 1 tort vol. in-8., 1837. (Ouvrage adopté par l'Uni- 
versité J . . 8 fr. 

d* ’j&lgèbrc à la Géométrie , comprenant les 

deux Irigouomwries* rectiligne et spherique, la Geqffietrie 


analytique à deux et à trois dimensions; 4* édit., revue, cor- 
rigée et considérablement augmentée ; 1 fort vol. in-8., avec 
f 5 pl., i 83 n. Ouvrage adopté par l'Université. . 7 fr. 5 oc. 

Thèse de Mécanique qui a été soutenue , le g mars 181 1, 

devant la Faculté des Sciences de Paris; suivie du Programme 
de la Thèse d* Astronomie qui acte soutenue, le 2 5 mars 181 1, 
devant la même Faculté; in- 4 * # • . • • • • • • 2 fr. 5 oc. 
BOUVARD, Membre de l’Institut, etc. — Poyez Büuai des 
Loxoitudfs. * 

BRENNËCK. — Mémoire relatif h ta Théorie des Nombres. Lu 

réciproque. Brochure in- 4 * , 1840 ’. 1 fr. 5 o c 

BRESSON (C.). — Traité élémentaire de Mécanique appliquée 
aux Sciences physiques et aux Arts. — Première partir 
{Mécanique des Corps solides) ; in- 4 * et atlas de 18 plancha 

doubles, 1842 "a 5 fr. 

BRIANCHON, Capitaine d* Artillerie. — Application de la Thnr 
rie des Transversales. {Sous presse .) 

' - Mémoire sur les Lignes du second orrlrv ; 1817, in-8. 2 fr 
BUQUOY (Comte de). — Exposition d'un nouveau Principe 
de Dynamique , defnt le principe des Vitesses virtuelles n'est 
qu’un cas particulier; lu à ilnsti tut de France, le 28 août 

181 5 , in -4 4 ....... 2 fr. 5 o c. 

BURCKUARDT, Membre de l'Institut et du Bureau des longi- 
tudes de France. — Table des Diviseurs pour tous 1 rs . Nombres 
du I er , 2" et 3 * million , avec les nombres premiers qui s'f 

#ouvent; grand in- 4 -, pap. vélin, 1817.. • 36 fr. 

Tables de la Lune . — Voyca Bureau des Loxcirt des. 

* BUREAU DES LONGITUDES DE FRANCE. 

Connaissance des Temps , à l’usage des Astronomes et 

des Navigateurs , pour lesannées 1842 , i 843 , i 84 -fct * 845 . 
Prix de chaque année, satin Additions. ... .... 5 fr. 

Les mêmes , avec Additions , sc vendent chacune 7 fr. 5 oc. 

On ]m*ui »<? procurer la Collection complète, ou des an mes vparrw 
do col Ouvrage, depuis 1760 jusqu’à ce jour. ’ ’ « 

Annuaire présenté au Roi par le Bureau dus Longitudes, 

• pour 1842; 2* édit., augmentée de Notices scientifiques par 

M. Arago ; in-t8 * 1 fr. Soc. 

Cet outrage parait tous les ans. • 

— Observations astronomiques faites à T Observatoire royal 
de Paris , publiées par le Bureau dès Longitudes; in-folio, 

1825 , tome I. ...... 5 o fr. 

Tonie II, 1837 t| 5 o fr. 

Observations astmnomiq ues (Secoxdk fini?' futés à l'ûb- 

s 0 iva foire royal de Paris pendant l'anhémt&iq . 

idem pour t 838 . • 

— — pour i 83 g. 

— — — pour 1840. 

Tables de Jupiter et de Saturne; 2* édit. , augmentée 

des Tables d'Urantis; par M. Bouvard, Membre de l’Insti- 
tut; in-4-* 1821. 

— : — Tables de la Lune, par M. Burcrharut, Membre de l'In- 
stitut; in-4* > *8i 2. 

Tables du Soleil; par M. Delà mure r et Tables de la 

LuiiCy par M. Biro ; in- 4 - * 1806. - A 

Tables de la Lune , formées par la seule théorie de l'ai- 

trartion, et suivant la division de la circqpfcrencé en Jouir 
grés; parM. Damoisf.au; in-fol. , 1828. 

Tables écliptiques des Satellites de Jupiter, d’après la théorie 

de M. Ve La place et la totalité desrtdtservations faites depuis 
1662 jusqu’à l’an 1802 ; par M. Delamrre; in-4., 181 7. tufr 
Tables des Satellites de Jupiter; par M. Damoiseau. 

i 836 ; in- 4 - - ..... * . * - 
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CAGNOLI. — Traité de TrigonornéMè , traduit de l'italien par 

M. Chomi-ré; 2* édit. ; in* 4 -> 1808. • * 18 fr. 

* CARNOT , Général , Membre de l'Institut , etc. — Mémoire 
sur fa Fortification primitive , pour servir de suite au Traité 
sur la défense des places fortes ; in- 4 -, 6g., 1823. 7 fr. 5 o c. 
Géométrie de position ; in- 4 * 

— Mémoire sur la Relation qui existe entre les distances res- 
pectives de cinq points quelconques pris dans l’espace ; suivi 
d’un Essai sur la Théorie des Transversales ; in- 4 -, 1806. §fr. 

De la Corrélation des Figures de Géométrie ; 1801 ; in-8., 

g»*, pap 3 fr. 

■— — Réflexions sur la Métaphysique du Calcul infinitésimal ; 

in-8., fig., 3 ® édit., 1839. 4 ^ r * 

Principes de T Équilibre et du Mouvement ; in-8., l 8 o 3 . 5 fl*. 

‘OUVRAGES DE M. Àuccsrtar de CAUCHY, jnembre de- 
l’Académie des Sciences. 


: Cours d\ 

Lie ; Analyse 
— — Mémoire 

sur la 

Détermina , 



l'École royale Polytechnique ; i 1 * Par- 
Tque; in- 8 ., broché. . . . . ♦ C . . 7 fr. 
évolution des Equations numériques et 
'm motion ; 1 829 s io 4 br . ^ 3 fr . 
Racines féelles ; iç^. . . . . . 2 fr. 


Résolution des Équat. (C un degré quelconque; in ~4 • 2 fr. 5 o c. 

— Calcul des Indices des Fonctions ; in~ 4 . . . . 2 fr. 5 o c. 

• — — Mémoire sur l’Interpolation ; in- 4 » . . • • . 1 fr. 5 o c. 
Mémoire sur l’Interpolation ; Prague, septembre i 835 ; 

in-8. , lithographié , • 

■ Mémoire sur fa Rectification des Courbes et fa Quadrature 

des Surfaces courbes ; ^832 , in- j.*, lithographié. . . , 1 fr. 
— î- Résumé des Leçons données à V École royale Polytechnique 
sur le Calcul infinitésimal ; 182 3 ; in- 4 - 
Leçons^sur le Calcul différentiel; Paris , 1829 in> 4 -* br. 

— Leçons sur les Applications du Calcul infinitésimal à la 
Géométrie; 182601 1 82$; 2 Vol. in- 4 - • • * • • . • 20 fr. 

. "Le tome 2, 1828, in- 4 * br., se vend séparément.. 4 
— Mémoire sur les Intégrales définies , prises entre des li- 
mites imaginaires ; 1 8 a 5 , fn- 4 *, brochnre de 67 p. 3 fr. 5 a c 

Mémoire sltr T Analogie des Puissances et des Différences , 

et sur V Intégration des Équations linéaires; gr. in-4» 

— — Mémoire sur l'Application du Calcul des Résidus à la so- 
lution des Problèmes de Physique mathématique ; 1827 , in- 4 * 

br. . * 3 fr. Soc. 

-Mémoire sur le rapjmrt qui existe entre le Calcul des Rt : - 

sidu.s elle Calcul des Limites; Turin , 27 novembre i 83 i , in-4. 

Extrait du Mémoire présenté à T Académie de Turin , le l ( 

octobre i 83 i ; pet. in- 4 - de 2o.{ pages. B * 

Résumé d’un Mémoire sur la Mécanique céleste , lu à Turin 

le 1 5 octobre 1 83 1 ; pet. in-4- * 

■- Mémoire sur la Théorie de la Lumière ; i 83 o , in- 8 . 75 c. 
Mémoire sur la dispersion de la Lumière ; i 83 o , in- 4 - 

Rccqeil de Mémoires sur la Physique mathématique ; 

1839, in-4 t ........ 5 fr. 

— Exercices de Mathématiques ; 1826, 27, 28, 29 ;* 4 an- 

nées , «formant 48 numéros in- 4 -, dont 12 pour chaque 

année . . . » 72 fr. 

Les mémefiy 5 e année ,.n°* 4 *>* 5 o , 5 i. . .. 4 fr* c. 

Chaque numéro sê vend séparément. . . . . 1 fr. 5 o c. 

— Résumés analytiques ; Turin , i 833 ; 5 numéros in- 4 . l>r. 

•Ouvrage complet. . 7 fr. 5 o c. 


c 

‘Nouveaux Exercices de Mathématiques ; Prague, i 835 et 

36 ;in- 4 > br., n 04 1 à 8. . . . * . . i 12.fr. 

— — — Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique , se pu- 
bliant par livraison. Prix pour 12 Hvr. , 18 fr. par an. « 

Ce* Evorcice* ont commencé à parallro en 
( Voyez article Journaux Scientifiques.) 

CESSART (de). — Description des Travaux hydrauliques ; 2 vol. 

in-4-, et atlas de 67 pl 90 fr. 

Le tome a*, dpnt il reste quelques exemplaires , se vend sé- 
parément. . . ; 45 fr. 

CHAPMAN. — Traité de la Construction des Vaifseaux ; trad. du 
suédois par Vial de Claibuois; in- 4 - avec planches. 20 fr. 

CHARPENTIER, Capitaine d* Artillerie de Marine. — Voyez 
Douglas. 

CHASLES. — Mémoires sur les Surfaces engendrées par une 
ligne droite , particulièrement sur Vhyperbohide, la parabo- 
loidevt le cône du 2 e degré; in-8., br. . ....... 3 fr. 

CHLADNL — Traité d’ Acoustique t avec 8 pl. in-8.; 180g. 10 fr. 

C HOQUET, Professeur de Mathématiques , et MAYER , Chef 
d’institution polytechnique. — Voyez Mater. 

# CHRISTIAN , Directeur du Conservatoire des Arts et Métiers. 

— Traité de Mécanique industrielle, ou Exjrosé de la scitneè 
de la Mécanique , déduite de l’expérience et de i l’observation , 
principalement à l'usage des Manufacturiers et des Artistes ; 

3 vol. in- 4 - et Atlas de 60 pl. doubles a 90 fr. 

CICCOLINI (de), marquis de Guardiagrrle . — DclCavallo degli 
Sattchi ; in- 4 -, avec 25 pl..et tableaux, imprimé sur papier 
superfin des Vosges. .•. . . 5 fr. " 

CLAIR ALT. — Éléments d’ Algèbre , 6 " édit., avec des Notes et 
des Additions très-étendues , par M. Garnier; précédés d’un 
Traité d’ Arithmétique par Théveneau , et une Instruction sur 
les nouveaux poids et mesures; 2 vol. in-8 12 fr. 

— r . T héorie delà Figure de ta Tc&t , tirée des principes de 
rfl^lrostâtk|ue ; in-8., 2® édit., 1808 10 fr. 

— — Élémedts de Géométrie , h l 'usage des écoles primaires , 
nouvelle édit.y revue et corrigée £ i 83 o,in -8 ...... 4 fr- 

CLOQUET (J. -B.), cx-Professeuç delkssin à l'École des Mines 
et à celle de la Brigade topogfdp^qüe au Dcpùt des bonifica- 
tions. — Nouveau Traité élémentaire de Perspective , à l’usage 
des Artistes et des personnes qui s’occupent du Dessiir, précédé 
des* premières notions de la Géométrie élément ai h •, de la 
Géométrie descriptive , de V Optique et de la Projection des 
Ombres; 1 vol. in- 4 * et Atlas de 8 j pl., grav. avec le plus . 
grand soin, dont plusieurs coloriées; 1823. . . . .* 3o fr. 
Chacune de ces partie^ se vend séparément : 

La 1 ** et la 2*, Notions élémentaires de Géométrÿt, avec 6 
planches, et Notions élémentaires de Géométrie descriptive , ou 
Théorie des projections , et 3 a pl. ; ensemble. . 12 fr. 5 o c. 

La 3 ’’ et 4% Traité de la Lumière, des Ombres et des Cou- * 
leurs, avec 24 pl.,dont 4 coloriées; ensemble. . ... 14 fr. 

La 5 ®, Traité de la Perspective, avec 34 pl 10 fr. 

COMTE (Auguste), ancien élève de l’École Polytechnique, répé- 
titeur d Analyse transcendante et de Mécanique rationnelle à 
ladi UfÉcole . — -Cours de Philosophie positive; 6 v. in-8. 48 fr. 

CONDORCET. — Moyens d’apprendre à compter avec facilité; 

3 ® édit., in-12, 1842 *.<•/....« fr. 5 oc. 

* Connaissance des Temps. — Voyez Bureau des Longitudes. 

COSTE et PERDONNET, Ingénieurs des Mines. — Mémoires 
métallurgiques sur le Traitement des minerais de fer, d’étain 
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et de plomb en Angleterre , faisant suite au Voyage métallur- 
gique de MM. DurxxNOxet Élie de Beaumont, membres de 

l'Institut ; in-8. et Atlas Üe i 4 pl. ; i 83 o. 9 fr. 

— Mémoire eur les Chemins à ornières; io-8 avec 3 pianch. ; 
i 83 o . . .jft. ••••**•• 5 fr. 

COTTE. — Table des Articles mÇYcnus dans le Journal île Phy- 
sique; io- 4 * » • • • • > • . 4 fr* 

— Table des Matières contenues dans les Mémoires de T Aca- 
démie , pour les années 1781 à 1790, totpe %. ... 20 fr. 

COULOMB , Membre de llnstitut de France. — Théorie des 
Machines sitnples , en ayant égard au frottement de leu ri par- 
ties et à la raideur des cordages . Nouvelle édit, à laquelle on 
a ajoute divers Mémoires du même auteur ; in-4. . i 5 fr. 

Recherches sur les Moyens d'exécuter sous Teau toutes 

sortes de Travaux hydrauliques sans employer aucun épui- 
senfent; in-8 avec pl. 3 * édit. 1 fr. 80 c. 

Conrs d' Arithmétique, de Géomtkrie et de Trigonométrie , à l’u- 
$age des Sous- Officiers du Corps royal d’ Artillerie»; adopte 
par M. ie Ministre Secrétaire d'Etat au département de la 

Guerre; x vol. in- 12 avec pl., 1840 . . . . 4 fr» 

L'arithmétique se vend séparément i fr. 5 o c. 

La Géométrie et la Trigonométrie avec 6 planches . 3 fr. 

f Fours spécial, k Posage des Sous-Officiers de l’Artillerie , adopté 
par M. le Ministre Secrétaire d’État au département de la 
Guereey ffi»Lri»“i2 avec8pl., i& 4 °- * . . ; . à fr. Soc. 

* CRONIER. —^Traité raisonné* d Arpentage ; • 1 vol. in-8., 

1821 *••*••••* 4 f*** 

• * Nnticasur le Calculateur parabolique; in-8. , i8A».*i f. 25 c. 
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DAMOISEAU. — Voyez Jftmst des Longitudes. 

DANGER. — * L'Art dttfoujflcur à la Lampe , ou Moyen fa- 
cile de faire soi-méme, àjrès-peU de frais, tous tts'instrumcnts 
de Physique et. de Chimie , Ucls que thermomètres , baromè- 
tres , pèse-liqueurs , siphons, etc., au moyen d' Un appareil 
qui remplace avec avantage la table d'émail/eur, et offre au 
moins les cinq sixièmes^d^tidtminution de prix; 2* édit. 
{Sous presse.) 

î) AU BUISSON. — Mémoires sur les Basaltes de 'la Saxe , ac- 
compagnés d’observations Sur l’origine des Basaltes en géné- 
ral ; lus à la Classe des Sciences physiques et mathématiques 
de l'Institut national, an xi; in-8 «. . . 2 fr. 5 o c. 

DKCROZILLE. — Tarifs. — - Voye^RaBuri. 

DELAI8TRE. — Science des IngénicuPs, divisée^h trois livres, 
où l’on traite des Chemins, des Ponts, des Canaux et des 
Aqueducs; 2 vol. io- 4 *» avec un vol. de 56 pl.. . . . 4 *>fr. 

DELAMBRE, Secrétaire perpétuel de l’InstittR, Professeur 
d’ Astronomie au Collège de France, etc. — Traité complet 
d’ Astronomie théorique et pratique; 3 vol. in- 4 -, avec 20 pl., 
1 8i 4 » . 60 fr. 

* — Abrégé du même Ouvrage , ou Leçons élémentairesgjT Astro- 
nomie théorique et pratique données au College de France; 
i vol. in-8. (épuisé J*. 

Histoire de T Astronomie ancienne ; 2 vol. in- 4 -, avec 17 

pl-. • . . - T. . . . . 4 ° fr- 

— Histoire de V Astronomie du moyen âge; l vol. in- 4 -, 
1819, avec 17 pl. en taille douce. ... .... ... a 5 fr. 
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DELAMBRE. — HittmrC lie l'Astronomie moderne; a vol. in- 4 -> 

•vcc 17 pl., i8af. . W? 5 o fr. 

Histoire de l'Astronomie du irai" siècle , publiée par 

M. M.vTat.L , Membre de l’Institut et du Bureau des Longi- 
tudes; *«* 4 - , avec pl., 1826 . .36 fr. 

Tables astronomiques. — Voyez Btiuau nas Loiorniao. 

Baie du Système m étriqué; ^ vol. in- 4 . • ■ * - - 121 ^ r - 

• Le tome IV, par MM . Aaaeo et Biot, Membres de l’Institut ; 
i vol. in-4., 1821, se vemf séparément 21 fr. 

DELAMBRE et LEGENDRE, Membres de l’Institut. — Méthode 
analytique pour U Détermination d’un Arc du Méridien ; 
in-4-, an vu. . 9 fr. 

TdELAMÊTHERIE , Professeur au Collège de France, ancien Ré- 
dacteur du Journal de Physique, etc. — Considérations sur 
les Êtres organisés; a vol. in-o issfr. 

— * De ta perfectibilité et de la Dégénérescence des Êtres or- 

ganisés , formant le tome HI des Considérations sur les Etres 
organisés; 1 vol. in-8 , 6 fr. 

De la y attire des Êtres existants, ou Principes de la Philo- 
sophie naturelle; 1 vol. im-8 . . 6fr. 

Leçons de Minéralogie, données an Collège de France; 

2 vol. in-8., 1812. ....... t t-4r . '1 , . . . . 14 fr. 

DELAI;. — Découeerte de P Unité et généralité de principe, 
d’idée et d’exposition de la science des nombres, son apphra- 
bon positive «t régulière à l'Algèbre , à la Géométrie, et sur- 
tout à la'pratique , aux développements et à l’extension d# 
précieux système décimal. Calculs théori- pratiques , 1809; 

1 vol. in-8. f . . . . . 3 fr. 

DELITS. — Voyez Schbeibxil. • -*ÆÊ? 

DLDIEZ , Professeur de Mathématiques. — Petit Cours élémen- 
taire d' Arithmétique théorique et pratique à l’usage des üum- 
mençans; in-18, 1 833 . 1 fr. 

DORÉ, Secrétaire des directeurs et sous-gouverneurs de l’École 
Polytechnique depuis 1816. — De la Nécessité et des moyens * 
d’ouvrir de nouvelles carrières pour le placement des Élèves 
de l'École Polytechnique, et de l'Utilité de créer de nouvelles 
chaires dans Cet établissement ; br. in 8. , i 83 o. 1 fr. 5 o c. 

DUBOÜRGUET, .ancien Officier de Marine, Professeur de Ma-- 
thématiques an College Lpois-le -Grand . — Traités élémentaires 
de Calcul différentiel et de Galcul intégral , indépendants de 
toutes notions de quantités infinitésimales et de limites ; Ou- 
vrage mis à 1^ portée des Commençans , et où se trouvent 
plusieurs nouvelles' Théories et Méthodes fort simplifiées d’in- 
tégrations, avec des applications utiles au progrès des Sciences 
exactes; 2 vol. in-8* Paris, 1810 et 181 1\ . . . . 46 fr. 

— Traité de Navigation , Ouvrage approuvé par llnstitut de 
France , et m» ù la portée de tous les Navigateurs; in- 4 . , avec 

* fig 20 fr. 

DUBREUIL , Lieutenant de Vaisseau. — Manuel de Matelotage 

* et de Manœuvre; in-8., avec 4 gr. pl.» 2* édit., 1839. 6 fr. 

DUCHÈMIN (Colonel). — Recherches expérimentales sur les lois 

de la Résistance des Fluides; in-8., avec pl., i 84 a* . . 6 fr. 

DU CREST. — Vues nouvelles sur les Couran/s d'eau, la Na- 
vigation intérieure et la Marina; in-8.» i 8 o 3 . . . . . 5 fr. 

DUFOUR. — Essai de Géologie; in-8. . . ; . . ) fr. 

DUFW&OY, ÉLIE DE BEAUMONT, LÉON C 0 St£ 4 *.ER- 
Mp(%T, Ingénieurs des Mines. — Voyage méttSipljnque 
en Angleterre, OU Recueil de Mémoires sur le q'isemeOtyftex- 
ploitation et le traitement des minerais de fer , étain S-ptomb , 
cuifre, zinc, dans la Grande-Bretagne ; 2* édition, corrigée 
et considérablement augmentée ; 2 fôrts vol. in-8., avec duftx 
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atlas ensemble de 89 gr. flanelles, plus nnc carte géologique 
de l’Angleterre, suc pap. colombier, coloriée. . . 5 a fr. 5 o c. 

* DUHAMEL, Processeur à l’École Polytechnique . — Court d' Ana- 

lyse de l'École Polytechnique; a vol. in-8., l 84 o et 184 1. 10&. 

Court de Mécanique. {Sous presse.) 

DUHAMEL et REYNAUD. — Problèmes et Développements sur 
toutes les parties des Mathématiques ; in-8. J fr. 

* DUPIN (le baron ('mari ns , Membre de l’Institut, Pair de 

France. — Du Travail des enfants qu'emploient les Ateliers, 
les Usines et les Manufactures, considéré dans les interets 
mutuels de la Société, des Familles et de l'Industrie; br. in-8., 

1840. .' . . . 3 fr. 

* . Géométrie et Mécanique des Arts e{ Métiers çt des Beaux- 

Arts, Cours normal à l’usage des Ouvriers et des Artistes j* 
des Sous-Chefs et des Chcls d’Ateliers et de Manufactures» 
professé au Conservatoire royal des Aru et Métiers par l’au- 
teur; 3 vol. in-8., avec 44 pl 18 fr. 

tl" vol. Géométrie, ou des Formes nécessaires à l'In- 
dustrie; a* édit 6 fr. 

2* vol. Machines élémentaires nécessaires à l'Industrie; 
a* édit., i84a. . . 1 . . 6 fr. 

3 ' vol. Forces motrices nécessaires à r Industrie; dé édît, 
(Sous presse). . . . . . . *D Ht. 

** — — Fqpces productives et commerciales de la France ; 2 vol. 
in-4-, avee 2 pl. sur pap. jésus, 1827 25 fr. 

* - - - De petit Producteur français, divisé «n 6 petits vol. 
iq-18. , qui se vendent séparément : 

i°. Situation progressive des Forces de la France. . 75 c. 

2», Le petit Propriétaire français 75 c. 

3 ". Le petit Fibricant français 75 c. 

4 ". Le pcti^dBfatteant français 75 c. 

5 ". I.'Ouvn«k(&Sa 3 w» 76 c. 

6". I.'Ouvriflgjmnçaise. . . . j 5 C. 

— Développements de déométrie, avec des applications à la 
Stabilité des vaisseaux, aux déblais et remblais, au Défile- 
ment, à l’Optique, etc,, pour faire suite- À la Géométrie des- 
criptive et h la Géométrie analytique de Moro* ; in- 4 -, avec 
planches . *. i 5 fr. 

Application de Géométrie et de Mécanique à la Marine, aux 

Ponts et Chaussées, etc., poor faire suite aux Développements 
da Géométrie ; in- 4 -, -avec 17 pl., 1822 i 5 fr. 

Essai Historique sur les services et les travaux scientifiques 

île G. Moso*,<tc. ; lh-8., j8iq 4 f‘‘- 5 o c. 

Le même, in- 4 -, avec portrait parfaitement tessemblant. 

» -7 fr. 5 o c. 

Essais sur Démnsthènes et sur son éloquence, contenant une 

traduction des Harangues pour Olynthc , avjc le texte en 
regard ; des considérations sur les beautés des pensées et du 
style de" l’Orateur athénien; in-8., 1814 ‘4 fr- 

* - ■ Forages dans la Grande-Bretagne entrepris relativement 

aux services publics de la Guerre, de Ut Marine, et des Ponts 
et Chaussées en i8iti, 1817, 1818, 1819,1820 et 1821, pré- 
sentant le tableau des institutions et des établissements qui 
se rapportent & * 

i”. La force militaire; 

2". La force navale; 

3 ". Aux travaux civils des ports de commerce , des routes , 
des ponts o( des canaux ; • 

C^pi<- partie se vend séparément. 

t” partip, Force militaire ; 2" édit., i 825 ; 2 vol. 

•’ in -4- et atlas. . . . ! *25 fr. 

2* partie, Fonça navale, 2' édit., > 825 ; 3 vol. 
in-4- et atlas. 25 fr. 
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— - Les méiei, papier vünf tiré à *5 exemplaires, dont 20 

seulement sont destinés au commerce ; chacune. 1 . » 60 fr. 

* 3 * partie , Travaux civils des ponts et chqussées, i" sec- 
tion; 2 vol in-4- et atlas, 1824 2? fr. 

Discours et Ixçont sur l'Industrie, le Commerce, la Marine, 

• et sur les Sciences appliquées aux Arts ; 2 vol. in-8., 1825 
Ri . . .' 10 fr. 5 o c. 

Essais sur l’Organisation progressive de kt Mdrinc et des 

Colonies, etc. ; in- 8 ., 1834 8 fr. 

DUPUIS.. — Mémoire expUpafif du Zodiaque chronologique et 
mythologique, Ouvrage miittnaM le Tableau comparatif des 
majsons de la Lune chez. les différents 'peuples de l’Orient, et 
celui des plus anciennes observations qnt s’y lient , d'après 
les Égyptiens , les Chinois , les Perses , le» Arabes , les Chal- 
deeus et les Calendriers grecs; in-4., *8°6 7 fr. 


* ... . ;■:% 

Kcÿte centrale des Arts et Manufactures. (Prospectus de cet Éta- 
blissement.) 

Se délivre Gratis tu penonnas qui en font la demande par lettre 

affranchie. * 

■* ÉCOLE ROYALE POiYTECHïUQUE. — Journal de l'École 
royplc Polytechnique ; par MM. Lackahg* , Laplace , Mentor , 

. Papmr, Fouacaov, Berthom.et. VAuquELt», Lacaoix , ID- 
chïtte , Poissos, SoAirux, GvrtTO-MoavrAO , Baeeuel , tr- 
CKitnar, Haut, Malus, Ampère , Biot, Poissot, Lr.raAXÇAis, 
Paotfï, Cauchy, Biret, De long , Clapeyeoh , Demoneeuuuid, ' 
Olivier , Duhamel , Coaious , IjOuvtLia, J. BtpiTaAXn , etc.; 
3 a cahiers en 28 vol. in- 4 -, avec des planches. 268 fr. 5 o c. 

V oyez, à l'article Jourhaux sciaxnr iqup.s , la Table des Mé- 
moires contenus dans les 28 cahiers publiés jusqu'à et jour- 

•*. • '."•Lea cahiers ci -après se vendent séparément : 


ni. . * . 7 fr. 

IV-** • 7 

V n 

XVI. 15 fr. 

XVU . i5 

XX 10 

VI 7 

vu et vin 10 

VII et VlU bis {Mècani- 
qucphil.de Pao?nr). i5 

IX n 

XXII -. . . 8 

xxra 8 

XXIV. . . 8 

XXV 8 . 

XXVI 8 

XI 12 

XII 12 

xm i5 

XIV i5 

XXVII. . * 8 ’ 

XXVIH 8 ’ 

XXIX {sous presse). 


* ÉPURES A L’USAGE DE L’ÉCOLE ROYALE POLYTECIi . 

Épures fie Géométrie descriptive, de Charpente, de Coupe de 
Pierres, de Perspective et d ‘Ombres ( sans texte); prix en 
feuilles. -’NT s . 19 fr. 

— — de Topographie is Lumière oblique; in-fol., sans teste 
. 6 fr. . 5 o c. 

de Topographie à Lumière directe; in-fol.,- sans texte.* 

• ' &.*;• 6 fr". 5 o e. 

de Machines; a pl. — Éléments de Mschifies; — Engre- 
nages ; — ÉchappAicnts; — Machines à vapeur;- — Presse 
hydraulique; — Moulin à blé. /\ (r. 

— — de Machine à vapeur, pouvant fonctionner A haute et à 
basse pression; 2 feuilles avec légende. . . . 1 fr. 55 e 
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Correspondance sur l'École Polytechnique ; 3 vol., in-8. 4 o fr. 

Chaque volume «t compost* «le plusieurs numéros qui sc 
• vendent séparément. * 


Premier volume. 
1 fr. 

..... i 


5o 

5 o 

5 o 

5 o 


Second volume, 
i 3 fr. » 

a - • 1 • . 4 

3 3 


£>0 


4 


Troisième volume. 

1 3 * 

2 *4 

3 . . .. ... . . 5 


# Cours de P/n siqur de l'École Polytechnique ; par M. Lamé, In- 
génieur des Mines, Professeur de Physique à ladite École ; 
2/ édit. corrigée et augmentée, 3 vol. in-8., iB.jo. . >8 fr. 

KUCLIDE. — OE uvres en grec, latin et français , d'après un 
manuscrit tres-ancien , qui était resté inconnu jusqu’à nos 
jours; par Pryaaed, traducteur «les Œuvres d'Arehimèdc , 
ouvrage approuvé par l'Académie des Sciences; 3 vol. in- 4 *, 
1814, 1817 et 1818 45 fr. 

EULER. — Éléments dé Algèbre; nouvelle edit. , 1807, 2 vol.* 
in-8. i 5 fr. 

Lettres à une Princes d’Allemagne sur divers sujets de 

Physique et de Philosopfde , conforme* à l’édition originale 
de Saint-Pétersbourg; précédées de Y Éloge d'Euler, par Cow- 
dorcrt. Nouvelle editmn , qevye et augmentée par M. Lamé, 
professeur à l'École Polytechnique; 2 forts vol. in-8., im- 
primés en caractères neufs et sur papier carre fin , avec le 
]>ortrait de l’Auteur. ( Sous presse.) 

Introduction h l'Analyse infinitésimale ; trad. du latin par 

Labev, suivie de Notes et éclaircissements; 2 vol. in- 4 - i8fr. 

El tous lo» autre» ouvrage» d'Euler. 

EVANS (Ol^vkr)*. — Manuel de l'Ingénieur mécanicirtt Cons- 
tructeur de Machines à vapeur ; trad. de l’anglais par I) 00- 
i.ittlx; 3 e édit, in-8., avec 7 pl., 1837 5 fr. 


I 


*. • F 

• 

FABRE. — Traité théorique et pratique du Nivellement ; 

* in- j.,gr. pap., avec pl. . . . •*.... i 5 fr. 

FAVIER , Ingénieur en chef des Ponts-ét-Chnussécs. — - Examen 
des Conditions du Mode d' Adjudication des Travaux publics , 
suivi de Considérations sur l'emploi âe re Mode et de celui 
de régie; brochure in-8., 1824 2 fr. 

FEffhY, Professeur à l'École centrale des Arts et Manufactures. 
— Procédé de la Fabrication du Fer ; Notice publiée # eri i 83 t 
par la Société formée dans la Grande-Bretagne, pour la proj* 
jiagation des Counaissanct*s usuelles; trad. de l’anglais, in-8., 
avccpl., i 833 . . '. . .j 3 fr. 

FORFAIT. — - Traité élémentaire de la Mâture des Vaisseaux, à 

• l’usage d\p Élèves de la Marine; 2* edit., augmentée d’un 
grand nombre de Notes et de Tables, par M. Willaumzz, ca- 
pitaine de vaisseau; suivi « 0 »n Appendice contenant un 
Mémoire sur le Système de construction des Mâts d’assemblage 
en usage dans les ports de Hollande , et sur les Modifications 
que Fort propose* d’y apporter; par M. Rollamo, inspecteur- 
adjoint du Génie maritime; 1 vol. in- 4 ., avt<c planches, 
•i84 r ». , i 18 fr. 


FRANÇAIS, Professeur à Metz. —• Mémoire sur le Mouvement 
de Rotation d'un Corps solide autour de 0 son centre de masse ^ 
in-4-, 181 3 2 fr. c. 

FRANCHINI. — Mémoire sur l'Intégration des Équations diffé- 
rentielles; in -4 . \ , \ . . 1 fr. 5 o c. 

FRANCOEUR, Membre de ITnstitut, Professeur à la Faculté 
des Sciences «le Paris; etc. — Astronomie pratiqué , Usage et 
Composition de la Connaissance des Temps, etc., ouvrage des- 
tiné aux Astronomes, aux Marins et aux Ingénieurs; in-8., 
2‘ « dit i8.jo. 7 fr. 

Uranographie , ou Traité élémentaire d' Astronomie , à IV 

sage «les personnes peu versées dans les Mathématiques , des 
Géographes , des Marins , des Ingénieurs ; accompagné* de 
planisphères; 5* édit., revue et considérablement augmentée, 

1 vol. in-8., avec pl., 1837 : . 9 fr. 5 o c. 

—— Cours complet de Mathématiques pures , Ouvrage destiné 
aux É 1 «*a*cs des ÊculeSjNormalccl Polytechnique, et aux can- 
didats qui sedispqse’Vy être admis; 4 * édit., revue et^onsi- 
dérahlement aûgpiefctce, 2 vol. in-8., aveepl., 1837. . i 5 fr 

Éléments de Statique; in-8 ! . . 3 fr. 

1 Traité élémentaire de Mécanique ; 5 e édit., in-8. 

* - ■ - La Goniométrie, ou Y Art de tracer sur le papier des An- 
gles dont la graduation est connue , et d’cy'aluer le nombre de 
degrés «f un Angle déjà tracé ; accompagnée d’une Cable des 
Cordes de 1 à 10,000; broch. in-8., fig. ... t fr. o 5 c. 

* Géodésie ou Traité de la figure de la Terre et de ses par- 

ties , comprenant la Topographie, la Gcpmorphfo et la Navi- 
gation ; cours fait à la Faculté des Sciences de Paris, etc. , 1 835 , 
in-8 7 fr. 5 o c. 

Et les autre» ouvrages du mémo auteur. JÈBn 

FR AT, Commissaire-Ordonnateur dél Guerres, Membre de la 
Légion-d* Honneur, etc. — Essai sur Vôrifvic des Corps or* 
ganisés et inorganisés , et sur quelques Phénomènes de Phy- 
siologie animale et végétale ; 1 vol. in-8., 1817. . . . 5 fr. 


*GARIDEL (ux), Officier du Génie militaire. — Tables des Pous- 
sées des Voûtes; 1" partie, in -4 . . 5 fr. 

* — a r partie , in- 4 ., *^ 4 2 fr. 5 o c. 

* Essai sur l’équilibre des demi-fitqdes ^frottement et ap- 

plication'^ la stabilité des rebétemenh, etc. . . . 2 fr. 5oc. 

GARNIER. — Traité d’ Arithmétique à l’usage des Èldfes de 
tout âge; 2 e édit., in-8., 1808 2 fr. Ko c. 

Éléments d’ Algèbre à l'usage des Aspirants à /'École Po- 
lytechnique; 3 e édit., in-8., revue, corrigée et augmentée; 

1 8ri . . .• r . . 6 fr. 

Suite de ces Éléments, 2 r partie. Analyse algébrique ; nou- 
velle édit., ronsid«*rabIenicnt augmentée, in-8., i8«4* 7 fr. 

; Géométrie analytique , ou Application def'Algchrr à la 

* Géométrie ; 2* edit., Perte et augmentée, 1 vol. in-8., avec 
*4 pl., 1 8 1 3 . . 6 fr 

Iss Réciproques de ta Géométrie, suivit*, d’un Recueil de 

Problèmes et de Théorèmes , et de la Construction des Tables 
trigoiiomètrà]iti« ; in-8 , 2' édit., considérablement attenter- 
téc. 1810. (Sous presse.) 

Éléments de Géométrie, contenant les (leu, 'l^Çonomc-tries. 
les éléments de la PrHv^onomélrie et du levé dcs^Plans, et 
l'Introduction à la Géométrie descriptive ;. I vol. in-8. avec 
pl-. 1812 I 5 fr 
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GARNIER . — Leçons de Statique a f usage des Aspirants à l’École 
Polytechnique; \ vol. in-8. avec 1 2 pl. , 1811 5 . fr. 

Leçons de Calcul différentiel et intégral ; 2 vol. in-8. avec 

6 pl., 181 1 e( 1812 i4 fr. 

Ixçons de Calcul intégral ; 1 vol. in-8. avec 2 pl., 1812 ; 

se vend séparément 7 fr. 

Trisection de l’Angle, suivie de Recherches analytiques 

sur le meme sujet; in-8.. 1809. 2 fr. 5 o c. 

• Discussion des Racines des Équations déterminées du pre- 
mier degré à plusieurs inconnues , et Élimination entre deux 
Équations de degrés quelconques à deux inconnues ; 2 e édit., 
» vol, io-8. ........... 8 . 1 • - 1 I fr- 80 e, 

GARNIER , Ingénieur des Mines, ancien Élève de l'École Poly- 
technique. — Traité sur les Puits artésiens , ou sur les diffé- 
rentes espèces de Terrains dans lesquels on doit rechercher des 
Eaux souterraines ; ouvrage contenant la description des pro- 
cédés qu’il faut employer pour ramener une partie de ces 
eaux À la surface du sol , à l’aide de la sonde du mineur ou du 
fontainier; 2® édit., revue et augmentée, avec pl., in-4«» 

1826 i&ïr. 

GASCÎIEAU. — Géométrie descriptive; Traité des Surfaces ré- 

glées; in-8 . . ^ 2 fr. 5 o c. 

GAUSS. — Recherches arithmétiques ; traduites p^r M. Poullet- 
Delislk , ancien Élève de l’École Polytechnique et Professeur 
de Mathématiques ù Orléans ; i vol. in- 4 .» 1807. 

GAUTIER DTIAUTESERVE. — Traité élémentaire sur les Pro- 
babilités ; in-8., i 834 3 fr. 

GERMAIN (Mademoiselle Sopiiie). — Recherches sur la Théorie 
des Surfaces élastiques ; 1 vol . in- 4 -, î 82 1 5 fr. 

Remarques sur la nature , les bornes et l'étendue de la 

Question des Surfaces élastiques , et Équation générale de ces 
Surfaces; in- 4 -, 1826 . . • 1 fr. c. 

GIAMBONI. — Éléments d’ Algèbre , d' Arithmétique et de Géo- 
métrie , ou l’Arithmétique et la Géométrie se déduisant des 
premières notions de l’Algèbre, etc., trad. de l’italien |»ar 
Roux , de Genève ; 2 vol. in-8. . 2 

GICQUEL-DESTOUCHES, Capitaine de Vaisseau. — Tables 
comparatives des principales dimensions des Bâtiments de 
guerre français et anglais de touS^rmftm ,, de leur Md turc, 
Gréement, Artillerie , etc., d’après les derouft reglements; avec 
plusieurs autres Tables relatives à un syifjjmr de Mâture pro- 
posé comme plus convenable que celutrfctuel aux bâtiments 
de guerre français; ouvrage utile aux officiers de la Marine 
royale; in-4 * . . 9 fr. 

GILBERT, Ingénieur de Marine. — Essai sur l’Art de la Navi- 
gation par la Tapeur; 1 vol, in- 4 - avec 3 grandes planches, 
1820. 5 fr. 

GIRARD, Ingéajeur en chef des Pon ts-et-Cha tissées , Directeur 
du Canal de l’Ôurcq et des eaux de Paris, etc. — Recherches 
expérimentales sur l'Eau et lé Vent, considérés comme forces 
motrices applicables aux Moulins et autres Machines à mou- 
vement circulaire; trad. de l’anglais de Smeaton ; in-4. avec 
pl., 2® édit., 1827 q fr. 

Mémoires sur les grandes Routes, les Chemins en Fer et 

les Canaux de navigation ; trad. de l’allemand «le Gerstnf.b , 

r r M O. Tebqukm , et précédés d’une Introduction par M. P.- 
Girard ; in-8. t 1824, avec pl G fr. 5 o c. 

Devis des Ponts à bascule à construire sur le Canal de 

t'Ourcq ; in-4., fig., 1808 G fr. 


G H • 

GIRARD. — Devis général du Canal de t’Ourcq ; édit., in- 4 . , 
avec une grande carte, 1819 6 fr. 

Et les autres outrages du jnfcnv auteur. , 

Gnomonique graphique. Voyez MOLLET. 

GOUDIN (Œuvres de M. B.), contenant un Traité sur les Proprié- 
tés communes à toutes les Courbes, un Mémoire sur les Éclipses 
de Soleil ; nouvelle édit., in- 4 - J fr. 5 ® c. 

Traité des Courbes algébriques ; in-i 2. (Rare.). . . 5 fr- 

# GOURÉ, Docteur ès-Sciences, Professeur de Mathématiques 

au Collège royal de T011 mon. — Éléments de Géométrie et 
de Trigonométrie , suivis d’un Précis de l’Arpentage et du lève 
des Plans; 2® édit., in-8., i 838 ; Ouvrage adopté par l’Uni- 
versité G'fk 

GUENYVEAU. — Nouveaux Procédés pour fabriquer la Fonte 
et le Fer en barres, avec des considérations sur la substitu- 
tion , dans les liants fourneaux à fer, des combustibles dans 
leur état naturel h ces mêmes combustibles carbonisés; sur 
l’application de la vapeur d’eau à la combustion avec flammes 
de l’anthracite, etc. ; enfin sur l’emploi de cette même vapeur 
d’eau à haute température dans le traitement des minerais de 
cuivre pyriteux au fourneau à réverbère, et aussi pour le 
raffinage du cuivre, etc.; in-8., avec pl., i 835 . 3 fr. 5 o c. _ 

•GUIONNEAU DE PAMBOUR, ancien Élève de l’École Poly- 
tehnique, etc. — Traité théorique et pratique des Machines 
locomotives ; Ouvrage destiné à faire connaître le mode de 
construction , le jeu de ces Machines et leur emploi pour le 
transport des fardeaux ; à donner des moyens de caJcufet à 
vue delà Machine, les vitesses auxquelles elle conduira des 
charges déterminées et le* services qu’elle pourra rendre en 
toute circonstance ; à fixer les proportions qu’il convient d’a- 
dopter dans sa construction pour en obtenir des effets voulus; 
à faire connaître sa consommation d’eau et de combustible, etc. , 
recherches baves sur up grand nombre d’expériences en grand, 
exécutées dans la pratique ordinaire sur des Machines diffé- 
rentes et avec des trahi* considérables de voitures; 2® édit., 
entièrement refonduè-^i considérablement augmentée , 1840, 
in-8., avec 5 grandwpl lq fr. 

1 Théorie analytique de la Machine à vapeur ; Ouvrage dé- 

montrant l’inexactitude des méthodes ordinaires au moyen 
desquelles on cherche à évaluer les effets ou les proportions 
des Machines à vapeur; et contenant, pour les Machines sta- 
tionnaires ou locomotives, à haute ou basse pression, avec ou 
sans détente et avec ou sans condensation , une série de for- 

• mules propres à déterminer analytiquement la vitesse que 
prendra la machine sous une résistance fine, etc.; 2® édit., 
revue et considérablement augmentée ; 2 vol., dont unVlas. 
(Sous presse.) 

U 

HACHETTE, ex-Professeur à l’École Polytechnique. — Pro- 
grammes d’un Cours de Physique , ou Précis des Leçons sur 
les principaux Phénomènes de la Nature , et sur quelques Ap - 
plications des Mathématiques à la Physique ; in-8., 1809, 

5 . fr. c. 

Correspondance sur l’École Polytechnique; 3 vol. in-8. 4 ° fr- 

Voyez École Polytechnique. 

HAGE AU, Inspecteur divisionnaire au corps des Ponts-et-Chaus- 
sées. — Description du Canal de jonction de la Meuse au 
Rhin , etc. ; 1019; 1 vol. in- 4 .» grand papier, et atlas com- 
posé de 2 jl pl- sur demi- feuille grand aigle 70 fr. 

Nota. Le* Planches qui composent l’atlas m* tendent srpamnerii 
comme épure». 

^Digiti^ by Googl 
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IÎATCHETT. — Expériences nouvelles et Observations sur les 
différents Alliages de VOr , leur Pesanteur spécifique , etc.; 
traduites de l’anglais par Lerat, contrôleur du monnoyage à 
Paris, avec des Notes, par Guyton-Morveau ; in -4 . 9 f r. 

IIAUY, Membre de l’Académie royale des Sciences, Professeur 
de Minéralogie au Jardin du Roi , etc., etc. — Traité des Co- 
rnières physiques des Pierres précieuses , pour servir à leur 
détermination lorsqu’elles ont été taillées; 1 vol. in-8., 1817, 
avec 3 pl. en taille douce 6 fr. 

Tableau comparatif des résultats de la Cristallographie et 

de l’Analyse chimique , relativement à la classification des 
Minéraux; vol. in-8. . ; r . 5 fr. 5 o c. 

Traité élémentaire de Physique ; 3 f édit., considérablement 

augmentée, adoptée par le Conseil royal de l'Instruction pu- 
blique, pour renseignement dans les collèges; a vol. in- 3 ., 
avec 19 pl. . . . 10 fr. 

Traité de Minéralogie , précédé d’un Traité de Cristallo - ; 

graphie ; 2 e édit., revue, corrigée et considérablement aug- 
mentée, 6 vol. in- 8 . pap. vél. et deux atlas , ensemble 204 pl. 
en taille douce, 1822 et 1823. .......... 90 fr. 

Ces deux Ouvrages se vendent séparément , savoir : 

Traité de Minéralogie; 4 vol. in-8. et atlas de 120 plan- 
ches in-4 * 60 fr. 

Traité de Cristallographie ; 2 vol. in-8. et atlas de 8q plan- 
ches in- 4 - 3 o fr. 


Histoire et Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris ; 
*67 vol. in-4. ,rel i5oo fr. 


IIIJTTON. — Nouvelles Expériences d' Artillerie faites pendant 
les années 1787, 1788, 1789 et 1791 , où l’on détermine la 
force de la poudre , la vitesse initiale des boulets de canon , j 
les portées des pièces à différentes élévations, la résistance 


que Pair oppose au mouvement des projectiles, les effets des 
différentes longueurs des pièces, des différentes charges de 


différentes longueurs des pièces, des différentes charges de 
poudre, etc., etc. ; traduites de l’anglais, par O. Terquf.m , 
professeur de Mathématiques aux écoles royales, bibliothécaire 
du dépôt central d’ Artillerie, etc.; seconde partie, in*4*> 1826, 
avec planches î 10 fr. 

La i" partie, traduitepar Villantroy; in- 4 *» 1802, 10 fr. 


1 MB ART. — De la Mesure du Temps description de la Méri- 
dienne verticale portative du Temps vrm rt du Temps moyen 


dicnne verticale portative du Temps vrm et du Temps moyer^ 
pour régler les Pendules et les Montres, etc.; in- 18. . . 1 fr. 

INSTITUT (Académie dus Sciences). 

Comptes rendus hebdomadaires des Séances de l’Académie 

des Sciences, publiés conformément à une Décision l’Aca- 
démie, en date du 18 juillet i835; par MM. Aiuooct Fj.ou- 
rens, Secrétaires perpétuels. 


Cet Compte* rendus paraissent régulièrement loua le* dimanches, 
en un cahier do 24 ® 3 2 pages, quelquefois de 40 & Go. Us forment à la 
fin do Tannée, deux vuiumrs in- 4 -, ensemble doooooàaSoo page* et plu». 
Deu* table», Tune par ordre alphabétique de» matière*, Tautro par 


Deui table», Tune par ordre alphabétique de» matière», Tautro par 
ordre alphabétique do noms d'auteur», terminent chaque volume. 


Paix de V abonnement franco : . « jpjfc 

Pour Paris % Aso ^ 

. — les départements JK34 fr. 

— l’étiiangCT • fr- 

Instruction du Conseil de Salubrité , sur la Construction des La- 
trines publiques et tur T Assainissement des Fosses d’aisances ; 
imprimé par ordre du Conseil général de la Sôdfélé royale des 
Prisons ; in- 4 -» 1825, avec de très-grandes planches. . 5 fr. 


JACOBI. — Fundamenta Nova theoriœ functionum cllipticarum 
Regiomontani , 1829, in-4- ** 

Canon Arilhmcticus , sbe Tabula: quibus exihbentur pm 

singulis numeris primis vcl primorum potestatibus infra tooo 
numeri ad dutos indices et indices ad datas numéros perti- 
nentes. Berolini , 1839, in- 4 » 

JANVIER , horloger ordinaire du Roi. — Manuel chronomé- 
trique , ou Précis de ce qui concerne le Temps , ses divisions, 
ses mesures, leurs usages, etc.; vol. in-12, avec 5 pl. gra- 
vées par Leblanc , 1821. ’ . . 4 fr. 

JARS. — Éléments de la Géométrie souterraine pratique, d’après 
les leçons de M. Kœnig , inspecteur des mines; in-8. arec 
7 planches "i.dfr* 

Journal de Mathématiques pures et appliquées , ou Recueil men- 
suel de Mémoires sur Les diverses parties des Mathématiques ; 
publié par J. Lioüvii.le, Membre de l’Institut (Académie d« 
Sciences) et du Bureau des Longitudes, Professeur à l’École 
Polytechnique. 

Prix de l'abonnement pour Paris , 3 o fr. , 35 fr. franc de 
port pour la France, et pour l’étranger 4 <> fr. 

• Voyez, k l’article Journaux scientifique.* , la table des Mé- 
moires contenus dans ce Recueil , qui a commencé à paraître 
le 1 w janvier 1 836 . 

Journal de l’Éfolc royale Polytechnique. — Voyez École royale 
Polytechnique. 

Voyez aussi , k l’article Journaux scientifiques , ta table des 
articles contenus dans les 28 numéros de ce Journal . 

JURGENSEN. — Principes de l’exacte Mesure du Temps par 
les Horloges , ou Résumé des principes de construction des 
Horloges pour la plus exacte Mesure du Temps , etc., 2* édit. 
in- 4 -, et atlas de 17 pl., gravées par le Blanc. ... 25 fr. 


•JUVIGNY. — Moyen de suppléer par T Arithmétique à l’emploi 
de T Algèbre dans les Questions d’ Intérêts composés, d’ Annui- 


tés, d’ Amortissement , etc. ; terminé par une application spé- 
ciale du même procédé à l’extinction de la dette publique; 
in-8., 1825. . . *• * 2 fr. 


* LABATIE. — Méthode d' Élimination par le plus grand com- 
mun Diviseur, entièrement rectifiée et appliquée à l’élimination 
de deux iaconpùâ|^£n$ Artois équations de degrés quelcon- 
ques ; Ouvrage 4 osüné|rrllnseignernent, in-8 2 fr. 

LABEY, ex-Profeâ&dr h l’École Polytechnique, etc. — ht 
traduction àl’ Analyse infinitésimale; traduit (lu latin D’Ecrua, 
avec des Notes et Éclaircissements, a vol. in- 4 - . . 18 fr. 

Traité de Statique ; vol. in-8 3 fr. 5 o e 


I, AC AILLE. — Leçons élémentaires de Mathématiques , aug- 
mentées par Manie , avec des Notes par M. L»»v.v , ProfS- 
seurde Mathématiques, ex-Examinatcur des Candidats pour 
l’École Polytechnique; Ouvrage adopté par l’Université 
pour l’enseignement dans les Lycées, etc.; in-8., fig. ; nouv 
édit. {Sous presse.) 

Leçons d'Optique; nouv. édit., in-8., 1808. . . . , 5 fr. 


Traité d'Optique sur la Gradation île la Lumière, par 

Bououxa, publié par Lscmile ; in -4 18 fr 

Et les autrra ouvrage* du mémo auteur. 


LACROIX , Membre de l'Institut (Académie des Sciënces) , Offi- 
cier de la Légion-d'Honneur, etc. — Traité du Calcul différen- 


tiel et du Calcul intégral; a' édit-, revue, corrigée et considé- 
rablement augmentée, 3 vol. in-4., avec '8 pi- - 

Cours de Mathématiques Ml' usage de l'École centrale des * 

Quatre- X allons ; Ouvrage adopté par le Gouvernement pour 
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3 fr. 

4 fr. 
4 fr. 
. tjlht P- 


L 

les Lycées, écoles secondaires, Colleges, etc.; io vol. in-8. 

56 fr. 

Chaque volume du Cours de M. Lacroix sc vend séparé- 
ment , savoir : 

Traité élémentaire d’ Arithmétique; 19* éd., l 836 . . 

Éléments d‘ Algèbre ; 17® édit., 1842 . 

Éléments de Géométrie; i 5 ® édit., i 83 ^ 

Traité élémentaire de Trigonométrie rectiligne et 

rique , et d' Application de l’Algèbre à la Géométrie ; o* édit 

1837 4 fr- 

-Complément des Éléments d’ Algèbre édit., i 835 . 4 fr- 

Complément des Éléments de Géométrie , ou Éléments de 

Géométrie descriptive ; 7® édit., 1840 3 fr. 

T 'rai té élémentaire du Calcul différentiel et du Calcul inté- 
gral ; 5 ® édit.., 1837 9 fr* 

Les st* pi Ouvrages ci-dessus sont signes par l'auteur el IV<litour. 

Essais sur l’Enseignement en général, et sur celui des Ma- 
thématiques en particulier , ou Manière d’étudier et d* ensei- 
gner les Mathématiques ; 1 vol. in-8., 4 " édit., revue et cor- 
rigée , 1837 * 5 fr. 

Traité élémentaire du Calcul des Probabilités ; in-8., 

3 " «lit., avec 1 pl. , i 833 5 fr. 

Introduction à la Connaissance de la Sphère ; 1 832, in- 1 8. , 

avec 2 pl . . . 1 fr. 25 c. 

Introduction à la Géographie mathématique et physique ; 

2* édit., in-8 .* '. 10 fr. 

Éloge de Borda ; brochure in 8. ^ ... . 1 fr. 5 o c. 

LAGARDETTE (DE). — Nouvelles Règles pour la Pratique du 
Dessin et du Lavis de l’ Architecture civile et militaire; 1 vol. 
in-8., avec 20 pl 6 fr. 

LAGRANGE, Sénateur, Grand-Officier de laLégion-d’Honneur, 
Membre del’Institutet du Bureau des Longitudes de France, etc. 
— De la Résolution des Équations numériques de tous les dé- 
grés , avec des Notes sur plusieurs points de la Théorie des 
équations algébriques ;*in- 4 ., 3 * édit., revue et corrigée : Ou- 
vrage adopté par l'Université pour renseignement dans les 
Lycées, etc., 1826. i 5 fr. 

* Théorie des Fonctions qpn lytiques; in- 4 -, 181 3 . 

Leçons sur le Calcul des fonctions , servant de Commen- 
taire et de Supplément à la Théorie des Fonctions analytiques ; 
in~4*> 1808 i 5 fr. 

Le même ouvrage , 3 e édit., in-8. (Sous presse.) ^ > 

Mécanique analytique ; nouvelle édit., revue et#*|gmftntc€ 

par Fauteur; 2 vol. in- 4 ., *8*1 et i 8 i 5 '(J^*fr. 

Précis historique sur la Fie et la Mort de Lagrange ; par 

MM. Virex et Potel, médecins, in- 4 ., i 8 i 3 . . 1 fr. 5 o c. 

LAGRIVE. — Manuel de Trigonométrie pratique ; revu par 
les Professeurs du Cadastre, MM. Reynaud, Haros, Plauzol 
et Bosoir, et augmenté des Tables des l ogarithmes à l'usage 
des Ingénieurs du Cadastre ; 1 vol. in-8 7 fr. 

LALANDE, Membre de l’Institut , Directeur de l’Observatoire. 
Tables des Logarithmes pour les M ombres et les Sinus, etc. ; 
revues par Rrthaüd, Examinateur des Candidats de l’École 
Polytechnique, précédée* de la Trigonométrie rectiligne et 
sphérique, parlemente; 1 vol. in- 18., avec pl., 1818. 3 fr. 

Les Tables de Logarithmes de Lalaxdk seules, sans la Tri- 
gonométrie de M. Reyxaud , se vendent séparément. 2 f. 

— Les mêmes, demi-reliure , dos de basane. . 2 fr. 5 o c. 

Tables de Logarithmes étendues à sept Décimales; par 

Marie , précédées d’une Instruction dans laquelle on fait con- 
naître les limites des crretiK qui peuvent résulter de l’emploi 
des Logarithmes des uombres et des Lignes trigonomé tri- 


ques, etc.; par M. le baron Rrynaud, Examinateur des Élèves 
qui se destinent à l’École Polytechnique, à la Marine, à l'École 
Militaire de Saint-Cyr, etc. ; tirage de 1840, corrigé, in- 12 , 

3 fr. 5 o c. v 

Les mêmes, demi-reliure dos de basane 4 f r * 

Histoire céleste française; in -4 i 5 fr. 

Bibliographie astronomique ;in ~4 3 o fr. 

* LAMÉ , Professeur^ l’École Polytechnique . — Cours de Physique 

de l'École Polytechnique; 2® édit., revue et augmentée , 3 vol. 
in-8. , 1840 18^ fr. 

Examen des différentes Méthodes employées pour résoudre 

les Problèmes de Géométrie; 1 vol. in-8. , avec planches, 
1848. - . 2 fr. 5 o c. 

LAMÉ et CLAPEYRON. — Plan d’ Écoles générales et spéciales 
pour V Agriculture , l’Industrie manufacturière , le Commerce 
et l’Administration , etc.; in-8., i 833 3 fr. 

LANZ et BÉTAN COURT. — Essai sur la Composition des Ma- 
chines ; 3 e édit, revue, corrigée et augmentée, vol. in- 4 », 
avqp i 3 grandes planches, 1840 i 5 fr. 

* LAPLACE (M. le marquis de), Pair.de France, Grand-Officier 

de la Légion d'Honneur, Membre de l’Institut, du Bureau des 
Longitudes de France, des Sociétés royales de Londres, de 
Gœttingue, etc. — Ses Œuvres, 7 vol. in -4 . . . 228 fr. 

* On vend séparément le Traité de Mécanique céleste, 5 vol. 
in- 4 », avec 4 Suppléments. . 17° if. 

* Mécanique céleste ; tomeV, in- 4 -, avec supplément, 

1825 et 1827 29 fr. 

Supplément au tome V, 1827, séparément 3 fr. 

Exposition du Système du monde; 6" édit., précédée de 

l’éloge de l'auteur, par M. Fourier, i 835 , in* 4 *, papier fin, • 
avec portrait. 1 8 fr. 

Le méme-Onvnige , 2 vol. in-8., i 835 i 5 fr. 

* Théorie analytique des Probabilités; t vol. in- 4 -, avec 

quatre suppléments. 

* Les Quatre Suppléments à ta Théorie des Probabilités 

sc vendent séparément chacun 5 fr. 

Essai philosophique sur les Probabilités ; sixième édition , 

in-8., 1840 5 fr. 

Précis de l’Histoire de l’Astronomie ; in-8. f 1821. 3 fr. 

LAROUVRAYE (de). — L’Art des Combats sur mer; in- 4 - 
avec pl. • . . £ \ .... ; 6 fr. 

LASALLE. — Traité élémentaire d’ Hydrographie appliquée à 
toutes les parties du Pilotage , etc. ; in-8. , aveopl. 1817. 6 fr. 

iNC et MOL A RD jeune. — Nouveau Système complet 
Nature de Coton usité en Angleterre , et importé en 
r ance parla Compagnie établieà OurscHmp,/>nrr Compïègne, 
publié par ordre de S. Exc. le Ministre de lTntérieur; précédé 
d’un texte descriptif par M. Molard jeune , Sous-Directeur du 
Conservatoire des Arts et Métiers, etc. ; 1 vol in-4. , et atlas 
de 3 o pl. sur demi-grand -aigle, 1828. . 3 o fr. 

LEFF.BURE DE FOURCY. — Leçons de Géométrie analytique 
données au Collège royal de Saint-Louis / in-8. . 7 fr. 5 o c 

^Traité d’ Algèbre ; in-8 . . .7 fr. 5 o c. 

Traiçt de Géométrie descriptive, précédé d’une Introduc- 
tion qm renferme la théorie des plans et de la ligne droite 
considérée dans l’espace; in-8. et atla^i . 10 fr. 

LEFÈVRE , Employé supérieur du Cadastre. — Nouveau Traité 
de l’Arpentage , à l’usage des personnes se destinant à l’état 
d’arpenteur , au Levé des plans et aux opérations du Nivelle- 
ment; 5 e édition. (Sous presse.) 
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Guide pratique et mémoratif rie V Arpenteur, particulière- 
ment destiné aux personnes qui n'ont point étudié la Géomé- 
trie; contenant toutes les méthodes necessaires pour l'Arpen- 
tage, le U*vr des plans, l'Amenagement des bois, le 
Nivellement , le Toise ; suivi d'un nouveau mode d’observer 
1rs angles de triangulation , etc., etc. ; i gros vol. in-12, avec 
18 pl., dont une coloriée G fr. 5 o c. 

Manuel du Trigonomètre, servant de Guide aux jeunes 

Ingénieurs qui se destinent aux operations geodésiques ; suivi 
de diverses solutions «le Géométrie pratique, de quelques 
Notes et de plusieurs Tableaux ; i vol. in-8., avec pl.. 5 fr. 

Application de la Géométrie à la mesure des Lignes inac- 
cessibles et des surfaces planes, etc., ou 1. ongipl a ni métric pra- 
tique ; in-8, 0 fig u . . j fr. 

I .K FRANÇOIS. — • Essais tir Géométrie analytique P 2* édit., 
revue et augmentée; I vol. in-8.; i8«4 2 f#. fïo c. 

LEGENDRE, Membre «le l'Institut. — Xouvclle Méthode pour 
la Détermination des orbites des Comètes , a ver deux &uppl<*- 
ments eontenant divers perfectionnements de ces MéfW&Ieset 
leur application aux deux Comètes de i 8 o 5 , i8of>; in-.f. lof. 
Le deuxième Supplément , i8?.o, se vend séparément . .{ fr. 

Eléments de Géométrie} in-8 C» fr. 

— * • Théorie des Nombres... 3 G fr. 

Fonctions elliptiques ; 3 vol. in-q 6o fr. 

I.EGENÇRE Ct DELAMBRE. — Méthode analytique pour la 
Intérim nation d'un arc du Méridien ; in-.j f) fr. 

LENORMAND, Professeur de Technologie, etc. — Manuel pra- 
tique de l’Art du Dégraisseur , ou Instruction sur les moyens 
faciles d'enlever soi-même toutes sortes de taches ; 3 * édi- 
tion* revue, corrigée et considérablement augmentée, et 
suivie d’un Appendice renfermant : i° une Instruction sur la 
préparation du lac-lackc et du lac-dic ; a® des Observa- 
tions sur le bablali ou tannin oriental, etc . 3$ T 826. 3 fr. 

V Art du Distillateur des eaux-de-vie et dettes prit s ; 2 vol. 

in-8. , lig. ,181-; . . 18 fr. 

LK.NTHÉRIC, Professeur au Collège royal de Montpellier. — 
Trigonométrie et Géométrie analytique} in-8. , 1841. . 7 fr. 

LÉONARD DE VINCI. — Essai sur ses ouvrages physico-ma- 
thématiques, avec des fragments tirés de ses manuscrits ap- 
portés d’Italie; par J. -R. Vkrtuii , Professeur de Physique à 
Modènc; »n-{ . . . 2 fr. 5 o c. 

LEPAL’TE, Horloger du Roi. — Traité iCfforlogerie, contenant 
tout ce qui est nécessaire pour bien connaître et pour régler 
les pendules et les montres, la description des pièces d’hor- 
logerie les |.lm utiles, etc.; 1 vol. in-4, avec 17 pl. 24 fr. 

* LEROY, professeur à 1 ’F.cole Polytechnique. (Cmu^'de^É- 

colo Polytec hnique). — Analyse appliquée à la Gcomérrip des 
trois dimensions , contenant les surfaces du 2* ordre, a/ec la 
théorie générale des surfaces courbes cl des lignes à doubles 
courbures; 3 * édition, revue et corrigée avec soin et aug- 
mentée; in-8., 1842 5 fr. 

* v Traité de (géométrie descri /stive ; in- 4 - et atlas; 2' édit. , 

cojtTgee et augmentée, 18.(2. 20 fr. 

LESBROS et PONCELET . — Expériences hydrauliques éN oyez 
PoSOUT. 

LESC ALLIER, — Traité pratique du Gréement des Faissrdux et 
autres EdumcnOu^: nier} 2 vol. in-4», dont un de planches 
et tableaux des dim disions et proportions 27 fr. 

Foc a buîmfÆLilc termes de Marine anglais-français^ et 

français-anglais ; 3 vol. in- 4 -, avec planches, gr. pap. 5 o fr. 

LESI.I R et JACQUET. : — Éléments de Calcul intégral} 
2 vol. in -4 * « 36 fr. 
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I.ETERRIER, Géomètre de première classe du Cadastre. — 
Méthode ct Table pour rapporter , sans le secours tl'antres 
instruments que l’échelle et le compas, les angles observés 
avec te grajihomètrc et réduits en parallèles, à Pusage des 

géomètres, etc. ; in-18, i 834 - 1 fr. 

LEVER R 1 ER. — Développement sur plusieurs points de ta théo - 
rie des * perturbations des Planètes ; in- 4 - » cahiers 1 , 2, 3 , de 
chacun 4? pages d’impression. 

LIH 1 LIT ER , Membre de la Société d* Encouragement de Rouen. 
— Quel if urs idées nouvelles sur l’Art d’employer l’eau comme 
moteur des roues hydrauliques ; in-8., 1 S? 3 , lig. 2 fr. 5 o C. 

et PETIT. — Dictionnaire des Termes de Marine espa- 
gnols et français} in-8 8 fr. 

LIRES , Professeur de Physique au Lycée Charlemagne à Paris, 
etc. — ll/stai/r philosophique des Progrès de la Physique } 
4 vol. in-8., 181 1 et 1 B a 4 20 fr. 

Le quatrième volume se vend séparément 5 fr. 

Traite complet et élémentaire de Phvsique , présenté dans 

un ordre nouveau, d’après les decouvertes modernes; 
a" édit., revue, corrigée et considérablement augmentée; 
3 vol. in-tt., avec figures. . • . , . 18 fr. 

UPKINS. Forez VAN BEEK. # 

* LOBATTO. — Mémoire sur la théorie des Caractéristiques en\- 

ployes dans l’Analyse mathématique. Amsterdam, 1837, in 4 * 

Mémoire sur l’intégration des équations linéaires aux dif- 
férentielles ct aux différences finies. Amsterdam, 1837, in- 4 * 

* Mémoire sur l'intégratif des équations linéaires auxdif- 

férehtielles partielles à trois va ri a b le s. Amsterdam, 1837, in-q 

LOL POT, Professeur au Collège royal de Nîmes. — Élément » 
d'astronomie à l’usage des personnes du monde peu ventés 
dans les mathématiques ; in-8., avec pl. ; 1842. . 5 fr. 5 o c. 

LUBBE , Professeur b l'Université de Berlin. — Traité élémen- 
taire de Calcul différentiel et de Calcul intégral ; traduit de 
l'allemand par M. Kartsciieii ; in-8., i 83 a 7 fr. 

M 

MADLER. Foyez Bm. 

MARIE et LACAILLE. — Leçons étrme\ Mathéma- 
tiques. Voyez Lacaille. * 

MARIE, Professeur de Mathématiques et de TOpographie. — 
P eût ripes du Dessin et du Lavis de la Carte topographique , 
présentes d’une manière élémentaire et méthodique , avec 
tons les développements nécessaires aux personnes qui n'ont 
pas l’habitude du Dessin ; arcomnagnés de 9 modèles , dont 
8 colories avec soin ; 1 vol. in-4. oblong; 1825. . . l5 fr. 

Tables de logarithmes de Ltfi.Axnr , étendues à sept dé- 
cimales, precedees d’une Introduction par M. Rktsu n, 
examinateur, etc. ; in- 1 2 ( tirage de i8qo, corrigé ). 3 fr. 5o c. 

Et les autres outrages du rnAme autour. 

MASCHERONL — Problèmes de Géométrie résolus de diffé- 
rentes manières, traduit de l’italien; vol. in- 8 , 2* edit. , 
«838 J . . . , 3 fr.-fcc. 

Géométrie du Compas, traduit de l’italien par M. Caebtte. 

Officier supérieur du Genie; 2* édit., augmentée d'une No- 
tice biographique sur l’auteur ; 1 828 , belle edit . . . 6 fr. 

MAL DLIT, Professeur de Mathématiques au Collège de France à 
Paris. — Leçons élémentaires d'^nthm clique, ou Principes 
d‘ Analyse numérique ^ in-8. , nouvelle édjl., i 8 o 4 . . 5 fr. 

Ixcnns de Géométrie théorique et /trafique; nouv. edit., 

revue, corrigée et augmentée; 2 vol. in.-8, 1817. . 10 fr. 
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MAUDUrr. — Introduction aux Sections coniques, ponr sein ir de 
suite aux Éléments de Géométrie de 31 . Rivakd î iu-8. Sfr. 

* MAYER , ancien Élève de l'École Polytechnique, Chef d’une 
Institution préparatoire de l’École Polytechnique , et CIIO- 
QL'KT, professeur de Mathématiques. — Traité élémentaire 
d' Algèbre; 3 ® édit., revue, corrigée et augmentée; i vol. 
in-8, 1841 7 fr. 5 oc. 

Co Traité différa, non* plusieurs rapport», des ouvrages du méuiO 
genre qui ont été publiés jusqu'il ce jour; il rrnferme plusieurs 
démonstration» nouvelle» cl des théories foodumenlalc» plus complètes 
et plus rigoureuses. 

MAYNIEL , Chef de bataillon au corps du Génie, sous-direc- 
teur des Fortifications. — Traité expérimentait analytique et 
pratique de la poussée des Terres et fies Murs de revêtement, 
contenant : t® l’Exposition et la Discussion des expériences 
anciennes et nouvelles sur la poussée des terres ; 2 0 l’Exposi- 
tion et la Discussion des diverses théories sur la poussée des 
terres; 3 ° la Comparaison des nouvelles expériences sur la 
Théorie de Coulomb généralisée, et Applicatjpn de celte 
théorie; 4 ° Traité pratique sur la poussée des terres et des 
murs de revêtement ; suivi d’un Appendice sur le frottement 
des vannes dans leurs coulisses ; 1808, 1 vol. in-4- • iafr* 

MAZURE-DUHAMEL , Professeur de FÉcoîe de Navigation à 
Toulon^ 1 — Mémoire sur V Astronomie nautique ; in- 4 , avec 
2 pl. e^ableaux 7 fr. 5 o c. 

— Construction et usage de quelques Tables particulières pour 

abréger les calculs d’ Astronomie nautique ; in-4.» * 8 * 5 . 

, -, 3 fr. 5 o c. 

Mémoire sur la Trigonométrie sphérique, et son Application à 
la confection des Cartes marines et géographiques , par. un 
Officier de l’Etat-Major de l’armée du Rhin ; in-8. 1 fr. 5 o c. 

MOLLET, ex -Doyen de la Faculté des Sciences de Lyon , etc. 
— Gnomonique graphique , ou Méthode simple et facile pour 
tracer les Cadrans solaires sur toutes sortes de plans et sur les 
surfaces de la sphère et du cylindre droit , sans aucun calcul , 
et en ne faisant usage que de la règle et du compas ; 
4 e édit. , suivie de la Gnomonique analytique , etc.; 1 vol. 
in-8., avec pl., 1837 3 fr. 5 o c. 

MONGE (G.) , ancien Sénateur, Membre de l’Institut. — Géo- 
métrie descriptive, 6* édit., augmenté^ d'une Théorie des 
Ombres et de la Perspective, extraite des papiers de l'Auteur, 
par M. Brissot» , ancien Élève de l’École Polytechnique, Ingé- 
nieur en Chef des Ponts et Chaussées; i 838 , in- 4 .» avec 
28 pl. . . ' 12 fr. 

Application de l'Analyse à la Géométrie; in- 4 *, 5 e édit., 

revue, corrigée et annotée par M. Liouville, Membre de 
l f Acadcmie des Sciences , Professeur à l’École Polytechnique. 
(Sous presse'). 

Traité élémentaire de Statique, à l’usage des Écoles de£f 

Marine, revu par M. Hachette, ex-instituteur de l'École 
Polytechnique; in-8., 7® édit., 1 83 4 ; Ouvrage adopté par 
('Université pour l’enseignement dans les Collèges, et par le 
Ministère de la Marine , pour les Écoles de Maistrances , des 
équipages de ligne , etc 4..^ r * 

MONTEIRO-DA-ROCHA , Directeur de l'Observatoire drfUnî- 
versilé deCoimbe, etc . — Mémoires sur V Astronomie pratique, 
trad. du portugais par M. de Mello; in- 4 », 1808. 7 fr. 5 o c. 

MONGF.RY (df.). Capitaine de vidsseau. — Règles de Pointage 
à bord des vaisseaux , on Remarques sur ce qui est prescrit 
h cet égard dans les exercices de 1808 et 181 1 ; suivies de 
Notes sur diverses branches de l'Artillerie en général, et en 
particulier de P Artillerie- 4 e la Marine; augmentées de Ta- 
bleaux de pointage ; Ouvrage adopté pour l’instruction des 
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Officiers et des Elévfs de la Marine; ?.* édit.-, 1829, 1 vol. 
in-8., avec 2 pl. . 5 fr. 5 o c. 

Mémoire sur les Pétanls flottants et sur les Mines flot- 
tantes, ou Machines infernales maritimes; br. in-8., 1811). 2 fr. 

Traité des Fusées de guerre, nommées autrefois Hochet tes , 

et maintenant Fusées à la Congrève, précédé d’.une Notice sur 
Fulton; in-8., fig 6 fr. 

é MONTUCLA. — Histoire d r.r Ma 1 Jt cm atiqu es, dans laquelle on 
rend compte de leurs progrès depuis leur origine jusqu’à nos 
jours» oh l’on expose le Tableau et le développement- des 
principales découvertes dans toutes les parties des Mathémati- 
ques , les contestations qui se sont élevées entre les Mathéma- 
ticiens, et les principaux traits de la vie des plus célébrés. 
Nouvelle édition, considérablement augmentée, et prolongée 
jusque vers l'ejpoque actuelle, achevée et publiée par Jérôme 
de Lalaxdr; q vol. in- 4 -, avec fig . ' . r V- 90 fr. 

Il reste encore quelques exemplaires des tomes III et IV, 
qui se vendent ensemble . 5 o fr. 

Histoire des Recherches sur la guadraturtAft^erele, nou-P*^ 

voile édit., revue et annotée par M. S. t^jflb^Acmoix) 
de l’Iustitut ; 1 83 o ; in-8., papier fin satin$^T 3 K|. . 6 fr. 

MOREAU DE JONNÊS (Alex,), Chef îles la Sta- 

tistique générale de France au Ministère du CoibnreiSp, Mem- 
bre correspondant de l’Académie royale des Sciences de l'Ins- 
titut, etc., etc. — Statistique de la G mndc-Jifetagnc et de 
l'Irlande ; 2 vol. in-8., avec une carte. . . 1 , . . . 14 fr. 

Statistique d’Espagne; in-8 7 fr. 

Recherches statistiques sur l'esclavage colonial et sur les 

moyens de le supprimer; in-8., 1842 5 fr. 

Et la* autres ouvrages du raèoïc auteur. 

* MOREL (Alex.). — Principe acoustique nouveau et universel 

de ta Théorie musicale, ou fa Musique expliquée; 1 vol. avec 
planches, 1816. . . • ’;• * ...... 7 fr. 

* MORIN, Capitaine d’Àrtiïlerie. —jÈmÊÊtjües expériences sur le 

frottement , faites à Meta en MR)?, et 1 833 , par ordre 
de M. le Ministre de laGucrre^V^ib^., avec 22 grandes 
planches. ... 5 3o fr. * 

On vend séparément le 3 e Mémoire ou 2' Suite de ces Ex- 
périences '. . . ; 10 fr. 

MUNIN, ancien Élève de l’École Normale, Professeur de 
Chimie et de Physique au Collège de Condom — Éléments 
de Chimie théorique et expérimentale ; in-8. (Sons presse.) 



NEWTON. — Arithmétique universelle , traduite en français par 
M.Baudeux, avec des Notes explicatives; 2 e édit., 2 vol. in- 4 », 
i 4 .pl. (Sous presse.) 

NICHOLSON. — Description des Machines à vapeur, et détail 
des principaux changements qu’elles ont éprouvés depuis l'é- 
poque de leur invention, et des améliorations qui les ont fait 0 
parvenir à leur état actuel de perfection. Ouvrage traduit de 
l’anglais; 1 vol. in-8., avep pl., 2* édit., 1837 5 fr. 

NICOLLET, RE YN AUD et GERONO. — Cours de Mathémati- 
ques à l'usage dès Écoles de Marine et des aspirants à ces 
Écoles; 3 vol. in-8., *829. 

Chaque volume se vend séparément. 

* I er vol., contenant Y Arithmétique et Y Algèbre; par 
M. Reytuud. [Épuisé.) * 

*2* vol. , contenant la Géométrie et la Trigonométrie ; 
par M. Nioollet, r 7 fr. 

# 3 " vol., contenant la Statique; par IVj. Gerono. 5 fr. 
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M EL PORT . — Mélanges mathématiques; 2 vol* in~ 4 * • %J\ lr. 

Notions sur les Chevaux , leur entretien et leur ferrage, à l'usage 
des Sous-Officiers de l'artillerie et du train des parcs; adopté 
par M. le Ministre Secrétaire d État au departement de la 
Guerre; 1840, br. in- 12 75 e. 

NOURY, — Tarifs , d'aprt'S le système métrique décimal, pour 
cuber les bois carrés et en grume ou ronds , et tous les corps 
solides quelconques , ainsi que le» colis ou ballots, caisses , etc.; 
précédés, i° d’une Instruction sur la manière de mesurer et de 
cuber ensuite ces bois, etc., suit à la plume, soit avec lesdits 
Tarifs; 2* des Tables pour convertir les pieds, pouces et 
ligm**, ainsi que les toises, en mètres et parties décimales 
du mètre, et les pieds, pouces et lignes cubes, ainsi que les 
cordes de bois, en stères et parties décimales du stère; 3 W d’une 
Table pourservirà déterminer les circonférences ou pourtours 
des bois en grume ou ronds et autres corps cylindriques quel- 
conques, par les diamètres connus, et réciproquement les 
diamètres de ces buis, etc., par les circonférences ou pourtours 
* egalement connus, afin de faciliter les moyens de cuber lesdits 
bois ,etc., soit à la plume, soit avec lesdits Tarifs; à l’usage 
des propriétaires et des marchands de bois; Ouvrage utile en 
general aux agents forestiers, aux architectes, aux entrepre- 
neurs, etc., ainsi qu’aux armateurs et capitaines de na- 
vires, etc.; 2 r édit., 1 vol in-8., 1842 5 fr. 

Nouvelle Théorie des Parallèles , avec un appendice contenant la 
manière de perfectionner la théorie des parallèles de A. M. Le- 
r.rxnar. ; in-8 2 fr. 

0 

OBKMÏEIM (n 1 ), ancien Sons-Directeur des fortifications, etc. 
— Balistique , indication de quelques expériences propres à 
employer la théorie du mouvement des Projectiles de l’Artil- 
lerie. Strasbourg , 1 81 4 i in-8., avec 3 pl 6 fr. 

é Observations astron antiques. Voyez Bureau des Longitudes. 

OLIVER EVANS. 

OLIVIER. , Professeur de Gédthctrie descriptive au Conservatoire 
des Arts et Métiers et à l'École des Arts et MatMdact tires ,* Ré- 
pétiteur l’École Polytechnique, etc. — Traité théorique sur 
les Engrenages ; in-jj., i &{2 10 fr. 

Ordonnance du Roi sur le service des Officiers , des Élèves et 

. des Maîtres à bord des bdtimrnts de la Marine royale; l vol. 
iu-8., avec un grand nom brille Tableaux et de Modèles, 1827. 
(Imprimerie royale.) . . . # 6 fr. 
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PAIXHANS, ancien Élève de l'École Polytechnique, Général 
d’Artillerie , etc. — Nouvelle forte Maritime, et applica- 
tion de cette force à quelques parties du service de far- 
inée de terre, on Essai sur IVtat actuel des moyens de la 
force maritime; sur une espèce nouvelle d'artillerie de mer 
V^jfui détruirait promptement les .vaisseaux de haut-bord ; sur 
• J v% la construction des navires à voiles et è vapeur, de grandeur 
modérée, qui , armes de cette artillerie, donneraient une ma- 
rine moins coûteuse et plus puissante que celle existante , et 
sur la force que le système des bouches à feu propose offri- 
rait à terre -pour les batteries de siège, de place, de eûtes et 
de campagne ; in-4-, avec 7 pl., 1822 18 fr. 

— Expériences faites par la Marine française, sur une arme 
nouvelle ; changements qui paraissent devofr en résulter dans 
U* système naval , et examen de quelques questions relatifs ^ 


à la Manuc , à l'Artillerie , à l’attaque et à la défense des 
Côtes et des Places; in- 8 ., 1825 . ^8 fr. 

Force et faiblesse militaires de la France. Essai sur la 

question générale de la défense des États, et sur la guerre dé- 
fensive, en prenant pour exemple les frontières actuelles et 
l'armée de France , i 83 o; in-8., gr. pap. vél. . 7 fr. 5 o c. 

Fortification de Paris , ou Examen de ces questions: Paris 

doit-il être fortifie? Les systèmes présentés peuvent-ils être 
admis? Quelle fortification pourra concilier les intérêts civils 
et militaires? Quelle sera la puissance défensive de la France 
quand Paris sera fortifié? et propositions relatives à la forti- 
fication et à l'artillerie , dans la vue de pouvoir employer la 
garde nationale à la défense des places, des camps et des posi- 
tions fortifiées, etc.; in-8., avec un plan de Paris, t 834 - 5 fr. 

PARISOT. — Traité du Calcul conjectural, ou V Art de raisonner 
sur les choses futures et inconnues; in- 4 -, 1810. . . . i 5 fr. 

PAULIN , Lieutenant-Colonel des Sapeurs-Pompiers de Paris, 
ancien Cl*f de bataillon du Génie, Officier de la Legion- 
d’Honncur, etc. — Théorie sur l’extinctton de l'incendie, ou 
Nouveau Manuel du Sapeur-Pompier, contenant les disposi- 
tions générales à prendre pour l’extinction des incendies, et 
celles particulières aux diverses espèces de feux ; — la no- 
menclature de la pompe et des diverses pièces qu^pmposent 
son armement ; — sa description ; — I* Appareil-Paulin pour 
les feux de cave; in- 18., avec atlas, 1837. . . ^ fr. 5 o c. 

Nouveau Manuel du Sapeur-Pompier pour les Campagnes. 

comprenant la nomenclature de la pompe, les mesures à 
prendre sur les lieux incendies, etc. ; 2 e édit., considérable- 
ment augmentée, in- 18, avec 18 pl., 1842 fr. 

PERRONET. — Mémoire sur une nouvelle Manière (T appliquer 
les Chevaux au Mouvement des Machines, en y employant 
de plus leur poids et celui de leur conducteur; 2 e édit., in-4*, 
avec 1 pl., t 833 3 fr. 

— Mémoire sur le Ci nt rement et le Décintrement des Ponts, 
et sur les divers Mouvements que prennent les Fodtes pendant 
leur construction, etc. ; in- 4 -, avec 3 pl 3 fr. 

Et Ica autres ouvrages du m£mc auteur. 

PERSON. — Recueil de Mécanique et description de Machines 
relatives à V Agriculture et aux Arts; in- 4 -, avec 18 planches, 
1802 10 fr. 

PERTUSIER, Colonel d’Artillerie. — La Fortification ordonnée 
d’après les principes de la Statique et de la Balistique mo- 
dernes, etc.; 1822, in-8., avec atlas. . v .... a 5 fr. 

PIERRE, Professeur de Mathématiques. — Exercices sur la 
Physique, ou fi.ee uc il de Questions, de Problèmes et d‘ Éclair- 
cissements sur différentes parties de cette Science, avec les So- 
lutions ; vol. in-8., avec 4 grandes pl., i 838 4 ^ r * 

^OINSOT, Membre de l’Institut et de la Légion-d’Honneur, etc. 
Éléments de Statique, suivis de trois Mémoires sur la compo- 
sition des moments et des aires , sur le plan invariable du Sys- 
tème du Monde, et sur la théorie générale de l'équilibre et du 
mouvement des systèmes; Ouvrage adopté pour l'inalfiirtion 
publique, in-8., 8* édit., 1842, avec pl. 6 fr. * 

-7 — Recherches sur l'Analyse des Sections angulaires; in- 4 -, 
f&ri , . . 5 fr. 

POISSON, Membre de l’Institut, Examinateur à l’F.^Ie Polytech- 
nique, etc. — Traité de Mécanique ; 2 e édit., considérable- 
ment augmentée, 2 forts vol. in-8. , *833 18 Tr. 

* Théorie mathématique de la Chaleur, avec un Sup- 

r lement ou Mémoire sur les Températures du Globe et de 
espace & differentes époques; i 836 et 1837, 2 vol. in- 4 - 3 a fr. 
Ce Supplément f^p7) se vend séparément 7 fr 
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* ■ — Analyse faite par l'auteur de sa Théorie mathématique 

de la Chaleur. (Extrait des Annales de Physique et de Chimie.) 
In«8 i fr. 

* — Recherches sur la Probabilité des Jugements en matière 

civile et en matière criminelle , précédées des Règles générales 
du Calcul des Probabilités; i vol. in- 4 -, 1837. . . . 25 fr. 

* Formules relatives aux effets du tir d’an Canon , sur les 

différentes parties de son affût, et règles pour calculer la gran- 
deur et la durée du Recul ; imprimé par ordre du Ministre de 
la Guerre; 2 e édit., i 838 , broch. in-8., avec 1 gr. pl. 3 fr. 

* Mémoire sur le Mouvement des Projectiles dans l’Air ; en 

ayant égard à la Rotation delà Terre , etc. ; in ~4 . , 1839. i 5 fr. 

* — — Mémoire sur les dé\>iations de la Boussole produites par 

* le fer des vaisseaux; in-8., gr. pap. (Extrait de la Connais- 
sance des Temps) 3 fr. 

* POMMIÉS. — Manuel de l'Ingénieur du Cadastre , contenant 

les connaissances théoriques et pratiques utiles aux Géomètres 
en chef et à leurs collaborateurs, pour exécuter le levé géné-' 
raid u plan des communes de France, etc.; par A. -A. Rkynaud; 
vol. in- 4 -, 1808.^ * i 5 fr. 

PONCELET , Membre de l'Institut. — Traité des Propriétés 
projectives des Figures; Ouvrage utile fi ceux qui s’occupent 
des applications de la Géométrie descriptive et d'opérations 

* géométriques sur le terrain; in>4-, 1822. 

* Introduction à la Mécanique industrielle, physique et 

expérimentale ; in-8., 1839 9 fr. 

Théorie des effets mécaniques de la Turbine Foumeyron ; 


n- 4 . 


2 fr. 

* PONCELET et LESBROS, Chefs de bataillon du Génie. — 
Expériences hydrauliques sur les Lois de T Écoulement de l'Eau 
à travers les orijttes rectangulaires verticaux à grandes dimen- 
sions , entreprises à Metz d'après les ordres du Ministre de la 
Guerre, sur la proposition de M. le général Sabatier, Inspec- 
teur du Géryc /Æoiumandant en chef de l’École d’Appliration 
4 e l’ArtilIcrié-cf xlu Génie ; Paris', Imprimerie royale, i 83 a , 
vol. in-4-, afec 7* grandes planches i 5 fr. 

PONTÉCOULANT (dr), ancien Élève de l’École Polytechnique, 
Colonel au corps royal d’ État- Major. — Thébrie analytique 
du Système du Monde; 3 vol. in-o., 1826 et i 834 , et Sup- 
plément aux deux premiers volumes 3 a fr. 

On vend séparément le 3 e vol. 12 fr. 

Et le Supplément aux livres I et II 2 Tr. 

Le tome IV est sous presse. 

Notice sur la Comète de Halley et son retour en 1 835 , 

suivie d’une Éphéméridc calculée par M. Bouvard, Membre 
de l’Institut et du Bureau des Longitudes ; vol. in- 18., avec 

une carte, i 835 2 fr. 

POULLET-DELISLE , Professeur de Mathématiques au Lycée 
d’Orléans. — Application de l'Algèbre h la Géométrie ; in-8., 

1806 5 fr. 

— Recherches arithmétiques, trad. du latin de Gauss, in- 4 - 
Procédés de la Fabrication du Fer; publiés par la Société formée 
dans la Grande-Bretagne pour la propagation des Connais- 
sances usuelles ; trad» de l’anglais par A. Ferry; br. in-8., 

ayec 1 pl., i 833 * - . . 3 fr. 

Programme pour le concours d'admission à l'École royafgJQbly- 

technique. . . /îo c. 

id . à l’École royale militaire de Saint-Cyr. 5 o c. 

id. à l’École Navale 5 o c. 

id. à l’École Forestière 5 o c. 

' id. au Collège royal de La Flèche 5 o c. 
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PRONY, Membre de ITnsdtut. — Leçons de Mécanique analyti- 
que, données à l’École Polytechnique; 2 vol. in- 4 *, i 8 i 5 . 3 o fr. 
Le même ouvrage, 2 grand papier 36 fr. 

Mémoire sur un woygqW& convertir les Mouvements circu- 
laires continus en Mouvements recti liges , dont les allées et ve- 
nues soient d’une grandeur arbitraire; 3 e édit., 1839, bro- 
chure in- 4 -» avec 2 pl* dont une très-grande 3 fr. 

Elle* tu très outrage» du même auteur. 

PROUST. — - Recueil de Mémoires relatifs à la PoUdre à canon 
(Extrait du Journal de Physique) ; in ~4 18 fr. 

PUISSANT, colonel , Membre de l’Institut, Çhef des Études à 
l’École d’Application des Ingénicuvs-GjMËÉpjies, etc. — Re- 
cueil de diverses propositions de Grorrrétrfh "résolues ou dé- 
montrées par T Analyse ; 3 “ édit., augmentée d’un Précis sur 
le Levé des Plans ; in-8., «vec pl., 1824. ... 7 fr.* 5 o c. 

Traité de Géodésie , ou Exposition des Méthodes tri gui +- 

métriques et astronomiques, applicables , soit à la mesure de 
la Terre, soit à la confection du canevas des Cartes et des Plans 
topographiques; 3 " édit., corrigée et augmentée, 2 vol. in- 4 -, 
avec pl., 1842 4o fr. 

Traité de Tojtographic , d’ Arpentage et de Nivellement ; 

3 " édit., considérablement augmentée; 1 vol. in~ 4 -, avec gpl. 
(Sous presse.) 

Méthode générale pour obtenir le ‘résultat moyen dans une 

série d' Observations astronomiques faites avec le cercle répéti- 
teur de Borda ; in~ 4 .» 1823 't .... O fr. v 

— Traité de la Sphère et du Calendrier par Rivard ; 8 e édit., 
augmentée de Notes de M. Puissant; in-8.,. 1837, avec 
3 pl 5 fr.- 
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Quartier de Réduction et Astronomique en usa geÆÊBS^ Manne; 

en feuille, . . JH MT. 60 c. 

Collé sur carton. v . . ... . . fr 5 o c. 

on le cbict, en feuille. ...»*• 3o fr. 

QUEJELET. — Sur l'Homme et sur le développement de scs Fa- 
Ifpltés, ou Essai de Phys'quk sociale; 2 vol. iç«8., avec 

planches, ^ » 1 5 ^ fr. 

QUILHET. Voyez BARLOW. 
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RABUTÉ. — Tarif général du Poids spécifique des MétaujMu 
Fer, du Cuivre, du Plomb , de l'Étain et du Zinc), emj i 9 fés 
en grand dans l'Architecture et la Mécanique, etc.; a" cXt., 
184. , in-8 . . , 5 fr. 

* RAMOND. — Mémoire sur la formule barométrique de la Mé- 
canique céleste , et les dispositions de l'atmosphère qui en mo- 
difient les propriétés, etc.; in-4-, 1811. ta fr. 

RAMSDEN. — Description d’une Machine pour diviser les in- 
struments de mathématiques; trad. de l’anglais pat Lauutpt; 
in-4-, grand papier, fig . 6 fr 

RAYMOND. — lettre à M. Yilloteau , touchant scs vues sur la 
possibilité et l'utilité d’une Théorie exacte des Principes natu- 
rels de la Musique, suivie d’un Mémoire et de quelques 
opuscules sur l’usage de 4 a Musique dans les églises et l’utilité 
du rctablissemept des maîtrises de chapelle dans les catbé- 

• Diqitized by GoogI 


lf> 


.lf 


SCIENCES 


R 


«i raies de France* et de la réfutation d’un système particulier 
sur les causes de l’expression musicale; in-8., 1811. . 4 fr* 
Essai sur la détermination des Bases physico-mathémati- 
ques de T A rt musical , etc. ; in-8. ^ i 8 i 3 . ...... a fr. 

REBOUL (Antoine-Joseph). — Tables nouvelles de Vénus . d’a- 
près la Théorie de M. Laplack, et d’après les éléments de 
Mf j»e Lindbxt.au ; in- 4 ., 1811 5 fr 

Recherches et Considérations sur l'enlèvement et T emploi des che- 
vaux morts , et sur la nécessité d'établir à Paris un clos d'écar - 
rissage , etc.; rédigé par le Conseil de Salubrité ; in >4., avec 
pl., 1828 T .... 8 fr. 

Le même, fig. coloriées. . • . 10 fr. 

Recueil de Mémoires sur la fabrication du Salpêtre ; in* 4 - 20 fr. 

REGNAULT. — Traité de l téotkdUie pratique , comprenant les 
opérations graphiques et de nombreuses applications aux tra- 
vaux d’arts et de construction, etc.; in-8., avec 11 pl., 
1842 5 fr. 

REYXAUD, ex-Examinateur des Candidats de l’École Polytech- 
nique. — Arithmétique, à l'usage des élèves qui se destinent 
à l’École Polytechnique et à l’École Militaire; ?. 3 r édit., aug- 
mentée d'une Table des Logarithmes des nombres entiers, 
depuis un jusqu’à dix mille; 1 vol. in-8., 1842. . . . 5 fr. 

Traité d' Algèbre , à l’usage des élèves qui se destinent à 

l'École Polytechnique* et à l’École spéciale Militaire; 1 vol. 
in-8., 10 e édit., 1839 5 fr. 

Petit Traité élémentaire d* Arithmétique , 2 parties en un 

vol. in- 12, à l’usage des Écoles primaires, i 835 . 3 fr. 5 o c. 

Chaque partie se vend séparément 2 fr. 

— Cours élémentaire de Mathématiques et de Physique , 
suivi de Notions sur la Chimie et l'Astronomie, à l’usage des 
élèves qui se destinent à subir les examens pour le Baccalau- 
réat ès-scienccs; a° édit, revue, corrigée et considérablement 
augmentée, 2 vol. in-8., l 83 jL 12 fr. 5 o c. 

Trigonométrie rectiligne cl sphérique , 3 e édit., suivie des 

Tables des Logarithmes des nombres et des lignes trigonnmé- 
triques de Lalande ; iu-18., avec fig., 1818. ..... 3 fr. 

Lès Tables de Logarithmes de* Lalande seules, sans la Tri- 
gonométrie , se vendent séparément. . ...... 2 fr. 

Tables de Logarithmes de Lalande , étendues à sept Jb'ci- 

maHs , etc 3 fr. t>6 c. 

Traité d’ Application de V Algèbre à la Géométrie , et de 

Trigonométrie , à l’usage des Élèves qui se destinent à l’École 
Polytechnique. 

Arithmétique à l'usage des Ingénieurs du Cadastre ; in^^r. 

Manuel de l'Ingénieur d# Cadastre ; par MM. Povmils et 

lUmun; in- 4 » • . . . i 5 fr. 

a Traité de Trigonométrie de Lagun e , avec les Notes de 
Hknkaul»; in-8 7 fr. 

jYofc.ï sur T Arithmétique de liezout; 12* édit., in-8., 1826, 

2 fr. 5 o c. ; 

Théorèmes et Problèmes de Géométrie , suivis de la théorie 

des Plans et des préliminaires de la Géométrie descriptive , 
comprenant la partie exigée pour l’admission à l’École Poly- 
technique; in-8., 1 833 , avec 20 pl . - . 5 fr. 

Théorie du plus grand commun Diviseur cl de T Élimination, 

précédée de la Règle des Signes de Descaries ; broch. in-8., 

«833 - . a fr. 

Notes sur P Algèbre , et application de t' Algèbre à la Géo- 


métrie de liezout ; in-8., y édit., i 834 - 


. 4 fr* 5 o c. 


REYNAUD et DUHAMEL. — Problèmes et Développements sur 
les diverses parties des Mathématiques ; in-tip* avec 1 1 pl. 7 fr. 


ET ARTS. 

R S 

* * .• . 

REYNAUD, NICOLLET et GERONO. — Cours de Mathéma- 
tiques à l’usage des École s^dc Marine et des aspirants à ces 
Ecoles; 3 vol. in-8,, « 83 o. Chaque vol. se vend séparément: 

* i cr vol., contenant Y Arithmétique et l’Algèbre ; par 
Reyhaud. 

# 2* vol., contenant la Géométrie xt la Trigonométrie ; par 

M. Nicoiut 7 fr. 

3 * vol., contenant la Statique , etc.; par M. Geeono; 
in-8., i 838 . 5 fr. 

RICHE R. — Vie de Jean- Part , Chef d'escadre, etc.; 5 ' édit., 
in-12. * 2 fr. 

RIVARD. — Traité de httSphèrr et du Calendrier ; 8* édit., re- 
vue et augmentée de notes et addit., par M. Puissant , Mem- 
bre de l’Académie des Sciences; 1 vol. in-8., avec 3 pl. bien 
grav., i 83 ; . 5 fr. 

* ROLIN. — Théorie des Règles en usages pour le Cubage des 
Bois.vquarris , sciés, en grume et par pieds, etc. ; in-12. 2 fr. 

ROMME, Associé de l’Institut de France. — Tableaux des Vents, 
des Marées et des -Courants qui ont été observés sur toutes les 
mers du globe , Jftrec dçsjYéflexions sur ces phénomènes; 2 vol. 
in-8., 1817. ...... î 12 fr. 

ROY. — Éléments (l'Équitation militaire ; nouv. édit., in-12* 
1808 fr. 5 o c. 

RUGGIERI. — Éléments de Pyrotechnie, divisés en cinq parties, 
la i'* contenant le Traité des matières ; la 2* les feux de terre, 
d’air et d’eau; la 3 * les feux d’aérostation; la 4 e les feux de 
théâtre et les feux de guerre ; suivis d’uu Vocabulaire et delà 
Description de quelques feux d’artifice, etc. ; 2* édit., revue, 
corrigée et augmentée de trois articles et une pl. relative à de 
nouvelles découvertes et inventions faites par l’auteur, telles 
que les beaux feux verts, baguettus détonantes, pour éviter 
la chute dangereuse des fusées volantes, Ptc.; i vol. in-8., 
avec 28 pl, -, J. rZj,. . . . 9 fr. 

Pyrotechnie militaire ; 1 vol. in-8., avfe^ £f. . . . 6 fr. 


SAINT-CYRAN. — Calcul des Rentes viagères ; in- 4 - . 10 fr. 

SAUR Y. — Institutions mathématiques ; in-8. , 6' édk., 1 834 • 6 fr. 

SAVARY. — Mémoire sur l' Application du Calcul aux Phéno- 
mènes électro-dynamiques ; in- 4 », fig., 1823 3 fr. 

SCHRK 1 BER. — Exploitation des Mines; 1 vol. in- 4 . . 3 o fr. 

SCHWAB. — Éléments de Gtvmétric ; l** partie, Géométrie 
pin ne ; in-8. , 181 3 2 fr. 5 o c. 

Séances des Écoles y ormalcs; nouv. édit., i 3 vol. in-8., et vol. 
de pl . . . . 45 fr. 

SEGONDAT. — Traité général de la Mesure des Bois , contenant 
i° celui de la mesure des bois équarris , avec le Tarif de la 
réduction eu pieds cubes; 2 0 celui de la mesure des bois ronds, 
avec le Tarif de la réduction en piet^ cubes ; 3 ° celui de 1 a 
mesure des mAts et de leurs excédants, avec le Tarif de la ré- 
duction en pieds cubes; 4° relui de la mesure du sciage des 
bois* avec le Tarif de la réduction en pieds carres; 5 ° celui 
de la recette des bois, avec le Tarif de l’appréciation des pièces 
de construction , et les figures desdites pièces; 6° enfin les Ta- 
bles pour convertir les pieds , pouces et lignes en mètres, et 
les pieds cubes et cordes de bois en stères ; 2 vol. in-8. , nou- 
velle édk., revue et corrigée, 1829 B fr. 
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SEGUIN, architecte. — Manuel d'Archi facture , ou Principes 
des opérations primitives de cet Art , où l’on expose des Mé- 
thodes abrégées Uni pour l'évaluation des surfaces et solides 
circulaires que pour le développement des courbes , etc.; in-8., 
avec 10 pl 6 fr. 

1 Tables des Nombres carrés et cubiques, et des Marines de 
ccs nombres , depuis un jusqu’à dix mille. .... . . 4 fr. 

SIMMENCOURT. — Tableaux des Monnaies de change et des 
Monnaies réelles , des Poids et Mesures , des cours des changes 
et des usages commerciaux des principales villes du Monde , 
ou Répertoire du Banquier ; in- 4 -, * 8*7 3 fr. 

SIMONIN . — Traité d' Arithmétique décimale ; in-8. 2 fr. 5 o c. 

SIMPSON. — Éléments d’ Analyse pratique , augmentes d’un 
Abrégé d’ Arithmétique ; in-8 6 fr. 

SINGER (G roter). — Éléments d’Êlcctricité et de Gahanixmc ; 
trad, de l'anglais par M. Thillaye, Professeur au Collège Lotiis- 
le- Grand ; i fort vol. in-8 . . 8 fr. 

SMEATON. Voyez GIRARD. 

SMITH. — Traité d’Optique, trad. de l’anglais, et augmente 

par Duvat-Leroy ; Brest, 1767, in -4 'TTTTr'» (K 

- Supplément audit ouvrage , par Duval-Leboy ; in~ 4 . 1 o fr. 

SOULAS. — La Levée des Plans et l’Arpentage rendus faciles , 
précédés de Notions élémentaires de Trigonométrie rectiligne 
à l’usage des employés au Cadastre de la France; 2 r édit, re- 
vue et corrigée , 1 vol., in-8., 1820, avec 8 pl. ... 3 fr. 

STAJNYILLE (Dr), Répétiteur h l’École Polytechnique.!— Mé- 
langes d’ Analyse algébrique et de Géométrie ; r vol., in-8. 
de 600 pages, i 8 i 5 , avec 3 pl 7 fr. 5 o c. 

STEPHENSON. — * Description de ta Machine locomotive breve- 
tée de Stçphenson; trad. par M. Millet ; in- 4 -, avec 5 grandes 

% pl., 1839 .V ............. . . i .... 10 fr. 

STIRLING. — Isaaci Neutoai enumçratio’ lineanym lertii onitnit; 
sequitur iilustrario cjusd. tractants, in-8. . i >) fr. 5 o c. 

SUZANNE, Docteur ès Sciences, Professeur de Mathématiques il 
au Lycée Charlemagne , A Paris , etc. — De ta manière d'étu- 
liièr les Mathématiques. Ouvrage destiné à servir à» guide 
aux jeunes gens, à ceux surtout qui veulent approfondir II 
cette science, ou qui aspirent à aire admis A Normale " 

ou A l’École Polytechnique; 3 vol. in-8., avec fig. 

Chaque partie se vend jk pan tftdht . savoir : 

i" partie, Précepte» grnrréA st arithmétique*; V edit. , | 

considérabl. ang. , uff. . . . , 6 fr. 

a' partie, Algèbre; in-8., épuise, ne se vend plusiépa- 

rément. 

3 * partie, Géométrie; in-8. . ,-j. ;... . .* . Sfr. 5 o c. 


Tables de multiplication à l’usage des géomètres et des ingé- 
nieurs-vérificateurs da Cadattrc, etc.; par Otos; in- 4 - i 5 (r. 

Tables des sinus, cosinus, tangentes et cotangentes pour chaque 
minute du quart de ce trie, suivies de» Tables de Logarithmes 
A six Dictas i rs des Domines depuis i jusqu'à 1 0800 , 
A-8; • ? 3 fr. 

Tables barométriques servant à ramener à une température 
donnée les hauteurs du baromètre , observées à une tempera- 
tare quelconque ; in-8., 1812. . . 1 fr. 


TRDENAT, Recteur de l'Academie de Nîmes. — Leçons élé- 
mentaires d’ Arithmétique et d’ Algèbre; in-8 5 fr. 

Leçons élémentai rerdc Géométrie ; in-8. ...... 5 fr. 

Ixçons élémentaires d'application de l’Algèbre à la Géo- 
métrie , et Calculs différentiel et intégral; 2 vol. in-8. . 10 fr. 

THIERRY, Graveur. — Méthode graphique et géométrique , on 
le Dessin linéaire appliqué aux arts en général t et en parti- 
culier h la coupe des pierres (6 pl.), à la projection des om- 
bres (6 pl.), a la pratique de la coupc des pierres (10 pl.}, a 
la Perspective linéaire (10 pl.}, aux cinq ordres d’ Architec- 
ture (10 pl.). Ouvrage utile à tous les artistes et ouvriers em- 
ployés à la construction et à la décoration des édifices ; aux 
maçons, tailleurs de pierre, marbriers, charpentiers, serru- 
riers , menuisiers , etc., et généralement h tous ceux qui exer- 
cent des arts mécaniques et industriels; i 83 a, in- 4 .- oblong 
de 104 pages de texte et 5 o pl. . . . 10 fr. 

TERQUEM , Professeur aux Écoles d' Artillerie. — ‘ Exercices de 
Mathématiques élémentaires ,à l’usage des collèges et aspirants 
aux Écoles Militaire, Polytechnique, Forestière et Navale. 

Arithmétique et Algèbre; in-8., i 84 ^. • . * . . .5 fr. 

THIOUT aîné, maître horloger à Paris. — Traité d’ Horlogerie 
mécanique et pratique , approuvé par l’Académie royale des 
Sciences; 2 vol. in- 4 -, avecgi pl. 36 fr. 

TOALDO. — Essai météorologie sur la véritable influence des 
Astres , des Saisons, des Changements de Temps ; trad. de l’ita- 
lien par d’ Aquin ; in * 4 - (Rare). . . . ....... t 5 fr. 

TREDGOLD (Th.), Ingénieur civil. — Principes de l'Art de 
chauffer et d’aérer les Édifices publics » les Maisons d'habi- 
tation , les Manufactures, les Hôpitaux , les Serres, etc., et île 
construire les Foyers , les Chaudières, les Appareils pour la 
vapeur, tes Grilles , les Étuves , démontrés varie Calcul et ap- 
pliqués à la Pratique; suivi* de Recherches sdr la nature 
de la Chaleur ét de la Luknîère, et plusieurs Tables utiles dans 
la pratique; traduit de l'anglais, sur la deuxième édition, par 
T. Duvebke; in-8., avecpl . . 7 £r. 5 o c. 

Essai pratique sur la force du Fer coulé *et d'autres mé- 
taux, destiné à l'usage des Ingénieurs, des Maîtres de forges, 
des Architectes, des Fondeurs, et de tous ceux qui s’occupent 
de la construction des Machines, des Bâtiments, etc., conte- 
nant des Règles pratiques, des Tables et des Exemples, le tout 
fondé sur une suite d’Expériences nouvelles; et une Table 
étendue des propriétés de divers matériaux; traduit de l'an- 
glais, sur la deuxâ&ftê édition, par T. Duvkxhe ; 1 vol. in-8., 
avecpl.; 1826. 7 fr. 

Traité pratique sur les Chemins en fer et les Voitures desti- 
nées à les parcourir, principes d’après lesquels on peut cvabicr 
leutJorce, leurs proportions et les dépenses ahouclles qn r Us 
nécessitent, ainsi que leur produit; conditions A remplir poui* 
les rendre à ht fois utiles, économiques et durables. Théorie 
des Chariots à vapeur, .des Machines stationnaires et de celles 
où l’on emploie le gaz ; leur effet utile et les frais qu’elles oc- 
casionnent. Contenant beaucoup de Tables. Traduit de l'an- 
glais par T. Duvebne; in-8/, 1826, fig. ....... 5 

Traité des Machines à vapeur et de letir application à la 
aux Mines ^ aux Manufactures , etc.; comprenant 
l’invention et des perfectionnements successifs de 
» , Fexposé de leur théorie et des proportions les 
«Râbles de leurs diverses parties, accompagne d’un 
graùd Dombre de tableaux synoptiques contenant les résultats 
les plus utiles pour la pratique; traduit de l’anglais, avec des 
Notes, par M Mm-let, ancien Élève de \,’École Polytechnique ; 
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2" édit., revue et corrigée, augmentée d'une Section sur tes 
Machines locomotives; i fort vol., in- 4 - , et atlas de a 5 pl., 

■ 838 . 38 fr. 

TREUIL, professeur à l’École militaire de Sainl-Cyr. — Essais 
île Mathématiques ; contenant quelques détails sur [‘Arithmé- 
tiques, l'Algèbre, la Géométrie et la Statique ;iu-8., 1819. 2 fr. 

* TRISTAN (comte de). ■ — Aechcrehes sur quelques EJfl titres terres- 
tres ; in-8. , 1826. . 6 fr. 

. . V 

41 Lÿ . .. 

V ANTENAC. — Arithmétique des Demoiselles, ou Cours élémen- 
taire d' Arithmétique théorique-pratique, en t a leçons ; in- 1 2, 


r83o. a fr. Go c. 

: — -Géométrie sans axiomes; par Pu a so s rr -Tousses ; traduit de 
l'anglais, in-8., avec pl G fr. 


* VALLÉE, "Inspecteur-divisionnaire des Ponts-ct-CItautsées. — 

Traité de Géométrie descriptive , a* édit. , revue, corrigée et 
augmentée , et mise à ta portée des personnes qui n'ont étudié 
que la Géométrie élémentaire ; vol. in- 4 -, avec un atlas de 
f>7 épures . . 20 fr. 

* Traité de la Science du Dessin , contenant la théorie gé- 

nérale de» ombres , If perspective linéaire , la théorie générale 
îles images d’optique Ct la perspective aérienne appliquée au 
lavis, el pour faire suite à la Géométrie descriptive; 2' édit., 
revue et augmentée ; i 838 , 1 vol. i» 4 , et atlas de 56 pl. 20 fr. 

* Traité delà Coupe des Pierres, 1 vol. in- 4 . [Sous presse.) 

‘ Les livres I et II ont paru «t se vendent 5 fr. 

Et les autres ouvrage* du raâme tuteur 
‘VALLÈS. — Traité sur la Théorie des Logarithmes, vol. in-8. 

' 2 fr. 56 c. 

* VAN BECK. — Influence que le fer des vaisseaux exerce 

sur la boussole , ct Moyen de déterminer cette influence en tout 
temps, traduit du hollandais par L***, ingénieur ; in-8 ; 1 826, 
figures. . . . 2 fr. 5 o c. 

VASTEL. — • L’Art de conjecturer, traduit du latin de J. 
. BnxouLi.i , avec des Observations , Éclaircissements et Addi- 
tions; in- 4 ; 1801. . . . . 7 fr, 56 c. 

Arithmétique du jeu de Boston, ou Chances bostoniennes , 

1 in- 11. ... .' 1 fr. 5 o c. 

~ ' v' - . -■ . < 



V W Z 

* VINCENT, professeur de Mathématiques au College Saint- 

Louis. — Précis de Géométrie élémentaire, extrait du Cours 
de Géométrie du* même auteur , et suivi de la Trigonométrie 
de M. Bornnoy , à l’usage des élèves qui se destinent à l’École 
Polytechnique. Ouvrage adopte par l’Université pour l’en- 
seignement de la Géométrie; '1 vol. in-8, avec i 4 pl*> 1837. 

6 fr. 

* MOLLE. — Traité complet des Carrés magiques ; 2 vol. in-8, 


avec atlas 36 fr. 

* VIOLLET (J. -B.), Ingénieur civil hydraulirien. — Notice sur 


f'cjactitude et l' usage tlu Frein dy nanométrique pour la me- 
sure de la puissance des usines; in-8», avec une pl.; 1839 a fr 

* — Théorie des Puits artésiens , suivie d’une Instruction pra- 
tique très-étendue sur les moyens d'utiliser ces Puits dans la 
Arts et dans T Agriculture; in-8., avec pl.; 1840. 7 fr. 5 o c. 

* Essai pratique sur rétablissement et le contentieux de t 

Usines hydrauliques; in-8., avec une pl. . . & - 6fr. 5 oc. 

VOIR ON. — Histoire de l’Astronomie depuis 1781 jusqu'à 18 II, 
pour servir de suite à Y Histoire de V Astronomie de B*tut , 
in-q. 1 ; . 12 fr. 

* VOIZOT. — Mémoire sur les explosions des Chaudières à va- 

peur, contenant quelques moyens propres à les prévenir, etc.; 
1 833 ; in-8., avec 3 pl 3 fr. 

* Théorie générale de l’élimination , suivie de Notes di- 
verse^; 1 vol. in-8. , grand papier, ■ 835 . f fr. 

1 * 

. w 

* WILLAUMEZ , vice-amiral. — Dictionnaire des termes de 
Marine, 3 * édit., revoc ct augmentée; t 83 i , vol. in-8-, avec 


pl. dessinées et gravées par Bsccm.v t5fi^ 

* Le même , avec 1 57 pavillons coloriés. . ... .18 fr. 

Z 


ZAGH *(oe). — Tables abrégées de la Lune ; in-8. . 4 fr * 5 o c. 

^ — du Soleil; in-8. . • 4 fr- 5o c. 

Et le* autre* ouvrage» du raôim auteur. 
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JOURNAL 


MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES. 

Recueil mensuel de Mémoires sur les diverses ]>arties des 
. Mathématiques; 

PA» M. 1 LIOUV1L1.E . 

Membre de I* Académie de* Science», Professeur d'Analyso k l'Ecole 
Polytechnique. 

Ce Ri ciu il paraît régulièrement le I er de chaque moi», en un 
Cahier de 3a h 4# pages 111 - 4 . 

Prix de l'abonnement : 

Pour Paris *■ . . 3o fr. 

Pour les departements 35 fr. 

Pour Pét ranger , 4o fr. 

Ce Recueil a commencé à paraître le r r Janvier |836. 

Table des matières contenues dans les volumes qui ont paru. 

Tome 1 er (année 1856). 

Note tur un moyen de tracer de» courbe* données par des équation» dif- 
férentielle». pal M. Coholn. Note sur les rapports qui existent mire 
la théorie (les équations algébriques et la theorio des « quations linéai- 
res aux différentielles et aux dilf< ronces, par M. Libn. Mémoire sur le 
développement des fonctions ou partie» de fouettons en surir* de b in us 

» et de cosinus , par M Liouvillr Mémoire sur une question d'tmalyso 
aux difTfrcnces partielle», par te meme. N* te »ur la oiu luette d'cgale 
résistance, par M. C otioÙs. Note sur {Mq ni libre de» température» dan» 
les corn» solide» de forme c> liudr^A^ par M. Lamé. Noie sur une mé- 
thode u élimination pour cci laiuffclas'ira dVquation» düïerenlkllra 
linéaire», par M- tarie-BolLn. Mémoire put Ira rapport» et lé» rraie» 
dos quantité» incommensurable* , t .ar M Lr-* **r. Note 'sur une matière 
do généraliser la formule de Fourier , par M Livuvslle. Mémoire sur le» 
«équation» dilTcreniioIlt^ linuuire» du second ordre, par M * Siu/ni. 
.Stir 1<*S surface» du second degré qui n'ont pa» de foyer , par M. Chus* 
1rs. Note »ur les rayons de courbure dm sections conique», par 
M- Tramait Formule pour la transformation d'une cla«»e d'integrates 
définie» , par M. JatStli. Note s'ur le calcul des in<'g»l.t«s périodique» 
du mouvement d s planète», pur M. Liouville. MeUjojre sur Ins «qtta- 
lions generale» du mouvement , par M. Amphe. Euuiut ration dés 
courbe» du quulriéme ordre, d'après la nrfture uifTcreule de leurs bran- 
che» infinie», par M. Pludrr. Mémoire »ur le développement de» 
fonctions ou parties de fonction» en série» ddnt le» divers termes sont 
assujetti» à satisfaire à une même « «luution dilTemitielle du second 
ordre , contenant un paramétra variable, pur M. Liouville. Théorème 
sur les quantités incommensurables, p.r M. Isbasgur. Démonstration 
d'un théorème dil à M. Slurm , et relatif k une classe de fonctions 
transcendante* , par M. Liouville. Démonstration d’un théorème de 
M. Cauchy, relu lif aux racine» imaginaire» des équations, par MM. Slurm 
et Liouville. Autre» démonstration» du même théorème, par M. Slurm. 
Théorie nouvelle du mouvement d'un corps solide autour d un point 
fixe , par M. Saini-Guilhem. Note relative u la détermination de» plan» 
principaux d'une surlace du second degré, rapportée à trois axe» 

S uelconquc», par le mêine. Géométrie. Analogie entre des proposition» 
o-fjcoineirie plane et de géométrie à trois dimensions. 4»comelrie de 
l.t sphère. Hypcrboloidc ù une nappe, nargM- Chattes. Démonstration 
«ht parallélogramme dra force», par M. Aimé. Intégration de l ‘équa- 
tion, etc., dans laquelle on suppose/*, 4, m, n, etc., de» nombre entiers, 
P, Q, etc., des coulBcienls constants, et V une fonction quelconque de 
ta variable indépendante x, p*r M. Favrr-Bollin Note sur la résolution 
de* équation» ouménqoen, par M. Vincent Mémoire sur nue classe 
ii équations à différences partielles, jiarM.&arm- Mémoire *ur un sou- 
' . 1 usage des fondions elliptiques dans les problèmes de mécanique 
c. leste, par M. Lioavitte. 


Tome II (année 1857?. 

Solutiao d’un problème d'analyse, par M. Louvijb. Solution d’une ques- 
tion quf «e présente dans le calcul de» probabilité», par M* Mondénr. 
Note sur les points singulier» dos courbe» , par M- Plueler. Second Mé- 
moire sur le développement des fonctions nu parties de fondions en 
si-rice dont 1rs divers termes sont assujetti» à sa U» fai v u une même 
équation différentielle du second ordre, contenant un paramétre va 
riabtc, par M. Liouville. Extrait d’une lettre de M. Tcrauem à M. Liou- 
v silo. Note sur lus équation» indéterminées du second ÿrgre. Formula* 
"d'Euler pour la résolution de l'équation, etc. Leur identité avec céllr 
de* al,;« brihtes indiens, et vabc*. I^émonstration géométrique de ces 
formule», par M. Chattes. Mémoire sur la classification des traascen- 
d a u tes, cl sur l'impossibilité d*«xprhn»»r les racine» de certaines éga- 
lions. en fonction lime explicité des coefficients, par M. Isouvillr. 
Sur lé dëva)opp*niént , etc.» par MM. h-or/ et Jaeobi. Sur h somma- 
it, J'u «• »»-rié, par M. Liouville •. Mémoire sur une méthode générale 
d'évaluer le travail dd au froltemrnt entre Ira plé c* des machine» qui 
su meuvénl eusembla «n »<• pnnom «nuliHlerncnt. Applicaliorr aux 
en grenages coniques , eyllndrique», et à lavis mi ns fin , par M. Convéex. 
Note sur une manière simple dé eulculcr la pression produite par le» 
<> moût un flnidé Incompressible, par 
M C oriolis. Sur lu mesure de 1* »uf lace convexe d'un prisme ou d'un 
• cylindre tronqué, pi* «M. Paul Breton. Note sur le développement, etc., 
par M. Liouvilte. Noie sur un pns>age de la seconde partie de la Imirriu 
des fonctions analytiques, par M. Poisson. Mémoire sur le» surface» 
isothermes dan» les corps soli-ta* homogènes en équilibre de tempéra- 
ture , par M. Lame. Note de M- Poisson relative au Mémoire précédent. 
Ad<li«ion à lu Note Je M. Poisson insérée dan» le numéro précédent de 
ce Journal , par l ‘auteur. Mémoire sur l'interpolation , par M. Cauchy. 
\ote sur un passage de la Mécanique céleste relatif à la théorio de la 
figure de? planète», par M. Liouville. Etirait d'un Mémoire sur le 
dcvuloppemenl des touct ions en strie* dont le* différent» termes sont 

» • aMiiûoUi# à satisfaire à une même équation différent lal K* linéaire, con- 
tenant un paramètre variable, par MM. Slurm et f.onvillr. Remarque* 
sur los intégrales des fraction» ratioiiuellra , par M- Ponton. Mémoire 
sur l« degré d’apprwxi caution ^ju'on obtient pour le, valeurs numérique» 
d'ime variable qui satisfait à uno équation différentielle , en em- 
ployant, pour calculer ce» volcuts, diverse» équations aux différence» 
plus ou uiolo» lupproebcc-» , par M. A iriolit. Sur uno Lettre de d'Alcm- 
borl à ^ogrunge , |«ar M Liouville Observation» sur des théorèmes de 
g* nmetrie ejioicr», pa.'jc 160 de ce volume et j*oge «a du volume pn- 
cedenV, par M. Binet. Recherche* surira rombres, par M. Lcbctgue. 
Note sur un cas particulier de la coii»lruciion des tangente» aux pr»‘ 
jeelions de* courbe», pour lcque» l«s méïhodé? g.-uéraleh sont en dc- 
ianl, par M. Chattes. Thcofèmt sur los contacta «Ira ligne* cl des sur 
met* courln*» , par le même. Noto rolativo à un pass. go de la Mrcanfqua 
cèles le , par M. Poisson Rvmiin|ML*s sur l’tnlcgration des «quation. s 
difféicaiiéllea de ‘.a Dynamiquo, par h ment? ThésC de Mécanique 
t -l d'A'stronoinie, par ftl. Lebcsgue. Recherches sur les moyens de rortm- 
nalire si un problème de géonn lri»* peut au rraomlro avec fa règle et k* 
ooinpas , par M. Wantgrl. Solution d'un prubléute do probabilité» , par 
M. Poisson. Mémoire sur diverses manière» de généraliser les proprir- 
Ira de» diamètres conjugué» dun» le» sections conique*, Nouveaux 
theorèmé* de l*er»[»eciive pour lu traiiBlorraatiou dos rolatrons mèlri- 
qoa» de» figures. Principe: de Géométrie plane analogue» à cenx de U 

^ - 

lion des constantes arbitraires dans Ira problèmes de Mecaoiquc, par 
‘ br quelques propri* tes gcm'ralra de» surfaces eauchra , 

. Troisième Mémoire sur le développement des (onction* 

fonctions en «cries ilont les divers termes sont assujettis 

à satisfaire à une mémo équation difT-Tontielle du sérond ordre, conlu- • 
riant un pan 
d**» section» 


Perspective. Manière de démontrer, dan» le cAne oblique,* les proprié- 

des sections conique» , par M. Chattes Note sur la varia-W* 

M. CmcAt. * 

3E® 

t un paramétre variable, par «M. Luumlte. Nofe »nr uno pro|iric(é 
»ecl ions coniques , par M. Pagét. Solution nouvelle d'un problème 
d’Analyse relatif aux phrnomètaes Ihérmo-wécaruquos , par M. Lwu- 
vitte. Note sur Piolégralion d’un système d'équation* diMVrenUéllf* du 
second ordre , entre un nombre quelconque de variable», analogues N 
celle» du mouvement d’un point libre autour d’un contre fixe, sollicite 
par une force fonction de la dislanco au nenins* par JH. Omet. Solution ^ 
ü'un proMème de Probabilité rclatü au jeu de rencontre, par M. G alu 
tan. SUr la formule de Taylor , p »r M Liouvilte. 

bv GoÔ<2 


3 . 


JOURNAUX SCIENTIFIQUES. 


Tomi lil (année ftdo8). 


Sur les deux derniers cahiers dn Journal «Je M. C relie , par M. /. Uou- 
vilir. Note sur les limites de la sérié de Taylor, par M. Poutou. 
1 Mmonslration géométrique delà formule Integra!* , per M. Ci unies. 
Sur les lignes conjointe» dans las coniques , par M. Terquem. Nouvelles 
recherche» sur la clcterraination des intégrales dont la valeur est algé- 
brique, par M. /. Liouvillr. Solution d'une question relative :» la pro- 
habilité des jugements rendus à une majorité quelconque, par M. Arf. 
Guibert. Sur l'intégration d'une classe d'équations différentielles , par 
M. /. Liouvillr. Elirait d'uneTlièse sur le mouvement des corps flottants 
de Corme quelconque, par M. Maltnt. Sur la ealcul des variations et 
sur la théorie des équations différentielles, par M. Jacobt. Sur la ré- 
duction des équation» différentielles du premier ordre entre un nombre 
Quelconque de variables à l'intégration d'un seul système d'équations 
différentielle» ordinaires, par M. Jacobi. Notes historiques, i° tuf- la 
locution ; diviser une droite en moyenne et extrême raison; a° sur la 
méthode des polygones réguliers isopérimètres. Et obsmaiiàjhs sur 
quelques théorèmes de M. Chaste*, par M. O. Terquem. Nouvelle mn- 
nière d'étudier les c -niques dans le cône oblique — Propriétés généra- 
le* du cône cl des coniques plane* et sphériques, par M Châties. Note 
sur un problème de combinaisons, par M. È. Catalan. Recherches sur 
le» nombres, par M. Leletgue. Note doGeometrio. Sur quelques pro- 
priétés de l'ellipsoïde à trois sic» ineçaux, par M. Théodore Olivier. 
fiait* du Mémoire sur la réduction de 1 intégration des équations diffé- 
rentielles partielles du premier ordre entre un nombre quelconque de 
variables à i*iniégratlou d'un se.il système d'vqustions dilTcremiellcs 
ordinaire* , par M. Jacobi. Sur quelaues*quesilons relatives i - la théo- 
rie des cournes, par M. A. Miquel. Sur la théorie de» oscillations de 
l 'eau dans les tuyaux do conduite, par M. Anatole de Cal ig*\y. Addition à 
nue préoedonte Note relative à la résolution des équations numériques, 
par M. Vincent. Sur une certaine démonstralioo «lu principe des vîtes - 
virtuelles, qu'on trouve au chapitre III du livre 1 de la Mécantoue 
Mette ; Note de M. Pointât. Sur une propriété du parabolofdo oscilla- 
«i-urpar son sommet en un point d’une fivrtacedu second degré, par 
M. Théodore Olivier. Note sur la théorie de» équations différentielle», 
fur M. J. Liout iHr. Mémoire »ur les applications du calcul des chance» 
à la Statistique judiciaire, par M. A. -A. Coumot. Addition an Mémoire 
•le M. Théodore Olivier, inséré daos le cahier de mai. Sur la lheoriedo 
l i variation des constant"* , par M. J. LiauvilUTfi oie sur la théorie de 
la rarla lion de» constantes arbitraires, par le meme. Observations sur 
un Mémoire de M. Libri relatif à la théorie de la chaleur, par le 
meme. Détermination de l'intégration definie, par M- Oh. Delaanay. 
Mémoire sur l'Optique, par M. C. Sturm. Mémoire sur les lignes con- 
jointes dans les coniques, par M. Chaslet. Note sur J'inicgration d'une 
« quation aux différentielles partielle» qui se présente dans la théorie du 
'ou, par M. /. Liouville Calcul des effets de la machine h élever l'eau 
au moyen «le» oscillations , de l'invention do M. de Caligoy , par M. G. 
Coriolts. Note sur le calcul des effets de la machine précédente et le* 
dispositions essentielles de scs tuyaux d'ascension. — Coup d*oril histo* 
t ique sur quelques machines b élever l'eau , par M. Anatole de CalignX. 
Thi-nrèmes sur les polygones réguliers , considérés dan» le cercle et 
l'ellipse, par M. Terquem Note sur la méthode de calcul en usage dan» 
le moyen Age pour les nombres fractionnaires, par M. Guérard. Théo- 
rème* de Géométrie, par M. A. Miquel. Application d’un priori;*; de 
Mécanique rationnelle à U résolution de quelques problèmes de Gt* 0 - 
uirtrio, par M Paul Ureton. Discussion des surface» du second degré 
d'après la méthode de M- l'lucker, par M. fit&e. Etirait d'une Lettre 
de M- Lamé à M. Liouville sur cette question : Un polygone convexe 
étant donne , de combien de manières peut-on le partager on triangles 
au moyen de diagonales? Note sur une équation eux différences finies , 
par M. E. Catalan. Théorème* sur les intersections de* cercles et des 
sphère», par M A. Miquel, Suite du Mémoire sur la r.las»iiieation des 
transcendante», et sur I impossibilité d'exprimer le* raciues de certain-.-, 
«•quations en fonction finie explicite des coefficients, par M. /. LfouviHr. 
Sur le nombre de manière» de décomposer un polygone en triangles au 
moyen de diagonales , par M. Ohndc Rodrigue s. Sur lo nombre «le ma- 
nière* d'effectuer un produit de « facteur», par le Atisr. Démonstra- 
tion ftonrr-n taire et purement algébrique du développement d'un bi- 
nôme élevé à une puissance n«*gativo ou fractionnaire, par U mn ne. 
Note sur des intégrales definies .déduite» de la théorie de* surfaces 
orthogonales, par M. G. lamé. Démonstration d un théorème combi- 
natoire do M. Stcrn , par M. Terquem. Solation d’un problème «Je com- 
binaison , p*r fc même. Premier Mémoire sur la Ihéoeùt de* équations 
différentielles linéaires et sur le développement des fonctions sn un», 
par M. J. Liouviile. Noie sur l'intégration «les équûttoBS linéaire» oux 
différent telles partielles, par M. Poition. Addition à la Note insérée 
page Go de ce volume , par M. Anatole de C aligny. 


Tou» IV (année 1039) 

Sur l'intégration des «^nations linéaires aux différentielle* partielles par 
M Liouville. Noie sur I* itmorie de» nombre*, p*r M. Catalan. «Suite 
«h» recherches sur le* nombre», our M. Lebrtgue. Détermination des 
r ««ntre* «le gravite do* fuseaux et des onglets de révolution par le 
même. Noie sur le* surface* iuiiherrucs dan» les corps solides 'dont la 


1 


conductibilité n'e*t pas la même dans tons las aens , par M. Duhamel. 
Réflexion» sur le problème du déterminer le nombre «le manières V« 
«ne figure rectiligne peut être partagée en triangles au moyen de «a» 
diagonales , par M. J. Binet. Solution nouvelle de cette question : Un 
polygone étant donné, de combien de manières peut-on le partager en 
triangles au mo .eu de diagonale*? par M. Catalan. Addition à la Noie 
aur une équation aux différences finie», inséreo dan* le volume précé- 
dent , page 5o8 , par le mAne. Mémoire sur les axes des surface» Isother- 
mes du second degré . considéré* comme des fonctions de 1s tempéra- 
ture, par M. Lamé. Mémoire sur l’equilibre de» teindra turc» dans un 
•JflMBP* tro ' s inégaux , par le mAne. Sur un«s nouvelle m«lhode 
mi nation des intégrale» multiples, par M. Lejeune-Di- 
r««H» rw^fïbkérvation* sur un Me moire do M. Ivory, par M. Lionel le 
Sur lê nombre de normales qu'on peut mener par un point «loanc k 
une surface algébrique, par M. Terquem. Sur un symbole conibfmloirc 
d Euler et son utilité dans l'analyse, par le mente. Extrait d'une Lettre 
de M. Waotxcl à M. laovville. 5 1«* moire d*- Géométrie descriptive. Théo- 
rie do 1 osculation des sections coniques, et construction d'un cercle 
oscillateur eu un point d'une section conique, par M. Olivier. Noa- 
vello règle pour la convergence des séries , par M- Duhamel Inté- 
gration d'une équation aux différences , par le me'me. Note sur 
auelques intégral*» définies . par M. Liouville. Note sur les inversions o« 
dérangement» produits dans les permutations, par M Rodrigue*. Sor 
une propriété «les surface» du second degré , par M. Terquem Rapport 
fait à la Société Philomatique sur une machine à flotteur oscillant, de 
^ Cat'gujr. Sur la diffraction de la lumière, par M. Abria . -Noie sor 
1 origine de no» chiffres et sur VAbacut de» Pythagoriciens , par M. F<«- 
cent. Recherche* géométriques sur le» engrenages de Wilhe, par M. Oli- 
vier. Construction géométrique d'un engrenage daus lequel le* axe» de» 
deux roues dentées no sont pas situés daus un même plan , et romprea 
nent entre eux un angle plus petit que l'angle droit, les riieu^t étant 
dan» un rapport constant , et le frottement étant de roulcmt^nt angu- 
laire , par le mrfc Note »nr évaluation approchée «lu produit 
.x, par M. lAouvi le. Mémoire sur la réduction d'une classe 


«aire « 

i a.t. 


d'integrales multiples, par M Catalan. Note sur le centre de gravité 
du tronc de prisme , par M. Brianchon. Propriété* nouvelles «le l'fcyper- 
bolotdc à une nappé, par JM. Châtie*. Second Mémoire sur IV-quilibc* 
des températures dan» les corps solide» homogènes de forme ellip- 
soïdale, concernant particuliérement les ellipsoïdes des rcrolutions. par 
M. Lamé. Sur le centre de gravite d'une portion quelron«{ue de surface 
sphérique et de quelques autres surfaces, par M. Giulto. Sur l'intt-gratiuo 

de l'équation ^j^ = x"*.r, par M. Kummer. Sur le nombre des polygo- 
ne* déterminé» par n points pris pour sommets, par M. Guibert. Dé- 
monstration do cette proposition : Toute progression arithmétique 
dont Je premier terme et la raison sont de* entiers sans diviseur com- 
mun contient une infinité de nombre* premier* , par M. Lrjntne- Oiri- 
chlet. Mémoire aur l'intégration d'une classe d'uquatiuns différentielles 
du second ordre en quantité, finie* explicites , par M. Liouville. Géné- 
ralisation da la théorie des foyers dans le» sections coniques , par 
M. Transan. Sur les variations séculaire* des angle* que forment entre 
elles les droite* résultant des NüMesliom de* orbites de Jupiter, Sa- 
turne ot Lranus, par M. Lui avilie. Sur la moyenne arithmétique et 1a 
moyenne géométrique de p lus leur * quantités positives, par le meme 
Note sur quelques points de Ig théorie de l'Aoctrloile , par M. Ber- 
trand. Sur le prîncipafondamétifal do la théorie dha équations algébri- 
ques, par M. Liouvill ^ Démonstration de la formtrié générale qui donne 
lÿj a * eurs des inconnues dans les équations du premier degré , par 
M ÇÊJohnt. 

ir~ , •; : r 

Tour. V (année 1940). 

Mémoire sur la propagation et la polarisation du mouvement dans on 
milieu élastique, indéfini, cristallisé d'une manière quiconque, par 
M. tt/itnehei. Addition à I* Nota sur le principe fondamental de la 
théorie do» équations ‘algébriques, par M J. Ltouville. Note sur le* 
transcendantes elliptique» de i rc et de a* ospècc, considérée* comme 
fonctions de leur module, par le même. I lr monstration de deux propo- 
sitions de M. Cauchy , par M. Terquem. Note sur iVugrcnaçe do \\ hile, 
par M. Uelaunoy . Sommation «lo qucl«|uc* sériés . par M. Lcbesgua. Ex- 
trait d'une Lettre de M. Lrjeunc-IJirichlet à M. Liooville. Noie sur 1s 
deu-rminuiioa du nombre de* racines rcclles ou iniaginaire» d’un© équa- 
tion numérique comprise entre «le* limites donne#». — ThAôrvmes 
d« ItoHe, de Budan ou de Fosrier, dolJrscartes , de Sturm et «le C*u- 
chy, par NI . Mytgno. M>-mmre sur le» inclinaison* respeetiTcs «tes orbites 
de iupiter, Saturne et Urapus; sur la* mouvements des iotorseetioas 

d« c» orli*n, PM M. U Verrier. Note >ur l'iBltsr«l« / c< >" “ *** . 

0 j O ^ I | * 

par M. E. Catalan, Note sur IVvalitation de l’sire de 1 ellipsoïde à trot» 
axe» inégaux, par M. Loi <> t t o ^ « »<■ sur los forces centrifuges de- 
vvlpppeq* dans lo mouVemenCa^&rp» q,rf roiüwt , par M. Paul Bre- 
tun. Note sur le» engrenage* de jMRto, par U. (Winf*. Méthode simple 
« nouvelle pour la détermination fompU ie des «omutes alternées for- 
Dtém IW les racines primiiire» des équ it^ntUnoiB*, par M. C amefy. 
Sur la tomniatiou de certaine* puissances' d t ^QraMniae primitive d'uus 
équation binotnc, «t en partfeulicr «le* ptilssaRcra qui olTr©«t po«r 
exposants les résidus cubtqoe* inférieurs au module donne, par U 


JOURNAUX SCIENTIFIQUES. 


ntrme. Noie mir un théorème de Fermât, par M. Lebrsguc. Ni, te aur 
une formule do M. Cauchy , par le m/me. Ob-cryation» sur un Mémoire 
d<- M. Paul Breton, par M- Delaunaj. Sur l'irratiou nallté du nombre 
«• = 2,718.. , par M. J Liouville. Addition à la Note aur lirntlouna- 
lilé du nombre r, par U meme. Mémoire d'analyse iudt terminer , dé- 
inontranfque l'équation x* 4 est impossible m nombres entiers, 
par M. Lamé. Rapport >uf le Mémoire précédent, par M .Cauchy. Ex- 
trait d'une Lettre adressée à M. Liouville par M Stem. Sur les varia- 
tions séculaires des éléments des sept planètes principales : Mercure, 
Venus, la Terre, Murs, Jupiter, Saturne et Urmnus, par M. Le Ver- 
rier. Note sur un theorémode Mécanique, par M. Delaunoj. Problèmes 
de combinaison* , par M. K. Catalan. Note sur une certaine suite de 
fractions ordinaire, par M. Siouvenel. Démonstration do l'impossibi- 
lité do résoudre l'équation x’ -bJ ,r -b s* = o en nombres entiers, pur 


M. Leb iftur. Sur la limite 




m étant un entier positif qui 


croit indéfiniment, par M. Liouville. Résolution de l'équation du second 
degré a une inconnue p.»r les fractions continues, par M. Lebetgue. Sur 
quelque* formules pour le changement do la variable indépendante , 
pur M J. Liouville. Mémoire aur les coordonnées curvilignes , par 
M. Lamé. Addition à la Note sur l'équation x> -t-f 1 -+-*’= o, par 
M. Lebetgue. Lettre adressée h hl*. le PrésideiH do P Academie des Scien- 
ces , par M. Jaeobi. Note do Péditeur h l'occasioft do cctto Lettre. Sur 
les conditions de convergence d’une classe générale de séries , par M J. 
Liouville. Sur lYqu ition Z'" — Y" = 2x* , par lemAne. Mémoire sur 
les inégalités séculaires de» élémupt* des planètes, par M. Binet. Des 
lois géométriques qui régissent les déplacements d’un système solide 
dans l'espace, et de la variation de» coordonnées provenant de ces do* 
placements considères indépendamment des causes qui peuvent les 
produire, par M O. Bodrigun Mémoire sur le» transcendante» elliptiques 
do i r ® et do a® esjèce, considérées comme fonctions de leur module, 
pur M. /. Liouville. Solution nouvelle du problème de l'attraction ellip- 
soïde hétérogène sur un point extérieur, par M. C h*»ie$. 

Tome VI (année 1841). 

Remarques nouvelles sur l'équation de Riccati , par M. /. Liouville. Note 
sur la vraie valeur des fractions qui prennent la forme par M. J. 
Bertrand. Mémoire sur une formule de Vandormondr , et son applica- 
calion à la démonstration d'un théorème de M. Jaeobi, par M. V.-A. 


Lebetgue. Sur 


l’intégrale J* 


coi i (u — x sin u) du , par M. J. Liouville. 


Mémoire sur les surface* hosla tiquas dans les corps solides homogènes 
en équilibre d'elasticite, par M. O. Lame. Remarque sur une courbé qui 
est sa propre dévclop|H*e, et sut un genre de surfaces qui conticnnout 
le lieu d«*s centres de l'une de leur* «Jeux espères do courbures, par 
M- J- Bmet. Litrait d'utio Lettre adressée A M Liouville par M. P -H. 
/Manchet Sof une formule de M. Jaeobi , par M. J. Liouville. .Solution 
«l’un problème de combinaisons , pur M K. Catalan. Doux problèmes 
de probabilités, par le m/me . Théorème sur la réduction d'une intégrale 
multiple, f»«r le m/hte. Note sur la th. orie «fr la convergence et de la 
divergence des série* , par M. J.-L. Haabe Expériences sur les oscilla- 
tions de l'eau dans une grande conduite de Paris, t*ar M. A. «le Caltgnr. 
Sur le maximum et le minimum des figures dans le (dan, aur la sphère 
et dans l'espace en général , par M J. Steiner. Sur la résolution des 
équations numérique» & une ou plusieurs inconnue» et de forme qnel- 
conque, par M. F. Sarrut. Rechercha» sur !a courbure de» ligues et des 
surface», par M. A. Trantnn Thè»e sur la distinction des iiiaxiina et 
de» mini ma dan» le» questions qui dépendent de la méthode des varia- 

dx, par 


lions, par M. C . Delaunay. Note sur l'intégrale 
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M. Ottian Bonnet. Remarques sur la théorie géométrique de» axe» per- 
manents de rotation, par M. G. Gaschcau. De la ligne géodesique sur 
un ellipsoïde, et de» diflTerrnts usage» d’une transformation analytique 
remarquable , par M. Jaeobi. Démonstration élémentaire d’un théorème 
de Legendre relatif il la trigonoim-trievphcriquo, par M. Gauu. Notice 
sur un Inanuscrit hébreu du Traité d’Aritbraélique d’Ibd-Esra, con- 
servé à la bibliothèque royale , par M. O. Tenjurm. De» propriété» os- 
« surface* ou contact par un point, par M Th. W..- 
Ollier. Sur la surface do révolution dont la courbure moyenne est 
constante , par M. Cfc. Delaunar. Noie à l'occasion dr rarticltfprècc- 
de«t , par AI. Sturm. Système «le fontaines intérim (tentes et d'appareils 
h elever Icau sans pièce mobile, modélo fonctionnant, par M. Anatole 
de Cahgitr. Problème decalcul intégral, par M. Catahn. Mémoire sur 
quelque» proposition* generale» d e g. oim LrJc et *nr la théorie de l’cli- 
mioation dans le» èqna.tou» algébriques , par M. /. Liouville. Sur le 
. degré de l'équation finale qui résulte d - lYliminalion , par.M. Mmdmg. 
Problème» de calcul intégral , par M. E. Catafan Extrait d'une Retire 
adressée a M. Liouville [hr Si. Abel Trùnton. Sur une dîne d'équa- 
tions différentielles, par M. J laoui illr, Uoqh«Tèhes sur la tliroric de» 
nombres entier» et sur la résolution de IVquation ind< terminée du pm v 
m 1er degré qui n'admet que don solution* entière», par M. J. Binet. 
Note sur la couvergence de» suites, par le meme. 
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raie, par Darmel. Sor las ligne» de courbera, 

„ » o un ewdiotnètre, fier Guy ton. Chimie, par 
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naiyie de Lagrange, par Prony. 

Organisation de IFrole Polytechnique. Coût» d’Analyw 
(suite,, por Proryr. Observations »ur les propriété» eudioenétriquo du 
phosphore, par Berthollrt. Résume *nr la théorie de la crihtalliaatioa. 
pur Guy ton. Analyse de la calcédoine du Crcumt , par le nithir. Eipe- 



formation du principe colorant pru»»ique, par Bonjour. Stéréotomie, 
par Luenntan. w ’ 


\ Cahier. — Loi» et arrêté* du Gouvernement concernant l'Ecole Poly- 
technique. Analyse des suites récurrente» , par Prony . Observation* sur 
la neige et la pluie, leur influence sur la végétation, etc., par Hauen- 
Jntu. .Architecture, par Boitard. Mémoire »ur le delilemvnl de» fortite 
cation», p«r Say. Fortification, f*ar le même. Stéréométrie , par £' ir«- 
m*n. Physique, par Barrtnl. Chimie, par Yauyuelin, Fourcroy. Chaumtr. 
Lour» relatif aux art» du dessin , par Neveu. De l'acide sulfureux et de 
»r» coin binai son» avec le» base» terreuse». * 


d Cahiea. -- Mécanique , par Prony. Mémoire »ur le principe de» v iie»- 
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Mémoire do Hreninntier sur le gioyen de Hier le» dunes, etc., par 
Lamblardic Description sur la maniera dont se polissent et »>tamcoi 
le» glace» , par S. Bernard. Sur le principe tic l'odeur de* végétaux , par 
rourcrojr. Sur la transformation de» fractions, sur le principe de» 
vitesse» virtuelle», par Laprançr. Cour» relatif aux art* du dessin, par 
iVeuru. Mémoire »ur un jiiiin qui rest«loujourt> para Hèle à lui* même .etc . 
par Laplaee. Drwcriptlon et nsage du dynamomètre, par Rèrnter. 
hlogede I^ainblardie, par Pronp. Eloge de Bertrand Pelletier, paMPar- 
ton Sur le principe de» vitesse» Virtuelle» , et la dccumLm&itioo dev 
mouvements circulaires, par Prony. 

G* Cahier 


Discours prononce* à l’École Polytechnique par I» divm 
professeur». Solutions de quelques problèmes relatif» aux triangles 


sphérique», etc,, par Lagrange, Tbcorie du mouvement autour d'n. 
axe li hre de rotation, etc., par Prou Y- Sur la Micunique, par I.jptcct 


Des couibeià double courbure, par Monge. Meiunire »ur le* mcilieurc» 
proportion» à donner aux chaudière», par Hassen/rai*. Physique gém*. 
raie, par le mrhte. lettre sur le serein et la rosée, par Prieur. Cour» 
relatif uu de»»in, par i\W* u. Description et analyse d’une piew appe- 
lée stbènte, par /. rminn, Garen et Pécheur. Compte rendu de» tra- 
vaux , etc., par Canuu. 


7® et 8* Cahishs. Leçons de Malhr maliques données à l’Ecole Normale, 


eo I7 j> 5, par Laplaee. Leçons élémentaires sur le» Maihemstique»’ 
donm-es à I tco le Normale en par Lagrange. Du contact des iphc 
res , par Fermât, traduit par Hachette. 


7* et 8* Cahiers bu. — Mécanique philosophique, par Prony. 

8 e Cahier. — Théorie des fonction» analytiques , por Lagrange. 

10® Cahixb. — Solution do plusieurs problèmes de Géométrie, par Bêlait 
ckon. Mémoire sur tes polygones . etc., par PojjmoI. Note sur l applica 
Won des solution» particulières des equiJi(Tt retices, etc., par Prony. 
Extrait des recherches de Prony sur le sel. Cour» de grammaire cl de 


bel les- le lires, pur éindrieux. 


Il® Lauica. ■— f.oi du x.t frimsiie sur l'organisation de l'École Poh tech- 
nique, et Rapport sur la situation de l'Pcol*. Analyse Mémoire sur la 
surface courbe durit toutes les normales sont tangemesà iasunace, etc., 
par Monge. N ur le inouvcrnHiit d’un .corps sollicile par de^ puiswaot 
ces quelconques, par Prony Application de l'Algèbre à la Géométrie 
Mr Monge et Hachette, Mémoire sur le caloul dos fntegralo», etc., par 
» * *ur les inti gmle» de» équation» aux différence* 

tint»», par Biot. Meinoiri* sur 1 élimination dans le» équation» algebri- 
qoos , par Poiuon. Théorie du mouvement de» projeciiir» dan» las mi- . 
lieux trsUUnU, par Moreau. Mémoire sur la fortification sous terre, par .. 
Uarrorot, hur IVmploi de» machines acroslaliqui»» aux rocou naissances 
mtliiaire», et la constniCiion*dcs cartes géographique», par Lantct Sur 
laGnmvonique par he/ranrats. hur les ombres colon-e». par Mastm- 
Jratf+ïsur le gaivaiiianie, par Hachette. Lktrait d'un Nicmoïi e -nutî+lvC' 
JBBui^par liai ru rl Examen d’un oxyde d'antimoine 
UpÉgmUuns sur lu -stronliane, par BcrthaUet. Notice f 

««• l»n et aux chanvres le» apparence» de cotol 
“ Expérience» *or l’oxyde de carbone gar.eux , par n mim» j o« 
Lie 'lient. Notice sur laciifo sebacique et sur Éat idc too nique*, iar 
I bénard, «raeripiion d'up sol spllure du «onde, par Urmrna ; 

Catiea. Leçons sor le calcul dos fonctions , per Lagrange . ' 

15 ® Caoikr. — Mémoire sur les surfaces courbes dont toutes les normale» 
sont ta tige nie» h unu même surface de révolution quelconque, par 
itfoq^. Stir los solution» paiitCDlière» des équation* diflérontiolles et des 
-?A«* - l . 0n f * QX par Poisson, bur les équations aux dilTércoco» 



• riur la tlidorio des (mictions dérivée» qui coo- 
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/ïï^?w D l r ^ f,f, * <lATO0 ^ lf * ti<,Tîa * la'serie de Taylor, par Am- 
père. »ar ra drcom position do» moments , ts sur U théorie d© i équilibra 
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et du mouvement de* système», par Poinsot.Snr le» axe* «le suspension 
synchrones , par Biol, but le principe de» vitesse* virtuelle», (wir Am- 
pèr'e. Formule* pour passer «l*un système de coordonnées rectangulaire* 
à un ijilèned» coordonner* obliques, olc , pur Livel. Sur le» surfaces 
courbe» du ï® degré , par financé on. Sur le» oxyde» e| sur le» sel» «lu 
mercurr, par b’ourcrox et Thénard. Programme du cours du Minéralogie 
fait à l'Ecole , par llassen/rats. 

14* Cahier. — Mémoire sur l'optique, par Malus, De» lignes et de» sur- 
faces du a® degré, cl sur la détermination de» rayons de courbure, etc., 
par M. bitfnn. Extrait do» leçon* faites & l’École *ur le» point* singulier» 
de* courbe», par Poisson. Mémoire sur lea oscillation» du pendule, etc., 

* par le mAne. Sur le» avantagea qu’on peut retirer de la théorie tic* cour- 
be* , etc , par /Impère. Mémoire sur la iranalormaliou des coordonnées , 
par Le français. Sur l'intégration de* équations différentielle* partielles, 
par itrisson. Sur l'art de projeter le» canaux do navigation, par Du pu<s, 
Thorej' et Brisson. Sur la ftos&ibililè de substituer le belier hydraulique 
h l’ancienne machine de Marty» par Montgoljier. Calcul sur ce moteur, 
par Hachette. Mémoire sur le son, par Poisson. 

I <5* Cahier. — Mémoire sur le» inégalité» séculaires du moyen roouve. 
mont des planètes, par Poisson. Eclaircissement d’une difficulté qui ne 
rencontre dan* le calcul de l’attraction de» sphéroïdes, etc., par La- 
grange. Application de FAqplyse à dé» question» de (^orndris élémen- 
taire, par Monge. Sur les corde» vibrante», par le mAne. Notice sur la 
nouvelle écluse de M.dellettancourt, par Prony. Sur la méthode du plus 
grand commun diviseur, par Brrt. Mémoire sur le mouvement do rota- 
tion do la Terre, etc , par Poisson. Sur la mesure du pouvoir réfringent 
de» corpf opaques, par Malus. Sur divers point» d' Analyse, par La/d ace. I 
Sur la variation de» constante» arbitraires dan» les questions de Méca- 
nique, etc., par Poisson. • 

C îl* Cahier. — Théorie mathématique de Faction capîTTÏïre, par refit. 

f Théorie de» axe» conjugués et d«*s moment» d'inertie de» corps, par 
II, net Sut le» polyèdre* et le* polygones, par Cauchx. Reclierchi*» sur 
le* nombre», par le meme. Sur les moyen» do construire graphique- 
ment le» sphère* et le* cercles déterminé», par Gaultier (do Tours). 
Mémoire sur les intégrale» réunir», par Poisson. Sur un cas particulier 
du mouvement de rotation deiwp» pesants, par le même. Théorie o! 
description de Fhéllostat, par Hachette. Mémoire sur un système de 
formules analytique» et leur opplicalion, etc., par Binet . 

17* Gabier. — Mémoire sur lo nombre de» valeur» qu'une fonction peut 
acquérir lorsqu’on y remue de toute» le» manière* possibles le» quanti- 
té» qu’elle renferme, par Cauchy. Mémoire sur le» fonctions qui no 
pouvant obtenir que dent valeurs égale» , etc., par le meme. Sur la dé- 
termination analytique d'une sphère tangente à quatre autres? par 
J Binet. Déterminer le centre et le rayon d une sphèroqui touche quatre 
sphère» donnée», par Hachette. Exp* , rionce» sur la flexibilité, la force 
fri l'élasticité du bols, ponGharlef Dupin. Mémoire sur une méthode 
nouvelle pour construire par de**- procédé» i géométrique* le» racine» 
réelle» de» éqnatloïl» devions le* degré», par Corances. Expériences pour 
déterminer la densité de la Terre, pur II Cavendish, traduit di* l'anglais 
par Chompré. Mémoire sur la composition do* forces et sur la décom- 
position des moment» , par Binet. Mémoire sur loa oscillation» des lame» 
élastiques, p»r Plana. Méthode analytique pour déterminer rViïot de 
l’atverralion sur la position désastres, par Puissant. Sur l'élasticité et 
la raideur de» courbe» à double courbure, par Binet. Sur la détermina- 
tion du nombre de» racines milles duo» lo* équations algébrique», par 
Cauchx . Sur le» intégrale» des équations aux ailference* partielle* , pur 
Ampère. Sur le* intégrales definies, par Poisson. 

18* Cahier. — Mémoire contenant l'application à l'intégration de» équa- 
tion» aux différence» partielle» du I er et »• ordre, par Ampère, Hecncr- 
cbe» sur la mesure des températures et sur le* loi» de la commuoica- 
• lion de la chaleur, etc., par MM. Dulongal Petit. Mémoire (suite du) 
aur les intégration» définie» inséré dan» lea deux precedent» volume» 
de ce Journal, etc., par Poisson. Mémoire sur l'application de l'Algèbre 
à la théorio de» nombre*, etc., par A. Poisuot. Sur le» racine» imagi- 
naire», par Cauchx. Mémoire sur la manière d’exprimer le» fonction» 
en série* de quantité» périodiques, par Poisson. 

19* Cauiex. — . Mémoire »uç la distribution de la chaleur dans le* corps 
solide», par Poisson. Sur un nouveau principe de Mécanique générale, 
par M. Binet. Sur le» courbe* do raccordement, par M. Btiandum. Sur 
une espèce particulière du mouvement de» Üuide», nar M. Cauchy. Sur 
Fititégratio^dc» équation» linéaire* aux différant iol le* partiel!**, par 
Poisson. SutB du Mémoire sur le» intégrale» definie», «le., par le 
mt’me. Mémoire sur l’intégration des équation» linéaire* aex différences 
partielles , etc., par M. Cauchx- 

tO* C.tuitn. — Mémoÿe sur le» équa lion» généra le* de lVquilfbre ^hdti 
mouvement des corps solide» , etc. , par Poisson. Mémoire sur le sys- 
tème des valeur» qu’il faut attribue^ à divers éléments, etc., par 
M. Cauchr. Mémoire sur la détermination des orbites des planètes et 
de» comète», par M. Binet. Mémoire sur la résolution de» équation» 
indéterminée» du t* r degré de» nombres entiers , par le. m Ane. Mémoire 
sur l’intégration d'une certaine classe d'équation» «tut différences par- 
tielles, etc., par M Cauchx. 


Si* C ahi K.. — Mémoire «or quelque, qoertlon» de Oéomélrio el de Mi- 
caitiqnc , etc., par M. Iàouville. Sur le calcul de» différentielles à 
indice» quelconques, par le meme. Sur l’intégration de l’équation... . . 
à l'aide des différentielle* à indice quelconque , pur le meme. Formule' 
relative» au mouvement du boulet dan* l’ inferieur du canon, extraite 
de* manuscrit» de Lagrange, par Poisson. Mémoire sur l’influence de* 
moments d’inertie du balancier d’une machine à vapeur, etc., par 
M. Coriolis. Sur le principe de» force» vive* dan» le mouxemr ni relatif 
de» machine* , par le meme. Mémoire de Géométrie descriptive, par 
M. ThAtJ. Olivier Sur h*» équations générées do la propagation de la 
chaleur, par M. J. -J# -C, Duhamel. 


22* CAnir.it. —Mémoire *ur l'équation de Riccatl , par M. Liouville. 
Mémoire sur 1 1 méthode générale relative au mouvement de Ia chaleur 
dan* h*» cnrp» , etc , par M. Duhamel. Mémoire de Grotnélrie descrip 
tivo, p.r M. Tkrod. Olivier. Premier et second Mémoire sur ia déter- 
mination de» intégrale» dont la valeur e#t algébrique. Mémoire *ur in 
propagation de la chaleur dan* les polyèdre» , etc. , par M. Lame. 


23* Cintra — Mémoire *ur les Wbratfon» d'on système quelconque do 
point» materiel», par M. J - M -C. Duhamel. Mémoire sur le» iratiscen 
dan ii 1 » elliptique» de première et de deuxième espèce, considérée» 
comme fonction» de leur amplitude , par M. J. Liouville. Mémoire de 
Grume trio descriptive sur la construction de* centre* du courbure des 
épicycloide» plane» et sphérique*, par M. Wuüd. Olivier. Mémoire sur 
la puissance motrice de la chaleur, nar M. Claprxrvn , Ingénieur de» 
mine*. Mémoire sur le* lois de l'équilibre du fluide étbéré, par 
M. Lamé. Moto sur la figure (Tune raa»»«* fluide homogène en équilibré, 
et douce d'un mouvement de rotation, par M. J. Liouville. 

24 * Cauikr. — Note* sur divers point» de mécanique, par M. Duhamel 
nlémoiru sur lo changement de la variable iudépondante , dan» le calcnl 
do» «lilToront ici les à indice* quelconques, par M. Liouville. Note sur la 
détermination d'une fonction arbitraire, placée sou* un signe d’intégra- 
tion de force, par le meme. Mémoire sur la manière d'établir lo* diffe- 
rent'. principe* de mécanique pour de» système* de corps, par M. Co- 
riolis. Mémoire aur In theorio de» moments considère* comme analyse 
de» roncontrcB de» ligne* droite» , par le meme. Mémoire aur le» énira- 
tion» du mouvement relatif de* Système» do corps, par le mAna. Me- 
moire sur la stabilité de» voiture» , avec application aux messagerie» 
de France, par le meme. Mémoire »ur la vitesse initiale des projectile», 
par M Duchemin, lieutenant d’arjillerle. Sur une quaation de probabi- 
lité», par M. Bénard, élève de l’Ecole Polytechnique. 


28* Cahier. — Second Mémoire sur le» phénomène» thermo-mécaniques , 
par M. Duhamel. Mémoire «ur l'intégration de* equatioosdiffrrrutkdlcs, 

, d d’v 

p»r M. Liouville. Mémoire sur l’intégration de l’équation - c — , far 

Je mAne. Note sur le* fixe* principaux dcî corps, par M. Guihert. 
Mémoire de Géométrie, par M. Théodore Olivier. Notosur le» nombre» 
incommensurables , par M. L. H'antsrl. Mémoire sur 1rs puissances 
de* polynôme», par M Brianehon. Calcul des indice» de» fonctions, par 
M. Cauchy, Note de g«*om»-trie sur le* parnboloid**» oscillateur» , par 
M. Théodore Olivier. Mémoire sur 1^1 traction de* ellipsoïde», par 
M. Chasles. Mémoire sur l’allractiop d’une courbe ellipsoïdale infini-* 
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